18 Prubéh funkce

Véta 18.1. Necht f je spojitd na intervalu I a md zde vlastni nebo nevlastni derivaci. Pak f je rostouct (resp.
klesagici) na I < f'(x) > 0 (resp. f'(x) < 0) na I, pFicemz rovnost f'(x) = 0 neplati na Zadném podintervalu
intervalu I (tj. miZe nastat pouze v izolovanych bodech).

Dikaz. = Necht f je rostouci na I, tj. plati pro véechny dvojice 1, x2, 1 < 2 plati f(z1) < f(x2). Necht
zo € I je libovolny bod. Pak pro kazdé x < z¢ plati f(x) < f(xo), tj.

Tr — X T—To— r — X
Analogicky, pro kazdé x > xq je f(x) > f(zo), a tedy také
7f(x) — flao) >0, zd&hoz plyne [’ (zg)= lim 7]8(:5) — flwo) >0.
r — X T—To— r — X

Protoze dle piredpokladu ma f v kazdém bodé g € I derivaci, plati f'(xo) = f’(x0) = f (x0) > 0 (v pfipadé,
kdy x¢ € I je krajni bod I, uvazujeme pouze jednostrannou derivaci). Zbyva ukazat, ze nulovd hodnota derivace
nemuze nastat na intervalu J C I. Kdyby tomu tak bylo, tak by funkce musela byt na J konstantni, coz je spor
s tim, Ze f je rostouci.

Analogicky bychom ukézali, ze v pfipadé klesajici funkce musi byt f'(x) < 0 pro vSechna x € I.

»<=“ Necht f'(x) > 0 na I, pficemz f'(z) = 0 pfipadné nastane pouze v izolovanych bodech I. Necht
z1,x3 € I jsou libovolné body takové, ze x1 < x2. Potom podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté existuje
¢ € (x1,x2) takové, ze f(x2) — f(z1) = f/(c)(x2 — x1), a tedy f(x2) > f(z1), protoze f'(c) > 0 a zq3 — a1 > 0.
To znamena, ze f je neklesajici na I. Pfedpokladejme, Ze na néjakém intervalu J C I je f konstantni. Potom
ale na tomto intervalu je f'(x) = 0, coz je spor s pfedpokladem. Funkce f tedy musi byt rostouci.

Analogicky bychom ukézali, ze pfedpoklad f’(z) < 0 vede na klasajici funkci. O

Definice 18.2 (lokilnich a globélnich extrémtl). 1. Rekneme, Ze f m4 v bodé zg € D(f) lokdlni mazimum

(resp. minimum), jestlize existuje O(xg) C D(f) takové, Ze pro kazdé x € O(xg) plati f(x) < f(zo) (resp.
f(z) = f(=o)).

2. Lokélni maximum (resp. minimum) se nazyva ostré, jestlize existuje O*(xg) C D(f) takové, Ze pro kazdé
z € O*(zo) plati f(z) < f(zo) (resp. f(z) > f(z0)).

3. Lokalni maxima a minima souhrnné nazyvame lokdlni extrémy, pripadné ostré lokdlni extrémy.

4. Rekneme, Ze funkce f ma na mnoziné M C D(f) v bodé zo € M globdlni (absolutni) mazimum (resp.
minimum), jestlize pro kazdé z € M plati f(z) < f(xo) (resp. f(x) > f(zo)).

5. Globélni maximum (resp. minimum) se nazyva ostré, jestlize pfislusné nerovnosti jsou ostré.

6. Globalni maxima a minima souhrnné nazyvame globdini extrémy.

Poznamka. Okoli bodu ¢ z pfedchozi definice lezi celé v D(f). To znamend, Ze je-li g krajnim bodem D(f),
o lokalnim extrému v tomto bodé neuvazujeme, napf. funkce f(x) = /= v bodé 0 lokalni extrém nemd. V nékteré
literatufe je podminka oslabena tak, Ze se v definici pozaduje O(z¢) N D(f). V tomto p¥ipadé by f(z) = vz
v bodé 0 méla lokalni minimum.

Bezprostfednim disledkem 2. Weierstrassovy véty je nasledujici tvrzeni:

Véta 18.3 (o globélnich extrémech). Funkce f spojitd na {(a,b) zde nabyvd svjch globdlnich extrémi bud
v bodech lokdlnich extrému, nebo v krajnich bodech a,b.

Véta 18.4 (Fermatova véta o nutné podmince pro lokdlni extrém, Pierre de Fermat 1601-1665, Francouz).
Md-li funkce v bodé o € D(f) lokdlni extrém a existuje f'(xq), pak f'(zo) = 0.

Dikaz. Necht f ma v bodé zy lokdlni extrém (tj. na néjakém okoli bodu zg plati f(z) < f(zo) nebo f(x) >
f(x0)) a ma v tomto bodé derivaci. Pfipustme, Ze

x—0 xr — (L'O

> 0.

Pak by existovalo okoli O*(zg), na kterém je

f(x) = f(o)

Tr — X

> 0.

Pro z z tohoto okoli lezici nalevo od zg je © — z¢ < 0, tudiz musi byt f(x) — f(xg) < 0, neboli f(x) < f(xo).
Pro x lezici napravo od xg je naopak = — xg > 0, takze musi byt f(z) — f(zo) > 0, tj. f(x) > f(xp). To je spor
s tim, ze v bodé xg je lokalni extrém.

Analogicky bychom vylou¢ili pfipad f/(zg) < 0. O
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Pozndmka. a) Body, v nichz f/(z) = 0 nazyvame staciondrni body funkce f. Staciondrni bod muze, ale nemusi
byt bodem lokélniho extrému. Napt. f(z) = 23, f/(0) =0, f'(xz) = 32® > 0 pro z # 0. Tedy podle véty 18.1 je
f rostouci na R.

b) Funkce mize mit lokdlni extrém bud ve staciondrnim bodé, nebo v bodé, kde neexistuje vlastni ani
nevlastni derivace. Nap¥. f(x) = |z| ma v bodé z¢p = 0 ostré lokalni minimum, ale derivace v tomto bodé
neexistuje.

Vé&ta 18.5. Necht f je spojitd v bodé xog € D(f). Existuje-li O*~ (), v némZ je f neklesajict (resp. nerostouct,
resp. rostouct, resp. klesagici) a O*T (zo), v némz je f nerostouci (resp. neklesajict, resp. klesagict, resp. rostouct),
pak md f v bodé xq lokdlni mazimum (resp. lokdlni minimum, resp. ostré lokdlni mazimum, resp. ostré lokdlni
minimum,).

Diikaz. Necht f je v O*~ (o) neklesajici a v O**(xzg) nerostouci. ProtoZe f je spojitd v bodé x, existuji konecné
limity limg .- f(2) = limg_y4,+ f(x0). Neni tézké ovéfit, ze plati lim, ., f(x) = sup{f(z) : © € O* (x0)}
a limy, ..+ f(z) = sup{f(z) : € O*T(x¢)} (existence limity implikuje ohrani¢enost funkce na né&jakém okoli,
a tedy existenci suprema), a tedy f(xo) = sup{f(x): x € O* (x9) U O*T(x0)}. To znamena, ze f(z) < f(zo)
pro vSechna z € [O*™ (z0) U O* (x0) U {x0}], tj. v bodé z¢ je lokdlni maximum.

Je-li f v O* (z¢) rostouci a v O**(z0) klesajici, pak pro libovolny bod z € O*~(x¢) plati x1 € (z,20) C
O* (z0) = f(z) < f(z1) < f(z0) = sup{f(z) : © € O* (x0)}. Podobné by se ukdzalo, Ze pro z € O*(xq) je
f(zg) > f(x). Celkové tedy, v xg je ostré lokalni maximum.

Analogicky ukaZeme platnost tvrzeni v ostatnich pfipadech. O

Poznamka. Obracend véta neplati. Ma-li funkce f v bodé xy lokalni extrém, nemusi byt v Zaddném ryzim
jednostranném okoli monoténni. Pfedpoklad o spojitosti f v bodé xg je podstatny.

Bezprostfednim disledkem vét 18.1 a 18.5 je:

Véta 18.6 (1. véta o postacujicich podminkéch pro lokdlni extrém). Necht funkce f je spojitd v bodé xo € D(f)
a ezistuji O*~(zg) a O*(xg) takovd, Ze f md na téchto okolich vlastni nebo nevlasini derivaci f', pricemz
f'(x) >0 (resp. f'(z) < 0)Vz € O (x0) a f'(x) <0 (resp. f'(x) > 0)Vz € O*F(xg). Pak md f v bodé o
ostré lokalni mazimum (resp. minimum,).

Véta 18.7 (2. véta o postacujicich podminkach pro lokdlni extrém). Necht funkce f md v bodé xy vlastni
nebo nevlastni druhou derivaci, pricemZ plati f'(x¢) = 0. Je-li f"(x9) < 0, pak md f v bodé xq ostré lokdlni
mazximum, je-li f"(xq) > 0, pak md f v bodé x¢ ostré lokdlni minimum.

Diikaz. Necht
f'(@) = (o)

f”(aj()) = lim > 0.
T—xTo Tr — X
To znamend, Ze existuje ryzi okoli O*(zg), na kterém je
/ o /
Fla) - Fa) @)

Tr — X Tr — X

Tato nerovnost dava f/(x) < 0 pro x € O*~(x¢) a f'(x) > 0 pro x € O** (). Funkce tedy ma podle véty 18.6
v bodé x( ostré lokalni minimum. O]

Priklad 18.8. Ze ¢tvercového plechu o strané délky 2a (a > 0) mame zhotovit krabici bez vika tak, Ze v rozich
vyTizneme stejné velké ¢tverce. Jak velké musi byt strany téchto odriznutych ¢tvercti, aby krabice méla maximalni
objem?

Reseni. V = 4(a—x)%z,kde z € (0,a). V' = —8(a—z)x +4(a—2)? = 4(a—z)(—22+a—z) = 4(a — z)(a — 32).
Z rovnice V'(x) = 0 dostaneme dva stacionarni body z; = a a x2 = a/3. Kofen x; nevyhovuje, protoze
krabice by méla podstavu 2a — 2a = 0. Stadi proto vySetfit pfipad xo = a/3. Protoze V"' (z) = —4(a — 3z) —
12(a — ) = 24z — 16a, V" (x2) = 8a — 16a = —8a < 0, jde o lokalni (a zaroveil globdlni) maximum. Je tedy
Vinax = 4(2a/3)%a/3 = 16a3/27.

Véta 18.9 (3. véta o postacujicich podminkéch pro lokalni extrém). Necht funkce f md na O(xg) spojitou
n-tou deriwaci (n > 3) a

Fl(wo) = f"(wo) =+ = f" D(zo) =0, f™(x0) # 0.

Pak, je-li n liché, nenastane v xg extrém (xq je inflexni bod, viz definice niZe). Je-li viak n sudé, nastane v g
ostré lokdlni mazimum pri f) (x0) < 0 a ostré lokdlni minimum pri {0 (z4) > 0.
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Diikaz. Podle Taylorovy véty na uvazovaném okoli O(zq) plati

S (2o 4+ Iz — 20))
n!

f(@) = f(zo) + (x — x0)".
Protoze funkce f(™ je spojita na O(zo), existuje urcité okolf O(acg) na kterém je sgn f(") (z) = sgn f(") (x0) (sgn
zmad znaménko vyrazu). Zvolime-li z € O(x), pak také zo+9(z—z0) € O(z0), a tedy sgn f (zo+d(z—mz0)) =
sgn f(wo). Odtud sgn(f(z) — f(20)) = sgn [ (xo)(x — o)™

Je-1i n liché, pak hodnota (x — ()™ méni znaménko (je zdporné pro x < xg a kladna pro x > x(). Diisledkem
toho také zméni znaménko vyraz f(x)— f(xo) (tj. f(x) > f(xo) pro x nalevo od x¢ a f(zo) > f(x) pro z napravo
od g, nebo naopak), a tudiz v bodé xy nenastavé extrém.

Je-li n sudé, pak hodnota (z — )™ neméni znaménko, presnéji, je kladna pro vSechna z € O(x¢) \ {o}. To
znamens, Ze pro £ (z0) < 0 je f(z) — f(zo) < 0 pro viechna = € O(zo) \ {zo}, tj. f(z) < f(z0), takZe v bod&
20 je ostré lokalni maximum. Pro (™ (z) < 0 naopak dostaneme f(z) > f(zq) pro z € O(x0) \ {zo}, tj. v bod&
g je ostré lokalni minimum. O

Véta 18.10. Necht funkce f md na intervalu I C D(f) derivaci f'. Pak funkce f je konvexni (resp. konkduni,
resp. ryze konvezni, resp. ryze konkdvni) na intervalu I < f’ je na I neklesajict (resp. nerostouct, resp. rostouct,
resp. klesajict).

Diikaz. Ukazme nejprve, Ze kdyz f je na intervalu I konvexni a mé zde derivaci, pak plati f(zo)+f' (o) (x—x0) <
f(x), kde xg a z jsou libovolné dva rtzné body v intervalu I. Tato podminka Fika, Ze funkéni hodnota f(z) je
vzdy nad te¢nou v libovolném bodé (nebo na ni). Konvexnost na I znamend, ze pro libovolnd dvé zq,xz5 € T
a libovolné £ € (0,1) plati f(x1(1 — &) + x38) < (1 — &) f(z1) + &f(x3), viz definice 8.14. Je-li 21 < z3 a 3 je
libovolny bod mezi 1 a x5 (tj. 22 = (1 — §)x1 + {23 pro n&jaké & € (0,1)), pak 1ze nerovnost napsat ve tvaru

f(z3) — f(x1)

T3 — T1

f(w2) < fo1) + (g — 1)
(tento tvar dostaneme ihned, pokud si vyjadiime hodnotu parametru & ze vztahu 25 = (1—¢)x1 +&x3 a dosadime
do prvni nerovnosti). Ode¢tenim f(x1) od obou stran nerovnosti a vydélenim ¢lenem x5 — 1 dostaneme

fx2) = f(z1) _ flw3) — f(21)

< R r1 < Tg < I3.
To — I T3 — T1

Necht nyni o a = jsou libovolné riizné body intervalu I a necht nejprve zy < z. Pak pro libovolné t € (xg, z)
posledni nerovnost dava
f(t) — f(20) < f(z) = f(@o)
t—xo - T — To '

%ﬁzo) (limita existuje diky pfedpokladu existence
derivace f’ na I — ta se v kazdém bodé rovnd jednostrannym derivacim), tj. f(zo) 4+ f/(z0)(z — z0) < f(z). Je-li
naopak z < xg a t € (x,x0), pak mame

Limitnim pfechodem ¢ — zo+ dostaneme f'(zg) <

J(o) = J(@) _ flwo) = (1)

Trog— X - xrg— 1t

a limitnim pfechodem ¢ — z¢g— dostaneme f(z) > f(xo) + f'(z0)(x — x0).

Dale ukazme, Ze kdyz f je navic ryze konvexni na I, pak pro libovolné dva rtizné vnitini body z¢ a x intervalu
plati f(zo) + f'(xo)(x — x0) < f(x). Protoze ryze konvexni funkce je zaroven konvexni, podle jiz dokdzaného je
F(zo) + f'(zo)(x — o) < f(x). Pripustme, Ze rovnost nastane, tj. existuji body z1,z3 € I, 71 < x3 takové, ze
f(z3) = f(z1) + f(x1)(x3 — 21). Ryzl konvexnost na I je (analogicky nerovnosti vyse) ekvivalentni nerovnosti

f(z2) — f(21) < f(x3) — f(x1)

T2 — X1 T3 — I1

) T < T2 < T3,

pridemz dosazenim f(z3) = f(z1) + f/(z1)(x3 — x1) dostaneme

f(x2) — f(z1) < flx1) + f/(21) (w3 — 1) — f(21)

X9 — X1 Irs — I

= f'(z1).
Odtud f(z2) < f(z1) + f'(x1)(z2 — 1), coz je spor s jiz dokdzanym (pfi pfeznadeni © = xa, g = x1).
Pro konkavnost (resp. ryzi konkévnost) funkce bychom analogicky ukézali nerovnost f(xo)+ f'(zo)(z—x9) >

f (@) (vesp. f(wo) + f'(wo) (2 — 20) > f(x)).
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Nyni jiz mizeme dokizat uvedenou ekvivalenci ve vété.

»="“ Necht z1,22 € I, 1 < x5 jsou libovolné body a f je konvexni na I. Pak podle prvniho odstavce je
f(x2) = f(z1) + f'(21)(22 — 1) a zéroven f(x1) > f(x2) + f'(x2)(z1 — 22). Odtud

f(x2) — f(21)

T2 —T1

f(z) < < f'(z2),

tj. f’ je neklesajici.
,<=“ Sporem. Necht f’ je neklesajici na I a pfipustme, Ze f neni konvexni. Tedy existuji z1,z2,23 € I,

r1 < T9 < 3 takova, ze
f(x2) — f(z1) S f(xs) — f(z1)
X9 — I r3 — I

Podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté (viz véta 16.2) existuji & € (z1,22) a & € (z2,x2) takovd, Ze
% = f'(&1) a % = f'(&2). Mame tedy f(&1) > f(&) pii &1 < &2. To je spor s tim, Ze f je na I
neklesajici, a tedy f musi byt na I konvexni.

Analogicky bychom ukéazali pfipad konkavnosti funkce a s vyuzitim druhého odstavce dilkazu také piipad

ryzi konvexnosti a ryzi konkavnosti. O

Dusledek 18.11. Nechf funkce f md na intervalu I spojitou pruni derivaci a vlastni nebo nevlastni druhou
derivaci. Pak f je ryze konvexni (resp. konkdvni) na I < f"(x) > 0 (resp. f"(z) < 0) na I, pficemZ rovnost
f"(x) = 0 neplati na Zadném podintervalu intervalu I.

Definice 18.12 (inflexniho bodu). Nechf funkce f je spojitd v bodé xg € D(f) a necht existuje vlastni nebo
nevlastni derivace f’(zo). Rekneme, Ze xq je inflernim bodem funkce f, jestlize existuji O*~(x) a O**(zo)
takova, ze f je ryze konvexni na O*~(zg) a ryze konkdvni na O**(xq), nebo naopak f je ryze konvexni na
O**(z0) a ryze konkavni na O*~ ().

Pozndmka. a) Je-li zq inflexni bod funkce f a f' je spojita v bodé& z, pak f’ ma v bodé xg ostry lokalni extrém.

b) Je-li 2 inflexni bod funkce f a existuje vlastni nebo nevlastni druhd derivace f”(z), pak f”(z¢) =0
Opacné tvrzeni neplati. Z f”(x¢) = 0 neplyne, Ze by xo byl inflexni bod f. Napt. f(z) = z4, f"(x) = 1222,
£"(0) = 0, ale v bodé z¢ = 0 neni inflexni bod.

Definice 18.13 (asymptot). 1. Rekneme, Ze ptimka p : x = zo je asymptotou bez smérnice funkce f, jestlize f
ma v g alesponi jednu nevlastni jednostrannou limitu.

2. Rekneme, ze piimka p : y = kx + q je asymptotou se smérnici funkce f, jestlize f je definovana v okoli oo
(resp. —o00) a plati limy o0 (kz + ¢ — f(2)) = 0 (resp. lim,, o (kz + ¢ — f(x)) =0).

Libovolné funkce mtze mit nejvyse dvé asymptoty se smérnici, muze vSak mit libovolny pocet asymptot bez
smeérnice.

Véta 18.14. Primka y = kx + q je asymptotou se smérnici funkce f <

lim f@) =k, lim (f(x)—kx)=q.

r—+oo I r—too

Diikaz. ,=“ Pokud Erjrtl (kz 4+ q — f(z)) = 0 pak také

i IS @ o edy 0mk— im LB G wm L g

z—+o0 €T rz—+oo I z—+oo I

Déle z lirin (kx4 q— f(z)) =0 plyne 0 = lirin (kx — f(z)) + q a tedy lirin (f(z) —kx) =q.
T—1 00 T—1 00 T—r 00
5= Jestlize lim (f(z) —kx)=¢q, pak lim (kz+q— f(z))= lim (kz— f(z))+¢=—q¢+¢=0. O
z—+o0 z—Foo

li
z—+o0

Postup pri vySetfovani prubéhu funkce

1. Ur¢ime D(f), nulové body (intervaly kladnosti a zdpornosti f), pfipadné sudost a lichost, periodi¢nost,
spojitost a poruchy spojitosti.

2. Vypoditdme f’, uréime nulové body f’ (staciondrni body) a intervaly kladnosti a zadpornosti f’, body, v nichz
f/ neexistuje (lokalni extrémy).

3. Vypocitame f”, uréime nulové body f” (inflexni body) a intervaly kladnosti a zapornosti f” (konvexnost
a konkavnost).
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4. Vypoc¢itame piislusné jednostranné limity v  hrani¢énich bodech” D(f) (tj. najdeme vSechny asymptoty bez
smérnice). Najdeme obé asymptoty se smérnici (pokud existuji).

5. Vypocitdme funkéni hodnoty ve vyznaénych bodech (staciondrnich, inflexnich), pfipadné v nékolika dalsich
bodech. V inflexnich bodech muze byt uzitecné vypocitat hodnotu derivace.

6. Na zdkladé informaci 1.-5. na¢rtneme graf.

Piiklad 18.15. VysSetiete pribéh funkce f(x) = ngil

Resend. Funkce je lichd, méa nulovy bod zg = 0 (na RT je kladna, na R~ zaporna). Plati

|
"x) = —2———-.
F@) =2y
Z rovnice f'(z) = 0 pak dostdvadme staciondrni body s; 2 = %1, pfi¢emz neni tézké ovéfit, ze v bodé s; =1 je
ostré lokdln{ maximum a v bodé sy = —1 je ostré loklni minimum (viz véta 18.6). Druhé derivace pak je
4z (x? -3
f//(x) — ( ) ,
(o + 1)

pfiéemz z rovnice f”(x) = 0 (s pfihlédnutim ke znaménku f” na pfislusngch intervalech) dostaneme 3 inflexni
body z1 =0, 223 = ++/3. Protoze

f(x) 2

k= lim - 2z

Jmp o= m 5oe =0 lim (fe)-ke) = lm = =0,

piimka y = 0 (osa z) je jedinou asymptotou se smérnici (asymptoty bez smérnice funkce nema4).
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