INTEGRALNI POCET

19 Primitivni funkce

Definice 19.1 (primitivni funkce). Bud I interval (omezeny nebo neomezeny) a f, F' funkce definované na I.
Jestlize Va € I je F'(x) = f(z), pak F se nazyva primitivni funkce k funkci f na intervalu I.

Lemma 19.2. Funkce f je na intervalu I konstanini < f'(z) =0 Vz € I.

Diikaz. = Je-li f(x) =c€RVz €I, pak f'(z) =0Vzx € 1.

»<=“ Necht f'(z) = 0 Va € I. Pak pro libovolnd z1,25 € I, x1 < o, existuje podle Lagrangeovy véty
o stiedni hodnoté & € (a1, z3) takové, Ze f(z2) — f(z1) = f/(§)(x2 —x1) = 0(x2 —x1) = 0. Odtud f(z1) = f(x2)
a tedy f musi byt konstantni, protoze hodnoty =1, z2 byly libovolné. O

Véta 19.3 (o mnoziné vSech primitivnich funkci). a) Je-li F' primitivni k f na intervalu I, pak také F + ¢, kde
c € R je libovolnd konstanta, je primitivni k f na I.

b) Jsou-li F' a G primitivni k f na I, pak existuje konstanta c takovd, Ze F(z) = G(z) + c.

c¢) Je-li F funkce primitioni k f na I, pak {F + ¢ : ¢ € R} je mnoZina vsech funkei primitivnich k funkci f
na I

Diikaz. ad a) (F(z)+c¢) = F'(x)+¢ = F'(z)+ 0= f(z) na I.

ad b) Z pfedpokladu plyne (F(z) — G(z)) = F'(z) — G'(x) = f — f = 0 na I a tedy podle Lemmatu 19.2
F(z) — G(x) = ¢, neboli F(z) = G(x) + c.

Tvrzeni ¢) je disledkem prvnich dvou. O

Véta 19.4 (o existenci primitivni funkce). Ke kazdé funkci spojité na intervalu I existuje funkce primitivni.
Dtikaz tvrzeni vyuziva poznatkt z teorie urcitého integralu, véta tedy bude dokézana pozdéji.

Definice 19.5. Mnozina vSech primitivnich funkci se nazyva neurcity integrdl a znaci se f f(z)da.

Zakladni integraly

1. /Ozc na R.

2. Pro a # flje/x“dz:
na RT, jellia € R\ Z.
1
3. / —dz =In|z| + ¢ na kazdém podintervalu R\ {0}.
x

Ia+1

a—+1

+c¢ naR, jeli @ € Ny; na kazdém podintervalu R \ {0}, je-li —a € N;

4. /ezdxzez—i—c na R.

Proa>0,a#1je/awdx:L+c na R.

Ina
[sinzdz = —cosz+c¢ naRR.

Jcoszdr =sinz +c¢ naR.

1 o ) ]
/cos2x dz =tgz +c¢ nakazdém ((2k—1)%,(2k+1)3), k € Z.

®© N o

1
9. / 5—dz = —cotgz + ¢ na kazdém (kn, (k+ 1)7), k € Z.

sin“ x

10. | ———==dx = arcsinx + ¢; = —arccosz + ¢z na (—1,1).

V1—2z?

1
11. /7 dz = ln‘x +va?— 1’ + ¢ na kazdém podintervalu R\ (—1,1) (= argcoshz + ¢ na (1,00)).
vz -1
1
12. ————dz = argsinhz +c¢ naR.
/ Va?+1 &

1
13. /7 dz = arctgx + ¢y = —arccotgx +c2 na R.
22 4+1

1— 22 2 1-=z

podintervalu R\ (—1,1)).
15. /sinhxdx =coshx +c¢ naR.

+c¢ naR\{-1,1} (= argtghz + ¢; na (—1,1), = argcotgh z + ¢; na kazdém
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16. /coshxdx:sinhx—f—c na R.

1
17. / ———dz = —cotghz + ¢ na kazdém podintervalu R\ {0}.
sinh” x

18. dr =tghz +c¢ nalR.
cc/)sh x
19. / J;((x)) dz =In|f(z)| + ¢ na kazdém intervalu, kde je f’/f spojit4.
x

Vsechny vyse uvedené integraly by se ovérily zpétnym derivovanim primitivni funkce.

Véta 19.6 (zékladni vlastnosti). Erzistuji-li na intervalu I neurcité integraly funkci f, g, pak na I existuji také
neurcit€ integraly z funkce
a) kf, kde k € R je libovolnd konstanta, a plati

/k‘f(a:)dz:k/f(x)dx,

b) f+ g a platd
Ju@+g@iar= [s@ e+ [g@)an
Diikaz. Plyne ihned z pravidel pro derivovani a definice primitivni funkce. O

Pozndmka. a) Z predchozi véty plyne, Ze integrace je linedrni operaci.
b) Pozor, [ f(z)g(xz)dx # [ f(z)dz - [ g(x)dx! Stejné tak, integral podilu neni podil integrali.

Véta 19.7. Necht na intervalu I plati [ f(z)dx = F(z) 4 c. Pak
1
/f(aa:—!—b)da:: aF(ax—Fb)—Fc na J={xeR:ax+bel}

Diikaz. Plati [1F(az + b)]/ = LF'(ax +b)(az +b) = F'(azx +b) = f(ax + ). O

T a

Priklad 19.8. Vypoditejte neurcity integral [ sin®z dz.

1-— 2 1 1 1
/sin2a:d33=/(;()sxdx=2/(1—c052x)dx=2(x—2sin2x) +ec.

Véta 19.9 (integrace po ¢astech). Necht u,v jsou funkce, které maji na intervalu I derivaci. Ezistuje-li primi-
tivnt funkce k jedné z funkci v'v, uwv', pak existuje také ke druhé z mich a plati

Reseni.

Diikaz. Protoze u,v maji derivaci na I, mé zde také derivaci uv, pfi¢emz plati (uv)’ = v'v +wuv’ (viz véta 14.3).
Integraci tohoto vztahu dostaneme [(uv)'dz = uv + ¢ = [(u'v 4+ uv’)dz na I, tj. integral [(u'v + uv')dz na
I existuje. Pokud existuje primitivni funkce k alespoii jedné z funkci u'v, uv’ — necht je to napt. k funkci uov’
— pak podle véty 19.6 existuje integral z rozdilu [[(v'v + wv’) — wv']dz = [w'vdz, coz je druhy integral. Plati
tedy uwv + ¢ = [wvdz + [uv'dz. Odtud jiz dostavame vzorec véty. O

Priklad 19.10. Vypoditejte neurcity integral /arctg:cd:c.
Reseni. Polozime-li u'(x) = 1 a v(x) = arctg x, pak u(z) = z a v'(z) = 1/(1 + 2?). Podle véty 19.9 plati

2x

1 1
/arctgxdx:xarctga:—/lfiﬂdx:xarctgx—i/mdx:xarc’cgm—51n(1+x2)+c.

Véta 19.11 (integrace substituéni metodou t = p(x)). Necht F je primitivni funkce k funkci f na intervalu I
a necht funkce ¢ md derivaci na intervalu J, pricemZ plati o(J) C I. Potom na J plati

[ 1@ @ s = Fo@) +c.
———

f f(t) dtlt:w(z)
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Diikaz. Protoze F a ¢ spliiuji predpoklady véty o derivaci slozené funkce (véta 14.4), plati [F(p(x))] =
F'(p(x))¢'(x) = f(p(2))¢' (), tj. F o ¢ je primitivni k (f o p)y’. O

Priklad 19.12. Vypoditejte neurcity integral /xQ\/ 3 + 1dz.
Reseni.

3
2 /3 _ »+1=t L [, 2 3 _ 2,3 3/2
/x\/:c +1dx_’3m2dx:dt:>dx:3;2dt =3 t dt—gt +c—9(:c +1)7*+ec.

Véta 19.13 (integrace substitu¢ni metodou = = (t)). Necht f je funkce definovand na intervalu I, ¢ je funkce
definovand na intervalu J, kterd zde md nenulovou derivaci (tj. @ musi byt spojitd a ryze monotdnni na J) a
o(J) =1. Je-li F primitivni funkce k (f o )¢’ na J, pak na I plati

/ f@)de=  Fp™(x) +e
—_———
S Fe®)e’ (6) dt],_ -1,y

Dikaz. Predpoklady véty vyhovuji pfedpokladim vét o derivaci sloZené a inverzni funkce (véty 14.4 a 14.5).
Mame tedy [F(o~!(2))] = F'(¢~ (2))le~ ()] = fele™ ()¢ (97" (@) gy = f(@)¢' Q) iy = f(2). O

Priklad 19.14. Vypoditejte neurcity integral / vV1—22dz.

Reseni.
_ ) 1 t o1,
V1—22dz = |z =sint| = [ cos tdt:§ (1+0052t)dt:§+151n2t+c

t o1, 1 . . 1 . 1 . 9 .
=3 + 5 sintcost + ¢ = 5 arcsinz + 2% cos(arcsinz) + ¢ = 5 arcsinz + ix\/l — sin”(arcsinz) + ¢

| arcsi + LeVi— a2 +
= —arcsmax =T — X C.
2 2
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