20 Specialni substituce (integra¢ni metody)

Integrace racionalnich lomenych funkci

V rozkladu racionélni lomené funkce vystupuji parcialni zlomky ve tvaru
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Pozndmka. [ R(f(x))f'(x)dz — substituce ¢ = f(z) prevede na [ R(t)dt, [ R(e"*)dx — substituce ¢ = e**
pievede na [ R(t)dt

Definice 20.1 (polynomu dvou proménnych). Polynom ve dvou proménngjch je zobrazeni P : R? — R tvaru

P(2,y) = an0™ + an-118" "'y + an_222" 2y  + -+ agny" + ...

2 2
+ az,0x” + a1,17Y + ao,2y” + a1,0C + ao,1y + ao,0-

Raciondlni funkce ve dvou proménnyjch je funkce R : R? — R tvaru

R(z,y) =

kde P, jsou polynomy ve dvou proménnych.

Integraly, které lze transformovat na integraly z racionalni funkce

1. /R (x, pf Tt b) dz — substituce 2% +b =",
cx

cr+d +d
2. [ R(z,Vax?+ bz + c¢)dz, a # 0 — Eulerovy substituce

a>0: vVax? +bx 4+ c=++vazx +t,
c>0: vVax? 4+ bx +c=axt+/c,
ar? +br+c=alz —o)(r — ), a1 #az: Var2+br+c=tx— o)
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3. Binomické integraly [ 2™ (a + ba™)P dz, kde m,n,p € Q (a,b € R).

peEZ: z =t", kde N je spoleény jmenovatel &sel m, n,
1
mt €EL: a+bz™ =tV kde N je jmenovatel zlomku p,
n
m+1

—— +p€EZ: < +b=1t", kde N je jmenovatel zlomku p.
n "

4. [ R(cosz,sinx)dx — substituce ¢ = tg 5, v nékterych piipadech lze volit jednodussi substituci:

R(sinz, —cosx) = —R(sinx,cosx) : sinz =t,
R(—sinz,cosx) = —R(sinx,cosx) : cosx =t,

R(—sinz, —cosz) = R(sinz,cosz) : tgx =t.

Piiklad 20.2. Vypoctéte neurcity integral [
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Pozndmka. Primitivni funkce k funkci elementarni nemusi byt elementarni, mtze to byt vyssi transcendentni
funkce. Vy8simi funkcemi jsou zejména

CoS T

dz ,kosinusintegral“,

sinx
Si(x) */ dz ysinusintegral, Ci(z) :/
/ —dx sogaritmusintegral®, / e dx integral z Gaussovy funkce,

/ sin 22 dz, / cosz®>dz  Fresnelovy integraly,

binomické integraly f 2™ (a + ba™)P dz, kdy z4dné zaddné z éisel p, m+1, m+1l 4 4 neni celé. Neni zndmo obecné

pravidlo, které by umoznilo rozhodnout, zda primitivni funkci neumime VyJadrlt jako elementarni v dtsledku
nevhodnych integracnich metod, nebo zda skutec¢né vyjadiuje vyssi transcendentni funkci.

21 Urdity Riemannuav integral

(Bernhard Riemann 1826-1866, Némec) Nebude-li feceno jinak, tak v celé kapitole bude funkce f ohranicena
a definovand na uzavieném intervalu (a, b).

Definice 21.1 (pojmu potiebnych pii konstrukci Riemannova integralu). Délenim uzavieného intervalu (a,b)
rozumime mnozinu D = {zg,21,...,2,} takovou, Ze a = g < 21 < T3 < -+ < Tp_g < Tp = b Cislo
v(D) = max{z; — x,—1 : i = 1,2,...,n} nazyvame normou déleni D. Symbolem 2 ({(a,b)) ozna¢ime mnozinu
v8ech déleni intervalu (a,b). Jsou-li Dy € Z({a,b)), Dy € D({a,b)) takova, ze D1 C Dy (tj. kazdy délici bod D
je soucasné délicim bodem Ds), Fekneme, ze déleni Do je zjemnénim déleni D;.

Definice 21.2 (dolniho a hornfho souétu). Budte D € Z({a,b)), m; = inf{f(z) : v € (w;—1,2:)}, M; =
sup{f(z) : x € (xi_1,;)}. Cislo

n
= Zmi(wi — Ti—1)
=1

nazveme dolnim souctem a Cislo

ZM i — Li— 1)

nazveme hornim souctem piislusnym k funkci f a déleni D.
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Poznamka. Existence ¢isel m; a M; je zarucena ohraniCenosti f.

Lemma 21.3. (i) Pro libovolné D € 9({a,b)) plati s(D, f) < S(D, f).
(ii) Je-li Dy € P({a,b)) zjemnénim D1 € P({a,b)), pak s(D1, f) < s(Da, f) a S(D1, f) > S(Da, f) (tj. pri
zjemnéni déleni se dolni soucet nezmensi a horni soucet nezvetsi).
(iii) Necht m = inf{f(z) : = € (a,b)}, M = sup{f(z) : = € (a,b)). Pak pro kaZdé D € 2({a,b)) plati
m(b—a) <s(D,f)<S(D,f)<M®d-a).
Diikaz. ad (i) Plyne ihned z toho, ze m; < M; a x; — x;—1 > 0 pro kazdé i € {1,2,...,n}.
ad (ii) Necht Do mé o jeden délici bod vice, nez Dy, tj.
D, = {x07$17-~-7xk717xk7‘-~>xn}a Dy = {xo,(E]_,...,.’L'kf]_,Z“'l?k,...,.’En}.
Oznaéme m; = inf{f(z) : z € (x;_1,2;)}, i =1,2,...,n, mj =inf{f(z) : x € (xp_1,2)}, m* =inf{f(zx): 2 €
(z,xx—1)}. Pak zfejmé my < mj, my < mi* a tedy

mg(zr — 2x—1) = me(zr — 2) + mp(z — vp—1) <M (zr — 2) + mi(z — xp—1).

Odtud plyne

k—1 n
s(Dy, f) = Zmz(iﬂz —xi—1) +mp(xr — Tp—1) + Z mi(z; — T-1)
i=1 i=k+1
k—1 n
< Zmi(xi —zio1)+mi(xp — 2) +my(z —xp—1) + Z mi(x; — x,-1) = s(Da, f).
i=1 i=k+1

Analogicky ukazeme, ze S(D1, f) > S(Da, f). Pokud Dy mé o p délicich bodt vice nez D;, ukdZeme platnost
tvrzeni p-nadsobnym opakovanim téze tvahy.
ad (iii) Plyne z (i) a (ii), nebot {a,b} € 2({a, b)) a kazdé jiné déleni je zjemnénim {a, b}. O

Definice 21.4 (dolntho a horniho integralu). Cislo
b
[ H@)do = sup(s(D. ): D € 7((a. 1)

nazyvame dolni integrdl funkce f na intervalu {(a,b) a ¢islo

b
/ f(z)dz :=inf{S(D, f): D € Z({a,b))}

nazyvame dolni integrdl funkce f na intervalu (a,b).

Pozndmka. Uvedend definice je korektni, protoze mnoziny {s(D, f) : D € 2({a,b))} a {S(D, f) : D € 2({a, b))}
jsou podle bodu (iii) z pfedchoziho lemmatu ohrani¢ené a neprazdné a tedy sup i inf existuji. Tato definice spolu
s vlastnosti (iii) z pfedchoziho lemmatu ihned dévaji:

Véta 21.5. Necht m = inf{f(z):z € (a,b)}, M =sup{f(z) : x € (a,b)}. Pak plati

b b
m(b—a)ﬁ[f(x)dxg/ F@)de < M(b - a).

Definice 21.6 (integrovatelnosti a Riemannova integralu). Rekneme, Ze f je na (a,b) integrovatelnd (integra-
bilni, integrace schopna) v Riemannové smyslu, jestlize

/abf(a:) de = /abf(x) da.

V tomto pripadé definujeme jeji Riemanniv integrdl

/abf(m)dx = /abf(:v) dz = /abf(x)dx.

/abf(x)dx < /abf(x)dx,

fekneme, ze f neni na {(a,b) integrovatelnd v Riemannové smyslu.

Jestlize
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Piiklad 21.7. Rozhodnéte o Riemannovské integrovatelnosti funkei a) f(z) = ¢ na (a,b), b) f(z) = x(x) na
(a,b).
Regend. ad a) Je-li f(z) = ¢, pak m = M = c a podle véty 21.5

c(b—a)g/abf(x)dxg/abf(x)dxgc(b—a),
/ dx—/ f(z c(b—a).

ad b) Pro libovolné D = {zg,x1,...,2,} € Z({a,b)) jem; =0, M; = 1,43 € {1,2,...,n}, a tedy

z ¢ehoz plyne

n n b
= Zml(l'z - LEi,l) = ZO((EZ - 1’171) =0= -[ f(SU) dx

n

:ZMi(xi_mil Zl — Xij—1 —an—ilio—b—a—/f
i=1

i=1
a tedy x neni integrovatelna.

Definice 21.8 (integralniho sou¢tu). Necht D = {zg,z1,...,2n} € Z({(a,b)), & € (vi—1,2;)). MnoZina = =
{&1,&,...,&,} se nazyva vybér reprezentanti délicich intervali déleni D. Cislo

a(D, f,E Zfsz =)

se nazyva integralni soucet prislusny k funkci f, déleni D a vybéru reprezentanti =.

Pozndmka. Ponévadz m; < f(&) < M;, plati s(D, f) <o(D, f,E) < S(D, f).

Posloupnosti v Sir§im smyslu rozumime zobrazeni mnoziny N do libovolné mnoziny. Lze tedy mluvit o po-
sloupnosti déleni daného intervalu N — %({a,b)). Rekneme, ze posloupnost déleni {D,}>; C P({a,b)) je
nulovd, jestlize lim,_,o, v(D,) = 0. Ke kazdému § > 0 existuje D € Z({a, b)) takové, ze v(D) < § (staéi polozit
n=[%%] +1 a interval rozdélit na n stejné dlouhych délicich intervalit).

Véta 21.9. Bud {D,}52, libovolnd nulovd posloupnost délent intervalu {(a,b). Pak plati

b
nlgnéos D,,f)= / flx)de a nan;OS(D,L,f) :/ f(x)dx

Je-li navic f integrovatelnd na {(a,b) a =, je libovolny vybér reprezentanti délicich intervali déleni D,,, pak
plati

hﬁm $(Dn, f) = hm S(Dy, f) = hm o(Dn, f,Er) / flx

Diikaz. Dokazme nejdfive pomocné tvrzeni:

Lemma. Ke kaZdému e > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro kazZdé D € 2({(a,b)), v(D) < § plati

b
S(D, f) < / f(z)dz +e.

Dikaz lemmatu. Ponévadz f je ohranifend, existuje h € R, h > 0 takové, ze |f(z)| < h pro vSechna z € (a,b).
Z definice horniho integrélu ihned méame fff(x) dx < S(D, f) pro libovolné D € 2({(a,b)). Déle existuje déleni

Dy = {yo,y1,.--,Yp} € Z({a,b)) takové, ze S(Dy, f) < fff(:z:) dz 4 5 (kdyby takové déleni neexistovalo,
nemohl by horni integral byt infimem hornich sou¢ti S(D, f) pfes vSechna déleni, viz analogickou argumentaci
v ptikladu 6.4). Celkové tedy mame

/f Ydax < S(Dy, f) /f dx+,
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Polozme 6 = ;=. Pak § > 0. Bud D = {x1, 22,...,2,} € Z({a,b)) libovolné takové, ze v(D) < §. Déle polozme
Dy = DU D1 = {z1,22,...,2m}. Podle lemmatu 21.3(ii) je S(D2, f) < S(D, f). Délici intervaly (z;_1,x;)
rozdélime na dva druhy: intervaly 1. druhu, jestlize uvniti intervalu nelezi Zadny délici bod y;, intervaly 2
druhu v opa¢ném ptipadé. Kazdy délici interval 1. druhu je rovnéz délicim intervalem déleni Dy. Tento interval
prispiva k S(D, f) i k S(Da, f) tymz séitancem M;(z; — z;—1), tedy v rozdilu S(D, f) — S(D3, f) se neprojevi.
Uvnitt kazdého intervalu (z;_1, ;) 2. druhu lezi alespoii jedno z ¢isel y1, ya, . . ., Yp—1, COZ Znamena, ze intervald
2. druhu je nejvyse p—1. Interval druhého druhu pfispiva k S(D, f) séitancem M;(x; —x;_1), ktery je v absolutni
hodnoté mensi nebo roven jak éislo hv(D) (protoze M; < h a v(D) = max;(x; — x;_1)), a protoze v(D) < 4,
méme hv(D) < hé. Absolutni hodnota p¥ispévku vSech intervalt 2. druhu k S(D, f) je tedy mensi nez hdp.
V D, je kazdy interval (x;_1, ;) 2. druhu rozdélen délicimi body z;—1 = 2z, < 2,41 < - -+ < z5 = x;. Oznaéme
My = sup{f(z) : * € (21, 2x)}. Opét |M}| < h a tedy absolutni hodnota pfispévku intervalu (z;_1,z;) do
sou¢tu S(Ds, f) je

Z M,:(Zk — Zk—l) < Z h(zk — Zk—l) = h(ZS — ZT) = h(IIL — ZZ?i_l) < hV(D) < hé.
k=r+1 k=r+1

Absolutni hodnota pfispévkt vSech intervalt 2. druhu k S(Ds, f) je tedy mensi nez hdp. Odtud plyne, Ze
S(D, f)—=8(Da, f) < 2hép = 5, neboli S(D, f) < S(D2, f) + 5. Podle lemmatu 21.3(ii) je S(D2, f) < S(D1, f),
a tedy

2 2

coz je tvrzeni lemmatu. O

b
S(D,f) < S(Da, )+ 5 < S(D1. /) + 5 </ F@)de+ &+ &,

Bud nyni £ > 0 libovolné. Podle vyse uvedeného lemmatu existuje § > 0 takové, ze pro kazdé D € 2({(a, b)),
v(D) < ¢ plati

b
S(D, f) < / f(z)dz +e.

b
S(D.f) > / f(z) dz

b
S(D. f) - / f(z)da

Ponévadz

plati

<eE.

Déle, protoze posloupnost {D,,} je nulovd, k § > 0 existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n > ng plati v(D,,) < 9.
To znamena, ze pro kazdé n > ng plati

<e, meboli lim S(D,,f)= / f(z)da.

n—o0

b
(Do f) — / f(z) da

Analogicky bychom dokazali lim,, o $(Dy,, ) = f f(z
Je-li f integrovatelna na (a,b), je fa f(x)dx = f;f r)dr = ff f(x)dz, takze

nlgr;os(Dn,f) = hm S(Dn, f) = / flz

Posledni tvrzeni véty plyne z nerovnosti s(D, f) < o(D, f,Z) < S(D, f) a z véty o 3 posloupnostech. O

Poznamka. Ur¢ity integral definovany skrz definice 21.1-21.6 je ve skute¢nosti Darbouxiiv integrél (Jean-Gaston
Darboux 1842-1917, Francouz), i kdyZ jsme jej nazvali Riemanniv (nékdy se také hovoii o Darbouxové definici
Riemannova integralu). Ptivodni Riemannova definice pracuje pravé s integralnimi soucty o(D, f,Z) z defi-
nice 21.8. Lze dokézat, ze Darbouxtiv a Riemanntv integral jsou ekvivalentni (tj. kdyZ existuje jeden, existuje i
druhy a ddvaji stejnou hodnotu). Dikaz implikace ,Darboux = Riemann“ vyuziva pfedchozi vétu. Darbouxova
definice se povazuje za lepsi z didaktického hlediska.

Véta 21.10 (Nutnd a postacujici podminka integrovatelnosti). Funkce f je na {(a,b) integrovatelnd < ke
kazdému e > 0 existuje D € P({a,b)) takové, Ze

|S(D, f) —s(D, f)| < e.
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Diikaz. ,=¢ Nechf f je integrovatelnd a necht ¢ > 0 je libovolné a {D,,}22; C %({(a,b)) je libovolna nulova
posloupnost déleni intervalu (a, b). Podle véty 21.9 existuje ng € N takové, ze

sOu )~ [ 1@ <5 |sOwn) - [ s@ar] <5,
Tedy pro Dy, plati
S(Dnys ) = 5(Dngs 1) = 18D §) = 5(Dogs )
(Da. f) - /f )dz| + do = 5(Duge /)] < S+ 5 <.

»<=“ Necht je podminka splnéna, tj. pro libovolné ¢ > 0 existuje D € 2({a,b)) takové déleni, ze S(d, f) —
s(D, f) < e. Z této nerovnosti a z nerovnosti

b b
/ f(z)de < S(D, f), [ f@)de > s(D,f),  s(D.f) < S(D.f)

Og/abf(x)dx/abf(z)dx<5.

Protoze ale € > 0 je libovolné, musi nutné byt fff(x) dr — f; f(z)dz = 0, neboli fagf(ﬂf) de = fab f(z)dz, .
f je integrovatelné. L

plyne, ze

Véta 21.11 (1. postacujici podminka pro riemannovskou integrovatelnost). Je-li funkce f monotdnni na (a,b),
pak je na tomto intervalu integrovatelnd.

Dikaz. Necht je f pro uréitost na {a,b) napt. neklesajici. Je-li f(a) = f(b), pak je f na (a,b) konstantni a podle
ptikladu 21.7 je integrovatelna. Necht tedy f(a) < f(b). Bud £ > 0 libovolné a D = {zg, z1,...,2,} € 2({(a, b))
takové, ze v(D) < m. Protoze f je neklesajici, plati

=inf{f(x): o € (wi_1, )} = f(xiz1), M; =sup{f(x):x € (zi_1,2:)} = f(xs).

Odtud
S(D.f) - Zf ed)(w: — 1) - ilfm_l)(xi i) = ilmxi) — fa ) wi)
< 3 FD) = (D)F (1) — Fwo) + F(wa) — Flar) + -+ Fan) — Flen )]
= v(D)[f(en) = J(@0)] = (D)) = f(@)] < 5= (F0) = fl@) =<
Podle véty 21.10 je tedy f integrovatelnd na (a, b). O

Véta 21.12 (2. postacujici podminka pro riemannovskou integrovatelnost). Je-li funkce f spojitd na (a,b), pak
je zde integrovatelnd.

Dikaz. Bud f spojitd a e > 0 libovolné. Podle Heineho—Cantorovy (véta 13.14) je f na (a, b) spojita stejnomérné,
a tedy k = , (a,b) takova, ze |z —y| < 4, je | f(z) — f(y)| < 75
Bud D = {zg,21,...,20} € 2({(a,b)), v(D) < 0, m; = inf{f(x) : © € (xs—1,24)}, M; = sup{f(x) : = €
(xi—1,;)}. Podle 2. Weierstrassovy véty existuji y; € (x;—1,;), z; € (wi—1,2;) takové, ze f(y;) = my, f(z) =
M;. Protoze déleni D splituje v(D) < 4§, plati také |y; — 2| < 0, a tedy f(z;) — f(yi) = M; —m; < ;= . Odtud

n n n

(D, f) = s(d £) = D f(a)wi = wion) = D S (i = wia) = Y [f () = F(w))(ws = wi1)
i=1 p 2
< bgaizzl(xi_fi—l) = bia(b—a) = .
Podle véty 21.10 je tedy f integrovatelna na (a,b). .
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Definice 21.13 (nulové mnoziny). Mnozina M C R se nazyva nulovd, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje kone¢ny
pocet otevienych intervall (ar,b1), (az,b2), ..., (ay,b,) takovych, ze Y (b;—a;) <ea M C (a1, b1)U(ag, be)U
U (an, by)-

Plati:
(i) Kazda kone¢na mnozina je nulova.
(ii) Sjednoceni koneéné mnoha nulovych mnozin je nulovd mnozina.
(iii) MnoZina ¢lenti konvergentni posloupnosti je nulova.
(iv) Mnozina ¢lenti posloupnosti, kterd mé kone¢ny pocet hromadnych bodu, je nulova.

Véta 21.14 (3. postac¢ujici podminka pro riemannovskou integrovatelnost). Je-li mnoZina bodi nespojitosti
funkce f na (a,b) nulovd, pak je f integrovatelnd na {(a,b).

Diikaz. Bude dokazano pozdéji. O
Piiklad 21.15. Zjistéte, zda je na intervalu (0, 1) integrovatelnd funkce

{(—1)" pro « € (2,7%,2%» n=0,1,...,

0 pro x = 0.

fz) =

Reseni. Mnozina bodfi nespojitosti M = {1/2"} tvoii konvergentni posloupnost, je to tedy nulovd mnoZina
a podle predchozi véty je f integrovatelnd (lze ukézat, Ze fol flx)da = %)
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