22 Vypocet a vlastnosti Riemannova integralu

7 praktického hlediska je pro vypocet Riemannova integralu stézejni nasledujici tvrzeni.

Véta 22.1 (Newtonova—Leibnizova formule, Isaac Newton 1643-1727, Angli¢an, Gottfried Wilhelm Leibniz
1646-1716, Némec). Necht funkce f je integrovatelnd na {(a,b) a necht F' je spojitd funkce na {a,b) a primitivni

k f na (a,b). Pak
b
/ F(@)dz = F(b) — F(a).

Diikaz. Bud D € %({a,b)). Protoze funkce F je primitivni k f na (a,b), méa zde derivaci. Je navic spojitd
na (a,b), tudiz spliiuje oba pfedpoklady Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté (véta 16.2). Existuje tedy &; €
(331'_1, Iz) takové, ze F(Q?,) - F(Jii_l) = F/(gz)(l‘z — -Ti—l) = f(fl)(xl — xi_1). Oznac¢me = = {517 52, .o 7£n}- Pak

n n

o(D,f,E) = > f(&) (@i —win) = Y _[F(x;) — F(wi1)] = F(b) — F(a).

i=1 i=1

To znamend, Ze pro libovolné D existuje vybér reprezentantt Z takovy, ze o(D, f,E) = F(b) — F(a). Necht
{D,}22, je nyni libovoln4 nulova posloupnost déleni intervalu (a, b). Ke kazdému D,, existuje vybér reprezen-
tanti 2, takovy, ze o(Dy, f,E,) = F(b) — F(a). Podle véty 21.9

b
/ fl@x)da = hm o(Dy, f,E,) = lim [F(b) — F(a)] = F(b) — F(a).

n—oo

O

Pozndmka. V dalsim budeme pouzivat oznaceni [F(z)]} := F(b) — F(a). Jsou-li F, G primitivni funkce k f, pak
podle véty 19.3 je G(z) = F(x)+catedy [G(z)]% = [F(2)+c]) = (F(b)+c)—(F(a)+c) = F(b)—F(a) = [F(x)].

a a
To znamena, Ze formule z véty 22.1 nezévisi na vybéru primitivni funkce.

Priklad 22.2. Urcete hodnotu integrélu f ! V1 — 22 dz.
Resend. Podle piikladu 19.14 je F(z) = arcsmx + 3 51n(2 arcsinz) a tedy

1 1
1 1
/_1 V1—22dz = {2 arcsinz + 1 sin(2 a,rcsina:)] » = % +0— (—%) -0= g
Poznamka. 1. (Integrace per-partes pro ur¢ity integrél) Maji-li funkce u, v v intervalu (a, b) spojité derivace

u', v’ pak plati

2. (Substituéni metody pro urcité integraly)
(i) Necht f je spojita funkce na intervalu (a, 8) a necht funkce ¢ ma spojitou derivaci na (a, b), pficemz
zobrazuje tento interval na interval (o, 8) tak, ze p(a) = a, ¢(b) = 8. Potom plati

/ flp xz)dx = /::)) f(t)dte.

(ii) Necht f je spojitd funkce na intervalu (a,b) a nechtf funkce ¢ m4 spojitou derivaci na {«, 8), je zde
rostouci a zobrazuje {(«, 8) na (a,b). Pak plati

/ fle / v Fle(®)e'(t) dt.

Piiklad 22.3. Uréete hodnotu integralu [ v — 22 d.

Resent.
1 . /2
— 24, _ | ®=sint, dx = costdt _ 9
/_1 V1—z22de 1o /2, 12 7)2 _F/Qcos tdt
1 [/ 1 1 /2 T T T
- 1 2)dt = = |t + = sin2t Gl (—f):f
2/#/2( eos ) 2 |: * 2Sln :|—7'r/2 4 4 2

58



Vlastnosti Riemannova integralu

Véta 22.4. Necht f je integrovatelnd na {(a,b), ¢,d € R, ¢ < f(z) < d Vzx € (a,b). Pak

b
c(b—a) < / fl@)dx < d(b—a).

Dikaz. Tvrzeni plyne ihned z véty 21.5, protoze ¢ < inf{f(z) : = € {a,b)}, d > sup{f(z) : x € (a,b)}. O

Dusledek 22.5. a) Je-li f integrovatelnd na intervalu (a,b) a plati f(xz) > 0 pro Vx € (a,b), pak

/abf(m)dxzo.

b) Je-li f integrovatelnd na (a,b) a plati |f(z)| < ¢ Vz € (a,b), pak

x)dz| < ¢(b—a).

Véta 22.6 (aditivita vzhledem k integrovanym funkcim). Jsou-li f a g integrovatelné na {a,b), pak je i f + g

integrovatelnd na {a,b) a plati
b b b
[ U@ +g@iar= [ s@ae+ [ g an

Diikaz. Necht D = {xo,x1,22,...,2) € Z({a,b)) libovolné a oznaéme m; = inf{f(x) : x € (w1, 24)}, ns =
inf{g(x) : x € (w;—_1,2;) }, pi = mf{f(2)+g(x) : € (x;_1,x;)}. Naintervalu (z;_1, ;) plati m;+n; < f(x)+g(z)
a tedy m; + n; < pi, coz znamend, ze m;(x; — x;—1) +n;(x; — x;—1) < pi(x; — x;—1). Sectenim téchto nerovnosti
pro ¢ od 1 do n dostaneme s(D, f) + s(D,g) < s(D, f + g). Bud nyni {D,,}52, libovolnd nulova posloupnost
déleni intervalu (a,b). Pak plati s(D,, f) + s(Dn,9) < s(Dp, f + ¢) a limitnim pfechodem n — oo dostaneme
podle véty 21.9, pozndmky a) pod vétou 7.6 a vty 7.8(ii)

/ab f(z)dx + /: g(x)dx < /ab[f(a;) + g(2)] da.

/a (&) + g(a)] do < / ' fla)ar 1 / @),

tedy musi byt [2[f(z) + g(z)]dz = [2[f(2) + g(z)]dz = [ [f(2) + g(x)]dx = [ f(z)dz + [’ g(z)da. O

Véta 22.7 (homogenita vzhledem k integrovanym funkcim). Je-li f integrovatelnd na {a,b) a c € R, pak cf je

integrovatelnd {(a,b) a plati
b b
/ cf (x)dx :c/ f(z)dx

Dikaz. Necht D = {zg,x1,22,...,2,} € PD({a,b)) libovolné a ozna¢me m; = inf{f(x) : © € (x;—1,2;)},
M; = sup{f(z):x € (wi—1,25)}, ny = inf{cf(x) : 2 € (xi_1,2:)}, Ny = sup{cf(x) : x € (xi_1,24)}. Proc=0je
tvrzeni zfejmé.

Necht ¢ > 0. Pak je n; = cm;, N; = cM;, a tedy s(D,cf) = es(D, f), S(D,cf) = ¢S(D, f). Pro libovolnou
nulovou {D,,}22; C 2({a,b)) plati:

Analogicky odvodime

a

b b
/ cf (x)de ani_{I;OS(Dn,Cf) ZCTLH_)H;OS<Dn,f) = c/ f(z)dx

b
/cf(x)dacznlLH;OS( n,cf)—chrnSDn,f —c/ f(z

z ¢ehoz plyne tvrzeni.

Necht ¢ < 0. Pak n; = ¢M;, N; = em; a tedy s(D,cf) = cS(D, f), S(D,cf) = ¢s(D, f) a dikaz dokonéime
s vyuzitim nulové posloupnosti {D,}52; C 2((a,b)). O

Pozndmka. Riemanniv integral je tedy linedrni transformaci (funkciondlem) na linedrnim prostoru vSech rie-
mannovsky integrovatelnych funkci do vektorového prostoru R.
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Véta 22.8 (monotonie vzhledem k integrovanym funkcim). Necht f a g jsou integrovatelné na (a,b). JestliZe

pro kaZdé x € (a,b) plati f(z) < g(x), pak
b b
/ fl@)da < / g(x) dz.

Diikaz. Vx € (a,b) je g(z)—f(x) > 0 apodle disledku 22.5 je 0 < ffg(a:)ff(:c) dz = ffg(x) dxff; f(z)dz. O

Véta 22.9. (i) Necht [ a g jsou integrovatelné na (a,b). Pak je také fg integrovatelnd na intervalu {a,b).
(ii) Je-li navic |g(x)| > ¢ > 0 Vz € (a,b), pak je také integrovatelnd f/g na (a,b).

Dikaz. ad (i) Necht nejprve f(x) > 0, g(x) > 0 pro vSechna x € (a, b). PonévadZ funkce f a g jsou integrovatelné,
jsou ohranicené, a tedy existuje k > 0 takové, ze f(x) <k, g(x) < k pro x € {(a,b). Bude > 0 libovolné K dislu
57 > 0 existuji podle véty 21.10 déleni Dy, D intervalu (a,b) takové, ze S(D1, f) — s(D1, f) < 57, S(D2,9) —
5(Da,g) < 5. Polozme D = {xo,x1,...,7,} = D1 U Dj. Podle lemmatu 21.3(ii) plati s(Dy, f) < s(D, f),
S(Dlyf) > S(D7f) a tedy S(Daf) - S(D7f) < S(Dlvf) - S(D17f) < i Podobné: S(Dag) - S(Dag) < 2k
Oznacme

m; = inf{f(z) : x € (xi—1,2:)}, M; =sup{f(z): x € (zi—1,7:)},
= inf{g( ) MRS <:,C2 175CZ>} N; = sup{g( ) <xl 1, >}7
=inf{f(z)g(z) : x € (xi—1,2:)},  Pi=sup{f(v)g(z): 2 € (wi—1,7:)}.

Na intervalu (z;_1,2;) plati 0 < m; < f(z) < M;, 0 < n; < g(x) < N; a tedy m;n; < f(z)g(x) < M;N;.
Odtud dale plyne m;n; < p; < P; < M;N;, neboli P, — p; < M;N; — m;n; = Ni(Mi — mi) + mi(Ni — TLZ)
Ponévadz N; < k, m; < k, plati P; — p; < k((M; — m;) + (N; — n;)). Posledni nerovnost vynasobime ¢lenem
(x; — x—1) a takto vzniklé nerovnosti se¢teme pro i = 1,2,...,n. Tim dostaneme: S(D, fg) — s(D, fg) <
k[S(D, f)—s(D, f)+S(D,g) — s(D,g)] < k(£ + &) =¢, a tedy podle véty 21.10 je fg integrovatelna.

Necht nyni jsou f, g libovolné. Opét existuje k € R takové, ze f(x) < k, g(x) < k pro v8echna = € (a,b).
Podle vét 22.6 a 22.7 jsou funkce k — f(z) > 0, k — g(x) > 0 integrovatelné a podle prvni ¢asti dikazu je
integrovatelna i funkce h(z) = (k — f(x))(k — g()). Ponevadz f(z)g(z) = h(z) + kf(x) + kg(z) — k?, je funkce
fg podle vét 22.6 a 22.7 integrovatelna na (a, b).

ad (ii) Necht g(x) > ¢ > 0 pro kazdé x € (a,b). Bud e > 0 libovolné. K éislu c?e > 0 existuje podle véty 21.10

D = {xg,x1,...,2,} € Z({a,b)) takové, ze S(D, g) —s(D,g) < c®c. Ozna¢me m; = inf{g(z) : v € (x;_ 1,x1>},
M; =sup{g(x) : v € (x;_1,2;)}, ni = inf{ﬁ cx € (wi—1,mi)}, Ny = sup{ﬁ P X € (X1, i)} Platl n; = M ,
N, = m%’ m; > ¢, M; > c. Odtud dostaneme N; — n; = % — Alf =M, —m; = M A}':l < c%(M'L —m;). Tyto
nerovnice vyndsobime ¢lenem (z; — x;_1) a seCteme proi=1,2,...,n. Dostaneme

S(D, ;) _ s(D, ;) < ciz(S(D,g) _s(D,g)) < e

Podle véty 21.10 je funkce % integrovatelna na (a, b).

Je-li g(x) < —c < 0 pro kazdé x € {(a,b), je podle prvni ¢asti diikazu funkce fé integrovatelna na (a,b),
a tedy podle véty 22.7 je také % integrovatelna na (a, b). Tvrzeni véty je nyni disledkem ¢asti (i) tvrzeni, nebot
L= fl O
g g

Véta 22.10. Je-li f integrovatelnd funkce na {(a,b), pak také |f| je integrovatelnd na {a,b) a plati

< [ rwiar

Dikaz. Bud € > 0 libovolné. ProtoZe, f je integrovatelnd, existuje déleni D = {zo,z1,...,2,} € 2({a,b))
takové, ze S(D, f) — s(D, f) < €. Ozna¢me m; = inf{f(z) : © € (w;—1,z:)}, M; = sup{f(z) : © € (w;_1,2:)},
ny = f{|f(@)| -2 € (z_1.20)}, Ni = sup{ [ ()| : & € (w5 1,2:)}. Necht 2,y € (z;_1,2,). Pak |f(2)]  |f ()| <
|f(x)— f(y)| < M; —m,;. Odtud plyne, ze pro pevné zvolené y je | f(z)| < |f(y)|+ M; —m;. Z vlastnosti suprema
plyne N; < |f(y)|+ M; —m;, neboli | f(y)| > N; — (M; —m;). Z vlastnosti infima nyni plyne n; > N; — (M; —m;),
neboli N; — n; < M; — m,;. Posledni nerovnost vyndsobime ¢lenem (z; — z;—1) a seteme pfes i = 1,2,...,n.
Dostaneme S(D,|f]) — s(D,|f]) < S(D, f) — s(D, f) < e, a tedy podle véty 21.10 je funkce | f| integrovatelna.

Déle pro x € (a,b) plati f(z) < |f(z)|, —f(z) <|f(z)| a tedy podle véty 22.8 plati

[ rwars [ [ @< ol
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COZ znamena, ze
b b b
- [ W@tz < [ @< [ @),
a a a
a to je nerovnost v tvrzeni véty. O

Véta 22.11 (1. véta o stfedni hodnoté integrélniho poctu). Necht f a g jsou integrovatelné funkce na (a,b),
g(x) > 0 Ve € (a,b), m = inf{f(x) : x € (a,b)}, M =sup{f(z): z € (a,b)}. Pak existuje p € (m, M) takové,

ze
,/ F(@)g(z) dz = ‘Abg@ﬂdx

Diikaz. Ponévadz m < f(x) < M a g(x) > 0, plati mg(x) < f(z)g(x) < Mg(z) a tedy podle vét 22.8 a 22.7 je

/ da:</ f(z da:SM/abg(x)dx

Je-li f; g(x)dz = 0, pak podle vét 22.8 a 22.7 je

O—m/ dx—/mg dx</f dacg/ang(ac)dac:M/abg(x):

a tedy fab f(z)dx = 0. Rovnost v tvrzeni véty je splnéna pro libovolné p € R.
Je-li f; g(x)dz > 0, polozime

b
_ [ f(@)e(e) da
fab g(x)dz
Pak .
_mfg ffg dxzu ffg )dz Mfg _
[o@de — [l g(x)d J g@dz T [ g(a)
O
Dausledek 22.12. 1. Necht funkce f je navic spojitd. Pak existuje ¢ € {(a,b) takové, Ze
b b
[ t@g@rde = 1@ [ oo
2. Maji-li m a M stejny vyznam jako v predchozi vété, pak existuje p € (m, M) takové, Ze
b
| H@)de = uo - a).
Dikaz. ad 1. Tvrzeni plyne ihned z druhé Bolzanovy véty.
ad 2. Tvrzeni plyne ihned volbou g(z) = 1 ve vété 22.11. O

Véta 22.13 (aditivita vzhledem k integraénimu oboru). Nechf a,b,c € R, a < ¢ < b a f je funkce ohranicend
a definovand na (a,b). Pak plati

/abf(x)dxz/acf(x)dx—k/bf(a: /f dx—/f dx—|—/f

Je-li navic [ integrovatelnd na {(a,c) a (c,b), pak je integrovatelnd i na {(a,b) a plati

/f M_/f M+/f

Dikaz. Necht {D;}52, je nulova posloupnost déleni intervalu (a, c) a {DX*} je nulovéa posloupnost déleni inter-
valu (b, ¢). Pro kazde n € N polozme D,, = D} UD;*. Pak je D,, € 2({a,b)), v(D,,) = max{v(D}),v(D}*)}. To
znamend, ze lim, ., v(D,) = 0, neboli {D,,}°°; je nulovd posloupnost déleni intervalu (a, b). Déle s(D,, f) =
s(DE, f) 4+ s(Di*, f), S(Dn, f) = S(DX, f) + S(DL*, f), z ¢ehoz limitnim pfechodem pro n — oo s vyuzitim
véty 21.9 dostaneme prvni tvrzeni.

Je-li funkce f integrovatelna na intervalech (a,c), (¢, b), pak podle prvni ¢asti plati

é M_/f M+/f M_/f

a to je druhé tvrzeni. O
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Poznamka. Vétu lze indukci zobecnit na libovolny koneény pocet intervald.

Véta 22.14 (monotonie vzhledem k integraénimu oboru). Necht f je integrovatelnd na {a,b) a necht {(c,d) C
(a,b). Pak je f integrovatelnd i na {(c,d).

Diikaz. Necht {D}}, resp. {D}*}, resp. {D}**} je nulova posloupnost déleni intervalu {(a,c), resp. {c,d), resp.
(d,b). Pro kazdé n € N polozme D,, = D} U D}* U D**. Pak je {D,}>2; nulova posloupnost déleni intervalu
(a,b) aplati s(Dy, ) = s(Df, f)+s(D:*, f)+s(DE*, f), S(Dn, f) = s(Dx, )+ S(DE*, )+ S(DE**, f). Odtud
dostaneme limitnim pfechodem pro n — oo s vyuzitim véty 21.9

/abf(gc)dac:/acf(x)da:4—/cdf(x)da:%—/d/bf(:r)dx7 /abf(:v)dx:/acf(x)d:v+/cdf(x)dx+/dbf(x)dm.

Odectenim téchto rovnosti dostaneme

0= (/acf(x)dx—/acf(x)dx>+</Cdf(x)dx—/cdf(x)dx>+ (/dbf(x)dx—/dbf(x)dx>.

Protoze vSechny s¢itance jsou nezdporné, musi byt nulové, tj. mame fEd flz)dx = ff f(x)d. O

Diikaz véty 21.14 (8. postacujict podminka pro riemannovskou integrovatelnost). Bud e > 0 libovolné. Poné-
vadz funkce f je na intervalu (a, b) ohrani¢end, existuje k > 0 takové, ze —k < f(z) < k pro kazdé x € (a,b). Bud
M mnozina bodd nespojitosti funkce f. Protoze je tato mnozina nulova, existuji ¢isla aq, ag, ..., apn,b1,bs,...,b, €
R, a1 <by <ag<by <--<ay, <b, takova, ze M C (a1,b1) U (az,b2) U---U (an,by) a Z?zl(bi —a;) < 57.

Piedpoklddejme nejprve, ze a < ay, b, < b (v takovém piipadé nespojitost nemtize nastat v krajnich bodech
intervalu (a, b)). Na kazdém z intervalt (a,a), (b1,a2),..., (bn—1,an), (bn,b) je funkce f spojita a tedy podle
véty 21.12 je integrovatelnd. Na kazdém intervalu {(a;, b;), i = 1,2,...,n plati podle véty 21.5

b b;
k(b —a) < [ fla)dz < / F@)de < k(b — as).

Podle véty 22.6 (tvrzeni mizeme indukei zobecnit na libovolny koneény pocet intervali) je

b a1 b n=1l raip1 n b;
/E f() da :/a f(x)dx+/bn f(z) da + ;/ Fde+ 3 [ s ar
ai b n—1 .q; n
Z/a f(:c)d:c—i—/bnf(m)dm—&-;/bi f(:v)dx—k;(bi—ai)

>/ f(x)dx+/bjf(z)dm+:§/:i+l fla)de — ko

a b n—1 it
:/ f(:c)d:c—i—/b f(:v)dm—&-Z/b f(x)dx—%.
a n i=17bi

Analogicky ukazeme, ze

b a1 b n—1l na;4q
/a f(ac)dx</a f(:r)dm—i—/bn f(x)dx—i—;/bi f(:v)dac—i—g.

Odtud , ,
0§/7f(x)d:cf/7 f(z)dz <e.

x) dz.
x)dz a fagf(x) dz vypadnou ¢leny [ f(z)da (resp.

Protoze ale ¢ bylo libovolné, musi byt fagf(x) dz = fab f

—_—

Pokud a = a; (resp. b, = b), pak ve vyjadieni fab I
fbb f(x)dz), jinak je diikaz veden stejné.

Daéle, je-li a1 < a < by a a, < b < b, (jednéd se o pfipad, kdy krajni body intervalu (a,b) jsou body
nespojitosti funkce f), pak plati na {a, b;) plati

—k(by —a1) < —k(by —a) < " (z)dx < bflf(:z:) de <k(b—a1) < k(by —a1)

a a
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a na {(an,b) plati
b b
—k(by —a1) < —k(by —a) < f(z)dz < / f@)dae < k(b—ap) < k(by, — an),
pficemz podobné jako vyse je

n—1

b n—1 la;, b by b
/7f(x)d:c:Z/ f(x)da:JrZ | f(z)d;z:Jr/i f(x)dx + 7f(x)d:17
a i=1 b; i—2 Y ai a Qn
n—1
b n—1 na; 4 c
/a f(x)d:c<;/bi fla)da + .

Odtud opét dostaneme, Ze musi byt fagf(a:) dr = f; f(z)dax.
Kone¢né, pokud jeden z krajnich bodii intervalu (a,b) je bodem nespojitosti a druhy neni, jednalo by se
o kombinaci vyse uvedenych pfipada. O

| f(z)dx — 2

Véta 22.15. Necht f,g jsou ohranicené na (a,b) a mnoZina M = {z € (a,b) : f(x) # g(x)} je nulovd. Je-li
jedna z funkct f, g integrovatelnd na (a,b), je integrovatelnd i druhd z nich a plati

/abf(x)dx = /:g(x)dx.

Diikaz. Necht funkce f je integrovatelna a necht € > 0 je libovolné. Bud k € R, k > 0 takové, ze —k < g(z) < k
pro z € (a,b) (takové k jisté existuje, nebot f je podle pfedpokladu ohrani¢end). Ponévadz M je nulova,
existuji redlnd ¢isla a1 < by < ag < by < -+ < a, < b, takova, ze M C (a1,b1) U (az,b2) U--- U (an,by),
D i (b — ai) < 57

Pfedpoklddejme, Ze a < a1, b > b, (v ostatnich pfipadech by se diikaz mirné modifikoval jako v pfedchozi
vété). Podle véty 22.13 je funkce f na kazdém z intervalu (a, a1), (b1, az2), (b2, as),..., (bs,b) integrovatelna. Na
kazdém z téchto intervali jsou funkce f, g shodné, tedy i g je na nich integrovatelna a plati

/:1 f(ar:)dx:/:lg(m)dac7 a2f(x)dm:/a2g(x)dm7 ce /bjf(m)dx:/bjg(x)dx.

bl bl

Analogicky jako v dikazu véty 22.14 ukézeme, Ze

b a b n—1 iyl
/ag(x)dx>/a f(m)d;v—&—/bnf(x)dx—f—;/bi f(x)dx—%,

b ay b n—1 ra;1q
/a g(x)dx>/a f(x)dz+/bnf(x)dx+;/bi f(x)dx—k%,

z éehoZ plyne fagg(x) dz = f;g(a:) dz = f; f(x)dz. O

Pozndmka. Diky této vété neni pfi ivahach o Riemannové integralu nutné predpokladat, Zze ohranicend funkce
je definovana na celém intervalu (a,b). Staci, je-li definovana na (a,b) s vyjimkou nulové mnoziny. Zejména lze
tedy hovofit o funkci integrovatelné na otevieném intervalu (a,b).
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23 Integral jako funkce horni meze

Integrovatelnosti funkce budeme v této kapitole stdle myslet integrovatelnost v Riemannové smyslu.

Umluva.
a) Necht funkce f je definovdna v bodé a € R. Pak klademe f; f(x)dx :=0.

b) Necht a,b € R, a > b a necht f je integrovatelnd na intervalu (b,a). Pak klademe f: flz)dx =

- fba f(x) dx

Pfi takto rozsifené definici vSechny vlastnosti Riemannova integralu ztustavaji v platnosti.

Definice 23.1 (integralu jako funkce horni meze). Necht funkce f je integrovatelnd na (a,b) a « € (a,b). Funkci
= f; f(t) dt nazgvame integrdl jako funkce horni meze.

Pozndmka. Definice je korektni, protoze je-li f integrovatelnd na (a,b), pak je podle véty 22.14 je funkce
integrovatelna také na (a,x), tj. hodnota F(z) existuje.

Véta 23.2. Necht f je integrovatelnd na {(a,b). Pak F(x f f(t)dt je spojitd na (a,b).

Diikaz. Bud x¢ € {(a,b) a € > 0 libovolné. Protoze f je integrovatelnd, je ohranicend, tj. existuje ¢ € R takové,
7e |f(x)] < c. Polozme § = ¢/c a vezméme x € Og(x) N (a,b) libovolné. Pak

T To T
F(z) — F(zo)| = / (1) dt —/ £(1) dt‘ _ / £(1) dt’ <o —zo| < cb =
a a Zo
(Prvni nerovnost plyne z dasledku 22.5.) O
Véta 23.3. Necht funkce | je integrovatelnd na (a,b) a spojitd v xg € {(a,b). Pak F(x f f(t) dt md derivaci

v xo a plati F'(x9) = f(xo) (je-li o = a nebo xg = b, jednd se o prislusnou ]ednostmnnou derivaci).

Dikaz. Bud e > 0 libovolné. ProtoZe f je spojitd v xg, k € > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pro = € Os(xo) N {a,b)
plati | f(z) — f(zo)| < £/2. Tedy pro = € (a,b) N O} (xo) plati

PP ) 2| ([ g [ o) - e =)
:x—xo(/ sae [ o= [ o) - F
o (/ f(t)dt—/ f(wo)dt)‘
M/ﬂﬁg;dt‘sz%u—x%q.
To znamend, e lim W — f(0). 0

Pozndmka. Predchozi dvé tvrzeni zistanou v platnosti, i kdyZz zaménime dolni mez integrace a za libovolné
€ (a,b), tj. F(x) = [ f(t)dt je spojité na (a,b) a je-li f spojitd v zo € (a,b), pak F'(z0) = f(x0).

Dusledek 23.4. Je-li f spojitd na (a,b), pak F(z) = [ f(t)dt md na (a,b) derivaci a plati zde F' = f.

Dikaz vety 19.4. Je-li interval I uzavreny, plyne tvrzeni ihned z pfedchoziho disledku. Necht tedy nyni I neni
uzavieny. Zvolme pevné ¢ € I a polozme F(x f f(t) dt. Funkce F' je definovdna na celém I, protoze pro
z € 1 je f spojitd na uzavieném intervalu s kraJmml body ¢ a = a tedy podle véty 21.12 integrovatelna. Bud
nyni zg € I libovolné. Zvolme a,b € I tak, ze a < min{c,zo}, b > max{c,xzo}. Pak ¢ € (a,b), ¢ € {(a,b) a f
je spojita na (a, b). Podle pfedchozi pozndmky tedy plati F'(z¢) = f(zo). Ponévadz xg € I byl libovolny, plati
F'(x0) = f(zo) pro kazdé x € I. O

Poznamka. Je-li f integrovatelné na {a,b), lze analogicky uvazovat integrél jako funkci dolni meze G(z) =
fzb f(t)dt, nebo obecngji G(z) = [ f(t)dt pro ¢ € (a,b). Jeli f je integrovatelna na (a,b), ¢ € (a,b), pak je

= fc f(t)dt je spopta na (a,b). Je-li f spojitd v bodé zy € (a,b), pak G v tomto bodé derivaci a plati
G'(wo) = — f(wo).
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24 Nevlastni integraly

Doposud jsme v pfipadé Riemannova integralu predpokladali:
(i) a,b € R, tj. interval (a,b) mé koneénou délku,
(ii) f je ohranic¢end na (a,b).
Ptjde o rozsifeni na pripad, kdy néktery z téchto predpoklad® neni splnén.

Nevlastni integral I. druhu (vlivem meze)

Definice 24.1 (nevlastniho integrélu I. druhu). Necht a € R af je definovana na (a,o0), pfi¢em? je inte-
grovatelnd na kazdém intervalu (a,b), kde b > a. Polozme F'(¢ f f(x)dx. Nevlastnim integrdlem pruniho
druhu rozumime limitu [ f(z) dz = limy_,oo F(t). Existuje-li Vlastnl hmlta lim; , F'(t), Fekneme, ze integral
konverguje. Pokud neexistuje vlastni{ limita lim; ., F(t), fekneme, ze integral diverguje.

Pozndmka. Analogicky definujeme nevlastni integral ffoo f(x) dx pro funkci zadanou na (—o0,a) a integrova-
telnou na kazdém (b,a), b < a. Je-li f integrovatelnd na kazdém uzavieném intervalu (a,b), pak definujeme
[ fa)dz == [ f(z)dz+ [° f(z)dz, pokud oba integraly konverguji pro libovolné a € R.

Piiklad 24.2. a) [[7 & dz, peR,b) [T ez dz, ¢) [ cosada.

Reseni. ad a)
limg o0 [lnt]ic =lim, yoo(lnz —Inl) =00 pro p=1,
oo 1 ) x 1
o de = —dt = 1
/1 P dw xlggo ;1 tP dt t! P]x ; t-p 1 ): {1)—1 pro p>1,

limg o0 [ﬁ 1= hmw—W@( 1—p  1-p 00 pro p<1

Integral tedy konverguje pro p > 1 a diverguje pro p < 1.
ad b) Pisme dany integrél jako I; + I, kde I} = fooo medral,= fooo H% dz. Potom

0

I = mHIPoo T wgglw[arctgt]g =— hmooarctg:ﬂ =0- (—g) = g

Protoze integrand je sudou funkci, musi byt také Iy = 7. Celkové tedy I + I2 = 7.

ad ¢)

/ cosxdr = lim costdr = lim [sin#]} = lim sinz = 3,
0 T—00 0 r—00 T—>00

a tedy integral diverguje.
Véta 24.3 (srovndvaci kritérium). Necht plati 0 < f(x) § g(m) pro kaZdé x € {(a, o).

a) Konwerguje-li [~ g(x) dz, pak konverguje i foo f(z

b) Diverguje-li foo f(z)dx, pak diverguje zf dm
Diikaz. Polozime-li F(z) = [ f(t)dt a G(z) = [ g(t)dt, pak pro kazdé x € (a,00) plati 0 < F(z) < G(x),

to plyne ihned z dusledku 22.5 a véty 22 8 Funkce F' a G jsou navic na (a,c0) neklesajici. Skuteéné, je-li
x1,T2 € (a,oo)7 r1 < T2, pa'k

Fla) = [ s0a= [ raas [ faz [0 - ey

(vyuzili jsme zde vlastnosti z véty 22.13 a nezapornosti integralu fff f(t) dt). Analogicky pro funkci G. Diky mo-
notonii funkci F, G existuji limity lim,_, o F'(z) a lim,_, o G(z) (vlastni nebo nevlastni). Jedna se o analogickou
vlastnost, kterou zndme z posloupnosti, kdy monoténni ohrani¢ené posloupnost ma vlastni limitu a monoténni
neohranicend posloupnost méa nevlastni limitu. Pfejdeme-li tedy k limité v nerovnosti 0 < F(x) < G(z), dosta-
vame ihned tvrzeni véty. O

Véta 24.4 (nutna podminka konvergence). Necht [ f(x) dz konverguje a necht existuje lim, o f(2) = ¢ € R.
Pak c=0.

Dikaz. Sporem. Pfipustme ¢ > 0. Protoze lim,_, . f(x) = ¢ > 0, existuji g a k > 0 takové, Ze pro Va > z¢ je
f(x) > k. Plati [ kdz = lim o0 k(z — 20) = co. Podle véty 24.3 [ f(x)dz diverguje a tedy i [~ f(z)da
diverguje, coz je spor s predpokladem.

Poznamka. V piikladu 24.2a) pro p < 0 nutnd podminka konvergence splnéna neni.

65



Nevlastni integral II. druhu (vlivem funkce)

Definice 24.5 (singularniho bodu). Necht a,b € R, a < b a necht funkce f je definovdna na (a,b). Rekneme,
ze b je singuldrni bod funkce f, jestlize f neni ohranicena na (a,b) a pro kazdé ¢ € (a,b) je integrovatelnd na
(a,t).

Definice 24.6 (nevlastniho integralu II. druhu). Nechf funkce f je definovana na (a,b), integrovatelnd na
kazdém (a,t), kde ¢ € (a,b) a nechtf b je jejim singularnim bodem. Polozme F'(t) = fat f(t)dt. Pak nevlastnim
integralem II. druhurozumime limitu f; f(z)do = limy_p,— F(¢). Je-li lim;_,,— F'(t) vlastni, Fekneme, Ze integral
konverguje, je-li nevlastni nebo neexistuje, fekneme, ze integral diverguje.

Poznamka. a) Analogicky definujeme singuldrni bod a pro funkci definovanou na intervalu (a, b) a konvergenci

nebo divergenci nevlastniho integralu ff f(z)da.
b) Srovnédvaci kritérium lze analogicky formulovat i pro nevlastni integraly II. druhu.

Priklad 24.7. Rozhodnéte o konvergenci integrélu fol z%, peR.

Reseni. Pro p = 1 mame

1 1

1 1

/ —dz = lim —dt = lim [Int]l =In1— lim Inz =0 — (—o00) = occ.
0o T x—0+ z t x—0+ - r—0+

Pro p # 1 pak je

1 1
1 1 1 1 o1
/ Sdo=lim [ dt=o— lim [+'77]; = (1 — lim ml_p) - {OO prop > 1,
0

xP z—0+ [, P 1—pa—a0+ 1 —-p z—0+ tlp pro p < 1.

Vidime tedy, ze integral konverguje pro p < 1 a diverguje pro p > 1.

25 Aplikace urcitého integralu

Prumérna hodnota (integralni prumér) veli¢iny na intervalu

b
e L

Obsah rovinného obrazce

1. Kfivoéary lichobéznik uréeny nerovnostmi a < x < b, f(z) <y < g(z):

b
s=/ﬁmm—funm.

2. Kfivodary lichobé&znik, kde uréeny nerovnostmi a < 2 < b, 0 <y < 9)(t), kde = ¢(t) je ryze monoténni
na (a, 8), ma zde spojitou derivaci, a zobrazuje tento interval na (a, b):

B
5= [ vl

3. Rovinny sektor v polarnich soufadnicich vymezeny o < ¢ < 8 s hrani¢ni k¥ivkou p = p(¢) (p spojitd):
[,
S=3 / p”(p) do.
(0%

Délka rovinné kiivky

1. Krivka je grafem funkce y = f(z) na intervalu (a,b) (pfi¢emz f zde ma spojitou derivaci):

Ez/ V14 [f'(x))?d.

2. Kfivka je ddna parametricky « = ¢(t), y = 9 (t) na intervalu (o, 8) (¢', 1’ spojité, pfi¢emz nejsou zaroven
rovny nule v zddném bodé intervalu):

B
¢~ [ VIO O .
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3. Kfivka je ddna v polarnich soutadnicich rovnici p = p(¢), a < ¢ < 3 (p’ spojitd):
B
= [ VR R
Predpoklady na derivace pfislusnych funkci budou dale analogické.

Objem télesa vzniklého rotaci kfivky

1. Téleso vzniklé rotaci kiivky y = f(z), a < z < b kolem osy x:
b
V= 77/ f2(z) de.
2. Téleso vzniklé rotaci kiivky o parametrickych rovnicich = = (t), y = ¥(t), o < t < 8 kolem osy x:
B
ver [ ol
(03

Plocha plasté rotaéniho télesa

1. Téleso vzniklé rotaci kiivky y = f(z), a < z < b kolem osy x:

p— QW/ ()T + [ (@) da.

2. Téleso vzniklé rotaci kfivky o parametrickych rovnicich = = (t), y = ¥(t), o < t < 3 kolem osy x:

B
P=or / () OF + [ OF da.
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