- Néplni pfedmétu bude kalkulus R* — R (pfipadné¢ — R™).

- Pro¢ se zabyvat funkcemi vice proménnych? V praxi je Casto tieba uvaZovat veli¢iny, které zaviseji na vice nez jedné
proménné, napf. objem rotacniho kuzele zavisi na poloméru podstavy r a vySce h, teplota v kovovém prutu mize zaviset
na mist€ x a Case ¢, hustota télesa se miZze ménit v zdvislosti na bodu X o soufadnicich [x, y, z], vektor sily f = (f1, f2)
v roviné miiZe zdviset na soufadnicich bodu v roviné (tj. mame f = ( fi(x, ), fa(x, y))), apod.

- VySe uvedené naznacuje, Ze ndm pijde o geometricko—fyzikalni popis situace.

- Pfipomenime, Ze v SA1 jsme mnoZinu R chapali nejenom jako mnoZinu né&jakych prvki (redlnych ¢isel), ale byla zde
jasné dana algebraicka struktura (s¢itdni, ndsobeni, R je vybavena relaci uspofddani, kliCovy byl také axiom o suprému).

Podobng, R” := R x R x --- x R nebude chipana pouze jako mnozina uspofddanych n-tic, ale jako mnoZina, na které
—_—
n—krit
je zavedena urcitd struktura. Zejména, souet kazdych dvou prvkd X = [xq,...,x,] € R, Y = [y1,...,)2] € R" je
definovan jako

X4+Y=[x1+y1,....x5n + Y] €R"
a nasobek libovolnym skaldrem ¢ € R je pro kazdé X € R” definovén jako
cX =[exy1,...,cxy] € R,

Lze ukdzat, Ze R” s takto definovanymi operacemi tvofi vektorovy prostor dimenze n (viz linearni algebra). Prvky R”
budeme nazyvat bud’body, nebo vektory (podle situace). Interpretujeme-li prvky X a Y jako body, pak rozdil ¥ — X bude
chdpan jako vektor (to je v souladu s tim, co zndme z analytické geometrie). Dals{ podstatnou vlastnosti je, Ze v R” umime
méfit vzdalenosti bodd, viz tvodni kapitola.

1 Metrické prostory

Definice 1.1 (metriky a metrického prostoru). Bud M # @ libovolnd mnoZinaa p : M x M — (0, co) zobrazeni, které
pro vSechna x, y, z € M spliiuje

(ml) p(x,y) =0 x=y (axiom totozZnosti),
(m2) p(x,y) = p(y,x) (axiom symetrie),
(m3) p(x,y) <p(x,z)+ p(z,y) (trojihelnikova nerovnost)

Zobrazeni p nazyvame metrika na M, prvky mnoZziny M nazyvame body metrického prostoru (M, p), ¢islo p(x, y) nazy-
vame vzdalenost bodii x, y.

1 prox#y

, pak (M, p) je metricky prostor (nazyva se
0 prox =y

Priklad 1.2. 1. Je-li M libovolnd mnoZina a p(x, y) =

diskrétni).
2. Je-li M = R, pak p(x, y) = |x — y| je metrika.
3. Je-liM =R", x = (x1,x2,...,%0), Yy = (¥1,Y2,...,n) € R", pak
p1(x,y) = |x1 = y1l + |[x2 = y2| + -+ [xn — yul,
p2(x, ) = V(x1 —y1)2 + (x2 = y2)2 + -+ + (xn — yn)?,
IOOO(xv J’) = maX{|X1 - YI|7 |x2 - Y2|7 ey |xn - )’n|}
jsou metriky. Metrika p; se nazyva souctovd (manhattanskd, taxikdrskd), metrika p, se nazyva eukleidovskd', met-
rika peo se nazyva maximalni (Sachovnicovd, éebyfevovaz). Axiomy (m1), (m2) ziejmé plati. Ovéfme (m3).

n n n
pripi(x.2) 4+ p1(zy) =Y i —zil+ Y|z —yil = Y (i —zil + |z — yil)

i=1 i=1 i=1

n
> ki —zi+ 2 —yil = pr(x, y).

i=1

n n n
p2 : Vyjdeme z nerovnosti Z ujv; < Z “1'2 . Z vi2 (Cauchyova—Buﬁakovskéh03—Schwarzova4).

i=1 i=1 i=1

n n n
Polozme u; = p; + q;, v;i = ¢;. Potom Z(p,- +qi)qi < Z(p,- +qi)?*- quz Pokud naopak

i=1 i=1 i=1

2Pafnutij Lvovi¢ CebySev 18211894, Rus



n n n
Ui = pi.vi = pi +¢q;. potommédme » pi(p; +qi) < |Y_pZ- | D_(pi + ¢i)?. Sectenim pak

i=1 i=1 i=1

n n n n
Ypi+a)< D pi+a?-| [ D.pP+ D a4
i=1 i=1

i=1 i=1

n n n
Z(Pi +qi)? < Z p?+ quz (Minkowského nerovnost®).

i=1 i=1 i=1

Dosazenim p; = x; — z;,q; = z; — y; mame

Y=y | Y =z 4 [z =y G pa(x.y) < pa(x2) + p2(2, ).
\ i=1 i=1 i=1

Poo - Oznacme j, resp. k, resp. £, ten index, pro ktery nastane maximum z hodnot |x; — z;|, resp.

|zi — yil, resp. |x; — yil, §. poo(x,z) = max{|x; —z;| :i = 1,2,...,n} = |x; — zj],
Poo(z,y) =max{|zi — yi| i = 1.2,....n} = |z — yil.

Poo(x,y) =max{|x; — y;| :i =1,2,...,n} = |xg — z¢|. Potom

Poo(X,2) + Poo(2,¥) = |X; — zj| + |2k — Yi| = |x¢ — z¢| + |ze — yel = |Xe —2¢ + z¢ — ye| =
|x¢ — yel = poo(x, y), tedy poo(x,2) + poo(Z,¥) = poo(x, y).

4. Je-li M = C({a, b)) (mnozina vsech funkci spojitych na (a, b)), pak
pc(f,g) = max{|f(x) — g(x)| : x € (a,b)} (metrika stejnomérné konvergence),
p1(f.8) = [P1/(x) — g(x)|dx (integralnf metrika)
jsou metriky. Ovéfeni axioml (m1) a (m2) je opét trividlni. Axiom (m3) lze v pfipadé pc lze ovéfit podobné jako
v piipad€ po na R”. V piipadé p; mame

b b
pl(f,g>=/ |f<x>—g<x>|dx=/ () = h(x) + h(x) — g(x)] dx

b b b
S/ (|f(x)—h(x)|+|h(x)—g(x)|)d)€=/ |f(x)—h(x)|dx+/ |h(x) — g(x)|dx
= pr(f.h) + pr(h, f),

kde jsme vyuZili trojihelnikovou nerovnost pro absolutni hodnotu, monotonii vzhledem k integrovanym funkcim
(viz véta 22.8 v SA1) a aditivitu integralu (integral souctu je soucet integralli, viz véta 22.6 z SA1).
5. Je-li M = £°° (mnozina vSech ohranic¢enych posloupnosti), pak

Poo({an}. {bn}) = suplan —bp| :n € N}
je metrika. Splnéni axioml (m1), (m2) je opét zfejmé. Axiom (m3) by se dokdzal analogicky jako u po, na R”.
Definice 1.3 (oteviené a uzaviené koule, okoli). Nechf (M, p) je metricky prostor,a € M, r € RT. Pak mnoZina
Bi(a):={xe M :pa,x)<r}
se nazyva oteviend koule se stiredem a a polomérem r (,,ball*) a mnoZina
Bilal :={x e M :p(a,x) <r}

se nazyva uzaviend koule se stredem a a polomérem r. Specidlné: O;(a) := Be(a) se nazyva (epsilonové) okoli bodu a
a 0} (a) := O(a) \ {a} se nazyva ryzi (epsilonové) okoli bodu a.

Pozndmka. Plati: ¢ < § = O, C Og. Neni-li podstatnd velikost poloméru &, budeme psat struéné O(a).

Priklad 1.4. Nacrtnéte O,(a) v R? s metrikami p;, p2 a peo. Viz obrdzek 1 (volenoa = (0,0) ae = 1).

1Viktor Jakovlevi¢ Burakovskij 1804-1889, Rus
2Karl Hermann Amandus Schwarz 1843-1921, Némec
3Hermann Minkowski 1864—1909, némecky Zid
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Obrazek 1: Jednotkova koule (se stfedem v pocatku) v R? s metrikou p1, resp. P2, 1esp. Poo

Pozndmka. Metriku na R” Ize (obecnéji) zavést pro libovolné p € (1, co) vztahem

n 1/p
pp(x.y) = (Z|xi _yi|p) :

i=1

Jednotkova ,.kruZnice* se stfedem v pocatku pro pfipad n = 2 (tj. mnozZina vSech bodti majici jednotkovou vzdalenost od
pocatku v metrice p,) je nacrtnuta pro n€kolik hodnot parametru p na obrazku 2. Z tohoto obrdzku je pak ziejmé, proc¢ se
maximdlni metrika znaci indexem oo.

0.5

Obrizek 2: Jednotkové , kruZnice” v R? se stfedem v pocitkuprop = 1.5 p=25,p=4ap=10

Pozor, pro p < 1 vySe uvedena funkce p, nepfedstavuje metriku!

Definice 1.5 (vzdalenosti dvou mnoZzin a priméru mnoziny). Nechf (M, p) je metricky prostor. Pro neprdzdné A, B € M
definujeme:

p(A, B) :=inf{p(a,b) :a € A,b € B} —vzdadlenost mnozin A, B,

d(A) :=sup{p(x, y) : x,y € A} — priimér mnoZiny A.
Jestlize mnozina {p(x,y) : x,y € A} neni shora ohrani¢end, klademe d(A) = oo. Vzdalenost bodu x od mnoZiny A
definujeme jako p(x, A) := p({x}, A).

Pozndmka. Je-li AN B # @, pak ziejmé p(A, B) = 0 (vzdélenost v8ak miZe byt nulovd i pro A, B disjunktni). Je-li
alespoii jedna z mnozin A, B prazdnd, pak klademe jejich vzdalenost rovnu co. Naopak primér prazdné mnoziny klademe
nulovy, tj. d(@) = 0.

Definice 1.6. Bud (M, p) metricky prostor, A € M. Rekneme, Ze A je ohranicend, jestlize d(A) < oo.

Pozndmka. Mnozina A je ziejmé ohraniCena, jestliZe existuje bod a a ¢islo r > 0 tak, Ze A C B, (a).



2 Podmnoziny metrického prostoru

Definice 2.1 (vyznaénych bodt v metrickém prostoru). Necht (M, p) je metricky prostora A € M.Bod a € M se nazyva
vnitini bod mnoziny A, jestliZe existuje ¢ > 0 takové, Ze O, (a) C A,
hraniéni bod mnoZiny A, jestlize pro kazdé ¢ > 0 plati Og(a) N A # @ a zdrovenr Og(a) N (M \ A) # @,
bod uzdveéru mnoziny A, jestlize p(a, A) = 0,
hromadny bod mnoZiny A, jestlize pro kazdé ¢ > 0 plati O (a) N A # 9,
izolovany bod mnoZiny A, jestlize existuje ¢ > 0 takové, Ze Og(a) N A = {a}.

Definice 2.2 (vnitiku, hranice, uzdvéru a derivace mnoziny). Necht (M, p) je metricky prostora A C M.
1. Mnozina vSech vnitfnich bodt mnoZiny A se nazyva vnitiek mnoziny A a znaci se A° (nékdy int(A) — interior),
2. MnoZina vSech hrani¢nich bodi mnoZiny A se nazyva hranice mnoZiny A a znali se 9A (nékdy fr(A4) — frontier),
3. Mnozina vSech bodl uzavéru mnoziny A se nazyva uzdvér mnoZiny A a znaci se A (nékdy cl(A)),
4. MnoZina vSech hromadnych bodi mnoZiny A se nazyva derivace mnoZiny A a zna¢i se A’.
Pfiklad 2.3. Uvazujte R s metrikou p(x, y) = |x — y[ amnoZiny a) A = (0,1),b) 4 = (0, 1) N Q,c) A = (0,1) U {2}.
Napiste A°, 04, Aa A'.
Reseni. ada) A° = A = (0, 1), 94 = {0, 1}, A=1(0,1),4 =(0,1).
adb) A° = 0,04 = (0,1), A =(0,1), 4’ = (0, 1).
adc) A° = A =(0,1),04 ={0,1,2}, A= (0,1) U {2}, A" = (0, 1).
Definice 2.4 (otevien€ a uzaviené mnoZiny v metrickém prostoru). Bud' (M, p) metricky prostor, A € M. MnoZina 4 se
nazyva oteviend, jestlize A° = A, mnoZina A se nazyva uzavrend, jestlize A = A.
Véta 2.5. Bud' (M, p) metricky prostor, A € M. MnoZina A je oteviend <= M \ A je uzaviend. MnoZina A je uzaviend
&= M \ A je oteviend.
Diikaz. UkaZme nejprve, Ze prokazdou A C M plati A° = M\ M \ A.Skutecné,x e M\M\ A<= x ¢ M\ A —
e:=px, M\ A) >0 (ye M\ A)(p(x,y) 2 ¢) <= O:(x) N (M \ A) =0 <= Os(x) C A4 = x € A°.
Nechf A je oteviend, tj. A = A°. Podle vySe dokdzaného tedy plati A = M \ M \ A. Odtud plyne, Ze M \ A =
M\ (M \ M\ A). ProtoZe pro kazdou podmnoZzinu B € M plati M \ (M \ B) = B, plati z pfedchozi rovnosti, Ze
M\ A=M\A,t. M\ A je uzaviena.
Necht naopak M \ 4 je uzaviend, tj. M\ A = M \ A. Pak podle prvni &astimame A° = M\M \ A = M\(M\A) =
Platnost druhého tvrzeni by se ukdzala analogicky. O

Pozndmka. a) Lze ukdzat, Ze v kazdém metrickém prostoru (M, p) pro libovolnou A € M plati (4°)° = A°, A = A,
atedy A° je vidy oteviend a A je vzdy uzaviend.

b) Obecné B, (a) # Bra], napt. je-li (M, p) diskrétni,a € M, r = 1, potom B;(a) = {a} atedy Bi(a) = {a}, avSak
B 1[&] =M

¢) Plati @° = @, @ = @ a tedy @ je v jakémkoliv metrickém prostoru oteviend i uzaviena zarovei. Podle predchozi véty
je pak celd M také oteviend i uzaviend zaroven.

3 Konvergence v metrickém prostoru

Definice 3.1 (konvergentni posloupnosti v metrickém prostoru). Bud (M, p) metricky prostor a {x,}52; posloupnost bodt
z M (tj. zobrazeni N — M). Rekneme, Ze posloupnost {x, }o2 | konverguje k bodu x € M (je konvergentni v M), jestlize
limy,— 00 (X, X) = 0 (zapisujeme lim,_, X, = X, struéné lim x,, = x nebo x,, — x).
Priklad 3.2. 1. (M, p) diskrétni (viz pfiklad 1.2.1): x, »> x <= (Fng € N)(n > no = x, = x).
2. (R2, py) (viz piiklad 1.2.3): (xn, yu) = (x,y) &= X, — X, y» — ¥ v R s metrikou p(x, y) = |x — y|.
Diikaz. 0 = lim(|x, — x|+ |y, — y|) = lim |x, — x| 4+ lim | y,, — y|. ProtozZe, ale lim |x, — x| > 0, lim |y,, — y| > 0,
musi byt lim |x, — x| = 0, lim |y, — y| = 0. O
Analogické tvrzeni plati pro v§echny metrické prostory z prikladu 1.2.3.
3. (C({a, b)), pc) (viz piiklad 1.2.4):

fo— f << (Ve>0)3no € N)(Vn > ng)(Vx € {(a,b)) : | fu(x) — f(x)] <e.

Ma4-li posloupnost funkci definovanych na intervalu {(a, b) vlastnost uvedenou na pravé strané ekvivalence, fekneme,
ze posloupnost funkci { f,,}52 | konverguje stejnomérné na (a, b) k funkei f.

Diikaz. Konvergence f, — f v (C({a, b)), pc) znamena:
(Ve > 0)(3ng e N)(Yn = ng) : pc(fn, ) <&
(Ve > 0)(3ng € N)(Vn > ng) : max{| f,(x) — f(x)] : x € (a,b)} < ¢ <
(Ve > 0)(Fng € N)(Vn = no)(Vx € {(a,b)) : | fu(x) — f(x)| <e. O



7ZK

ZK

Definice 3.3 (ohranicenosti posloupnosti). Bud (M, p) metricky prostor a {x, }%2; posloupnost bodi z M . Rekneme, Ze
posloupnost {x, }72 , je ohranicend, jestlize mnoZina {x, : n € N} je ohranicend ve smyslu definice 1.6.

Véta 3.4. Bud (M, p) metricky prostor. Pak plati
1. KaZda posloupnost {x,} € M mad nejvyse jednu limitu v M.
2. Posloupnost konvergentni v (M, p) je ohranicend v (M, p).
3. limy 00 Xp = X € M > pro kaZdou posloupnost {x,, } vybranou z {x,} plati limg_,cc Xp, = X.

Diikaz. Plyne z pfislusnych tvrzeni v kapitole o posloupnostech, viz SA1. O

Definice 3.5 (cauchyovské posloupnosti). Bud (M, p) metricky prostor a {x,}°° ; posloupnost bodii z M. Rekneme, Ze
posloupnost {x,}52; je cauchyovskd, jestlize ke kazdému & > 0 existuje no € N takové, Ze pro vSechna m,n > ng je
0(Xm, Xxp) < &.

Véta 3.6. Necht (M, p) je metricky prostor a {x, }o=, posloupnost bodii z M. Je-li {x,}5> | konvergentniv (M, p), pak je
cauchyovskd.

Diikaz. Nechf x, — x ae > 0 je libovolné. K § existuje no € N takové, Ze pro viechna n > ng je p(x,.x) < 5. Pro
libovolné m > ng alibovolné n > ng tedy s vyuZzitim trojihelnikové nerovnosti plati p(x,,, X,) < p(xXm, xX) + p(xn, x) <

S+5=e O

Poznamka. Obracené tvrzeni obecné neplati. Napf. pro M = (0, 1), p(x,y) = [x — y|, {xn}52, = {1/n}2, je cauchy-
ovskd, ale nenf konvergentni (protoze 0 ¢ M).

Véta 3.7. Necht (M, p) je metricky prostor a A € M. MnoZina A je uzaviend v (M, p) <= pro kaZdou konvergentni
posloupnost {x,} C A takovou, Ze x, — x, plati x € A.

Diikaz. ,,==* Nechf A je uzaviend, tj. A = A a nechf {x,} je libovolna posloupnost konvergujici k x € M. Kdyby
x ¢ A, pak by ¢ := p(x, A) > 0 a tedy pro kazdé x, by platilo p(x,, x) > &, coZ by bylo ve sporu s x,, — x.

,~=" Nechf pro kazdou posloupnost {x,} € A, pro kterou x, — x, plati x € A. Bud'y € A4 libovolny bod, tj.
plati p(y, A) = 0. Ke kazdému % > 0 existuje x, € A takové, Ze p(x,,y) < ,ll To znamend, Ze pro takto vytvofenou
posloupnost {x,} plati lim p(x,, y) = 0,tj. x, — y.Z podminky plyne, 7e y € A.Tedy A C A. ProtoZe viak také A C A4,
mame A = A, tj. A je uzaviena. O

Definice 3.8 (ekvivalentnich metrik). Nechf M je mnoZina a p, o metriky na M. Rekneme, Ze p a o jsou ekvivalentni
metriky na M , jestliZe pro kazdou posloupnost {x,}°>; € M plati: x, — x v (M, p) <= x, = x v (M, 0).

Priklad 3.9. a) Metriky p1, p2 a poo na R” jsou ekvivalentni, protoze pro kazdou z té€chto metrik plati, Ze x; — x <
xlk — x; v(R, |x —y|). To znamend, Ze x; — x v (R"*, p;), kde j € {1,2, 00} &= (Ve > 0)(Tko € N)(Vk > ko) (Vi €
{1,2,...,n}): |x{c —Xxi| <e.

b) Metriky p; a pc na C({a, b)) nejsou ekvivalentni.

Pozndmka. Jsou-li p, o ekvivalentni metriky na M, pak mnoZina A C M je uzaviend v (M, p) <= je uzaviena v (M, o)
a je oteviend v (M, p) <= je oteviend v (M, o).

Véta 3.10. Budte p, o metriky na M. Jestlize existuji kladné konstanty a, b takové, Ze pro vSechny dvojice bodii (x, y) €
M?jeao(x,y) < p(x,y) < bo(x,y), pak jsou metriky ekvivalentni.

Diikaz. Nechf je splnéna podminka véty, x € M, a nechf {x,} € M je takova posloupnost, Ze lim o (x,,x) = 0. Pak
ao(xy,x) < p(xu,x) < bo(xy,x) az véty o 3 posloupnostech (viz véta 7.10 v SA1) plyne lim p(x,,x) = 0. Pokud
bychom vysli z posloupnosti, pro kterou lim p(x,, x) = 0, pak se diikaz provede stejné s vyuZitim nerovnosti %p(x, y) <
o(x,y) < % p(x,y), kterd je ekvivalentni s nerovnosti v podmince véty. O

Definice 3.11 (indukované metriky a metrického podprostoru). Necht (M, p) je metricky prostor a A € M. Metriku
04, definovanou jako p4(x,y) = p(x,y) pro Vx,y € A, nazyvame metrikou indukovanou na mnoziné A metrikou p.
Metricky prostor (A, p4) nazyvame podprostorem metrického prostoru (M, p). PisSeme (A4, py4) € (M, p).

2 N2

Piiklad 3.12. UvaZzujeme-li R jako podmnoZinu R? (tj. redlnd &isla ztotoZnime s dvojicemi (a, 0)), pak kazd4 z metrik p;
(i = 1,2,00) na R? indukuje metriku p(x, y) = |x — y| naR.
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