4 Uplné a kompaktni metrické prostory

Definice 4.1 (iplného metrického prostoru). Metricky prostor (M, p) se nazyva ipiny, jestliZze v ném kazd4 cauchyovska
posloupnost ma limitu.

Piiklad 4.2. 1. Prostor R s metrikou p(x, y) = |x — y| je dplny.
Diikaz. Tvrzeni plyne ihned z Cauchyova—Bolzanova kritéria konvergence, viz véta 7.27 v SA1. O
2. Prostory (R”, p1), (R”, p2), (R”, pso) jsou uplné.
Diikaz. V ptipadé (R", p1) cauchyovskost znamend, Ze pro k,m > ko je > ;_; |xlk — x"| < &, z CehoZ plyne, Ze
|x{c —x"| <eVi€{l,2,...,n} atedy kazdd {x{‘}, i =1,2,...,n, je cauchyovskd v (R, p1). Podle Cauchyho-

Bolzanova kritéria konvergence je vSak kazda {xlk} také konvergentni, tj. lim xlk = x;,1 = 1,2,...,n. Odtud
plyne, Ze limg o X = X = (X1, X2, ...,X,) € R". ProtoZe metriky p;, p2 a pso jsou ekvivalentni, jsou iplné také
prostory (R”, p2) a (R”, poo)- O

3. Q s metrikou p(x, y) = |x — y| neni Gplny. Napf. {(1 + %)} je cauchyovskad, ale konverguje k e ¢ Q.
4. Lze ukazat, Ze (C({a, b)), pc) je tplny (dikaz neni zcela trividlni), ale (C {a, b)), p 1) uplny neni. Stac{ vzit napf.
posloupnost funkc{

-1 prox e (—1,-1/n),
Ja(x) =4nx prox € (—1/n,1/n),
1 prox € (1/n,1).

Posloupnost { f,, } je cauchyovska v (C((—l, 1)), ,01), ale limita nenf spojitd funkce a tedy nepatii do C({—1, 1)).

Véta 4.3. Je-li metricky prostor (M, p) iplny a mnoZina A € M je uzaviend, pak metricky prostor (A, p4) (p4 je metrika
indukovand metrikou p) je tiplny.

Diikaz. Bud'{x,} C A libovolna cauchyovska posloupnost. Ponévadz (M, p) je uplny, existuje lim x, = x € M. Podle
n—>00
véty 3.7 je vSak x € A. O

Definice 4.4 (kompaktniho metrického prostoru a kompaktni mnoZiny v metrickém prostoru). Rekneme, Ze metricky
prostor (M, p) je kompakini, jestlize z kazdé posloupnosti jeho bodii 1ze vybrat posloupnost konvergentni. Rekneme, Ze
mnozina A € M je kompaktni, jestlize podprostor (A4, p4) je kompaktni.

Véta 4.5. Je-li A kompaktni mnoZina v metrickém prostoru (M, p), pak je A uzaviend a ohranicend.

Diikaz. Uzavienost sporem: Pfipustme, 7e A neni uzaviend, tj. A # A, tedy Ze existuje x € A \ A. ProtoZe p(x, A) = 0,
existuje posloupnost {x,} € A tak, Ze p(x,,x) — 0, neboli x, — x. Pro kaZdou vybranou posloupnost {x,, } z posloup-
nosti {x, } je podle véty 3.4.3 limg_, o0 X5, = X ¢ A, coZ je spor s kompaktnosti A.

Ohranicenost sporem: Pripusfme, Ze A neni ohranicena, tj. d(A) = oco. Sestrojme posloupnost {x, } takto. Bod x; € 4
vybereme libovolné a nechf x, € A je takové, Ze p(x1, x2) > 1 (takové x jisté existuje, protoZe A je neohrani¢end). Bod
x3 € A vybereme tak, aby jeho vzdéalenost od obou x; a x, byla vétSi nebo rovna 1 (tento bod opét existuje z diivodu
neohranic¢enosti). Pokracujeme tak, aby bod x,, mél vzdalenost vétsi nebo rovnu jedna o vSech pfedchozich bodi. Posloup-
nost {x, } i kazd4 posloupnost z ni vybrana neni cauchuovskd, nebof p(x,, x,;) > 1 pro Vm,n € N, m # n, a tedy podle
véty 3.6 nemtZe byt konvergentni. To je ale spor s kompaktnosti A4. O

Véta 4.6. V prostorech (R, p;), kdei = 1,2, oo, plati i opacné tvrzeni. Mdame tedy: A € R" je kompakini <= je v tomto
prostoru uzaviend a ohranicend.

Diikaz. Nutnost podminky plyne z véty 4.5. DokaZme jeji dostate¢nost. UvaZujme nejprve metriku pq. Bud {xx}72 | =
{(x’f, x’z‘, ey x,’f )}5= libovolnd posloupnost bodl z A. PonévadZ A je ohraniCend, je kazdd z ¢iselnych posloupnosti

{x{‘ Yowq» i = 1,2,...,n také ohraniCend, a tedy lze z kazdé z nich vybrat konvergentni podposloupnost {x;c b }Z?zl
konvergujici k xl.O € R,i = 1,2,...,n (viz véta 7.22 v SA1). To znamend, Ze kazdd posloupnost {xz}>, € A md
podvybér konvergujici k bodu x° = (x(l), xg, ..., x9) € R. ProtoZe viak 4 je uzaviend, musi podle véty 3.7 byt x° € A.
Jinak feceno, kazda posloupnost z A obsahuje konvergentni podposloupnost s limitou v A, coZ je pozadavek v definici
kompaktnosti. Z ekvivalence metrik p1, p2 @ poo plyne tvrzeni i pro prostory (R”, p2) a (R”, peo). O

Véta 4.7. Je-li metricky prostor (M, p) kompaktni, pak je tipiny.



Diikaz. Bud'{x,} libovolnd cauchyovska posloupnost v (M, p). Ponévadz (M, p) je kompaktni, existuje posloupnost {x,, }
vybrand z {x, } takova, Ze limy_, o X, = x € M. UkaZme, Ze x = lim, 0 X;,. Bud'e > 0 libovolné. Posloupnost {x,, }
konverguje k x, coZ znamend, Ze k 5 existuje ko € N takové, Ze pro k > ko je p(xp, . x) < 5. ProtoZe {x, } je cauchyovsk4,
k % > 0 existuje n; € N takové, Ze pro Vn,m > nj plati p(x,, X;n) < % PoloZme ng = max{ni,ng,} anechf n > ng
a k > ko jsou libovolna &isla. Pak také ny > ng. S vyuZitim trojihelnikové nerovnosti dostaneme

&

I
P(xXn, x) < p(Xn, Xn,) + p(Xp,, x) < > + ;=4

coZ znamena, ze lim x, = x. O
n—>o0

5 Zobrazeni metrickych prostoru

Definice 5.1 (izometrického zobrazeni). Nechf (M, p) a (N,o) jsou metrické prostory a F : M — N je zobrazeni
(s D(F) = M, tj. zobrazeni mnoZiny M do N). Zobrazeni F se nazyva izometrické, jestlize Vx,y € M plati

o(F(x), F(y)) = p(x.y).

Pozndmka. 1zometrické zobrazeni je vidy prosté (kdyby existovaly v M body x # y takové, ze F(x) = F(y), pak by
podle (m1) a definice izometrie platilo 0 = o (F(x), F(y)) = p(x,y) # 0, coZ je spor). Je-li zobrazeni také surjekce,
pak existuje inverzni zobrazeni F~! : N — M (s D(F~!) = N), které je opét izometrické (v takovém piipadé fekneme,
7e (M, p) a (N,o) jsou izometrické prostory). Napt. viechna shodnd zobrazeni R? — R? (posunuti, osovd & stfedova
soumeérnost, otoceni) jsou izometrickd zobrazeni.

Definice 5.2 (spojitého zobrazeni mezi metrickymi prostory). Budte (M, p), (N, o) metrické prostory a F : M — N
zobrazeni. Rekneme, Ze F je spojité v bodé xo € M, jestlize ke kazdému & > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro viechna
x € Os(xp) v (M, p) plati F(x) € Oz(F(xp)) v (N,0). Rekneme, 7e zobrazeni F je spojité na M, jestlize je spojité
v kazdém bod€ x € M.

Véta 5.3 (Heineho podminka). Necht (M, p), (N, a) jsou metrické prostory. Zobrazeni F : M — N je spojité v bodé
Xo € M <= pro kaZdou posloupnost {x, };> | bodii z M takovou, Ze x, — xo v (M, p) plati F(xp,) — F(xo) v (N, 0).

Diikaz. ,,—=“Nechf F je spojité v bod€ x¢ a {x, } C M je libovolna posloupnost konvergujici k x¢. Potfebujeme dokézat,
7e 0 (F(xp), F(x9)) — 0. Nechf e > 0 je libovolné. Podle definice spojitosti zobrazeni F' v bodé x¢ k e-ovému okoli bodu
F(x0) existuje §-okoli bodu xq takové, Ze pro kazdé x z tohoto okoli plati o (F (x), F(x9)) < &. Protoze p(x,, x9) — 0,
k &islu § existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n > ng je p(xn, Xxo) < 8, atedy o(F(xy), F(xo)) < &. To znamend, Ze
k libovolnému & > 0 jsme nasli ng € N takové, Ze pro kazdé n > ng plati o (F(x,), F(x¢)) < ¢, tedy F(x,) — F(xo).
,»<=" Nechf x¢ je libovolny bod a pro libovolnou posloupnost x,, — x¢ plati F(x,) — F(xg). Sporem: predpokla-
dejme, Ze zobrazeni f neni spojité v bod¢€ xo, tj. Ze existuje okoli O¢(F(xo)) takové, Ze v kazdém okoli Og(xo) existuje x
splitujici F(x) ¢ Og( f(x0)). Klademe-li postupné § = % pak v okoli Oy existuje bod x, takovy, Ze f(x,) ¢ Os(F(xg)).
Timto zpisobem jsme sestrojili posloupnost {x, } konvergujici k xg, pro niZ F(x,) nekonverguje k F(xq) (nebot F(x,) ¢
O:(F(x0)) pro kazdé n € N), coz je spor. Zobrazeni f tedy musi byt spojité v bod¢€ x. O

Véta 5.4. Necht (M, p), (N, o) jsou metrické prostory, A C M a F : M — N spojité zobrazeni na M. Je-li mnoZina A
kompaktni, pak je i mnoZina F(A) kompaktni.

Diikaz. Nechf A je kompaktni a bud’ {y,} libovolna posloupnost bodd z F(A). Ke kazdému y, € F(A) existuje x, € A
takové, ze F(x,) = y,. PonévadZ A je kompaktni, 1ze z posloupnosti {x,} vybrat konvergentni podposloupnost {x;, }, tj.
limg 00 Xn, = X0 € AV (M, p). OznaCme yo = F(x¢). Pak yo € F(A) a podle Heineho podminky limg 0 ¥, =
limg 00 F(xn;) = F(x0) = yo v (N, 0). Nasli jsme tedy posloupnost {y,, } vybranou z {y, } konvergujici k yo € F(A).
To znamend, Ze F(A) je kompaktni mnoZina. O

Dusledek 5.5 (I. a II. Weierstrassova véta). Redlnd funkce [ spojitd na uzavieném intervalu je zde ohranicend a nabyva
svého maxima a minima.

Diikaz. Uzavieny interval (a,b) je podle véty 4.6 kompaktni v (R, |x — y|) a podle véty 5.4 je kompaktni také obraz
f({a,b)). 1. Weierstrassova véta nyni plyne z faktu, Ze kompaktni mnoZina v kazdém metrickém prostoru je ohrani¢end
(viz véta 4.5). 1. Weierstrassova véta (tj. skute¢nost, Ze f za danych ptedpokladi nabyva svého maxima a minima) plyne
z nésledujici dvahy. ProtoZe f({(a, b)) je ohraniend, existuje supremum mnoziny f({a,b)). Z vlastnosti suprema plyne,
7e k 1/n existuje y, € f({a,b)) takové, Ze sup f({(a,b)) — 1/n < yy, atedy lim,—o0 ¥y, = sup f({(a,b)). Protoze
mnozina f({a, b)) je (opét podle véty 4.5) uzaviend, plati podle véty 3.7, Ze sup f({a,b)) € f({a,b)),tj.sup f({a,b)) =
max f({a,b)). Analogicky by se ukédzalo, Ze f nabyva na (a, b) i své nejmensi hodnoty. O
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Definice 5.6 (stejnomérné spojitého zobrazeni). Nechf (M, p), (N, p) jsou metrické prostory a F' : M — N zobrazeni.
Rekneme, Ze F je stejnomérné spojité na M , jestlize ke kazdému & > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro Vx, y € M spliujici
p(x,y) < §plati o(F(x), F(y)) <e.

Pozndmka. Stejnomérné spojité zobrazeni je spojité.

Véta 5.7 (Heineova—Cantorova). Bud' (M, p) kompakini metricky prostor, (N, ) metricky prostora F : M — N spoyjité
zobrazeni. Pak F je stejnomérné spojité.

Diikaz. Necht (M, p) je kompaktni a F : M — N spojité. Sporem: pfipustme, Ze F neni stejnomérné spojité. Pak
existuje g9 > 0 takové, Ze ke kazdému § > 0 existuji x,y € M takovd, Ze p(x,y) < 8 a o(F(x), F(y)) > e&o.
Polozime-li § = %, pak to znamenend, Ze existuji x,, y, takovd, Ze p(x,, yn) < 8 a 6 (F(x,), F(yn)) > &o. Protoze
N je kompaktni, 1ze z posloupnosti {x, };;2.; vybrat podposloupnost {x,, }2> , tak, Ze limg o Xn, = Xo € M. Déle plati
(X0, Yny) < p(x0, Xn, ) + P(Xng . Yn,) = 0 pro k — oo atedy také limg_, o Yn, = Xo. Podle Heineho podminky plati
0(F(xn)s F(yn)) < 0(F(xn;), F(x0)) +0(F(x0), F(¥n,)) = 0prok — oo, coZje spors o (F(x), F(y)) > &. O

Definice 5.8 (lipschitzovského zobrazeni a kontrakce). Budte (M, p), (N, o) metrické prostory a F : M — N zobrazeni.
Rekneme, Ze F je lipschitzovské, jestlize existuje konstanta L > 0 takovd, Ze pro Vx,y € M je o(F(x), F(y)) <
Lp(x,y). Konstanta L se nazyva Lipschitzova konstanta (Rudolf Lipschitz 1832—-1903, Némec). Rekneme, 7e zobrazeni
F je kontrakce, je-1i lipschitzovské s konstantou L < 1.

Véta5.9. Necht (M, p), (N, o) jsou metrické prostorya F : M — N zobrazeni. Je-li F lipschitzovské, pak je stejnomérné
spojité (a tedy také spojité).

Diikaz. Nechtf F je lipschitzovské s konstantou L. Bud’ e > 0 libovolné. Polozme § = ¢/L. Jsou-li x, y € M libovolné
body takové, Ze p(x, y) < 6, pak o(F(x), F(y)) < Lp(x,y) < L§ = Le/L = ¢. O

Priklad 5.10. Bud f spojitd funkce na intervalu {a, b), kterd ma derivaci na (a, b). Pak f je lipschitzovskéd na {(a, b) <=
/' jena (a, b) ohranicend.

Diikaz. ,,<=": Podle Lagrangeovy véty o stiedn{ hodnoté (viz véta 16.2 v SAl) ke kazdym x, y € (a, b) existuje & € (x, y)
takové, Ze f(x) — f(y) = f'(§)(x — y). Odtud | f(y) — f()| = [ /" E)lly — x| = L|y — x|.

== "2 ProtoZe f je lipschitzovska na (a, b}, plati | f(y) — f(x)| < L|y — x| pro x,y € {a,b). Budx € (a, b) libovolné
ay piSme vetvaruy = x+h,kde h € (a—x, b—x). Potom lze podminku ptepsat jako | f(x+h)— f(x)| < L|x+h—x| =
L|h|, coZ je v piipadé h # 0 ekvivalentni podmince

LCELEREII
, <L.
Odtud N L
}}i_r)r}) M — ;%w =|f’(x)|§]}i_r>r%)L=L,
tj. f je na (a, b) ohrani¢end. O

Definice 5.11 (limity zobrazeni mezi metrickymi prostory). Budte (M, p), (N, o) metrické prostory, F : M — N zob-
razeni a xo € M hromadny bod mnoZiny M. Rekneme, 7e zobrazeni F ma v bodé xo € M limitu yo € N a piSeme
limy—x, F(x) = yo, jestlize ke kazdému & > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro vSechna x € Of(xo) v (M, p) plati
F(x) € Oy(x9) v (N,0).

Poznamka. a) Pozor, limitu 1ze (narozdil od spojitosti) uvaZovat pouze v hromadnych bodech mnoZiny M !
b) Jestlize ma zobrazeni F v bodé xo € M limitu F(xg), pak je v tomto bodé spojité.

Definice 5.12 (pevného bodu zobrazeni). Nechf M je mnoZinaa F : M — M .Bod x € M se nazyva pevny bod zobrazeni
F,jestlize F(x) = x.

Véta 5.13 (Banachova véta o pevném bodu, Stefan Banach 1892-1945, Poldk). Nechf (M, p) je tplny metricky prostor
aF : M — M kontrakce. Pak existuje jediny pevny bod zobrazeni F. Navic, tento pevny bod je limitou posloupnosti
{Xntney, kde x1 € M je libovolny bod a xp 11 = F(x,), n =1,2,....

Diikaz. a) Nejdtive ukazme, Ze posloupnost {x, } je cauchyovska. Pro libovolné n € N plati

p(Xn, Xnt1) = p(F(xn-1), F(xn)) < Lp(Xn—1,Xn)
= Lp(F(xn—2), F(xp—1)) < L?p(xp—2.Xn—1) = -+ < L" " p(x1, x2).

Odtud a z (m3) plyne, Ze pro libovolnd n, m € N plati

P(Xn, Xnam) < p(Xn, Xnt1) + p(Xnt1, Xng2) + -+ pP(Xntm—1, Xn+m)



< L" 'p(x1.x2) + L"p(x1,x2) + L"p(xy,x2) + -+ + L" 2 p(xy, x2)
= (LN L L e L2 p(xy, )

m

L"*M -0

Ln—l , <
p(x1,x2) < 1—L

1—
=+ LA+ L2 4 L"HL p(xr,%0) = ——7
pron — 0o, nebof L"~! — 0 pron — oo, tj. {x,} je cauchyovska.
b) ProtoZze (M, p) je dplny, existuje lim, o0 X, = Xx € M.
¢) Ukazme, Ze x, je pevny bod F. Plati

P, F(x4)) = (X, Xn) + p(Xn, F(xx)) = (X, Xn) + p(F (Xn—1), F(x4)) = p(x, Xn) + Lp(Xn—1,%4) = 0

pron — oo, nebof lim p(x«,Xx,) = lim p(x,—1,x«) = 0 pron — oo. Tedy p(x«, F(x«)) = 0 a podle (ml) je
n—>o0 n—oo
F(xy) = x4.
d) Jako posledni krok ukazme jednoznac¢nost pevného bodu. Pfedpokladejme, Ze existuje pevny bod Xsx 7# Xx zOb-
razeni F. Pak p(xux, Xx) = p(F(Xxx), F(xx)) < Lp(X«x, xx). Odtud plyne, Ze (1 — L)p(Xxx,X«) < 0 a ponévadz
0 < L < 1, musi byt p(Xxx, Xx) = 0, tj. Xoese = Xx. O
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