6 Funkce vice proménnych, spojitost a limita

Definice 6.1 (funkce n proménnych). Zobrazeni f : R" — R nazveme (redlnou) funkci n (redlnych) proménnych.
MnozZina D(f) := {[x1,X2,...,%x,] € R" : Ay € R tak, Ze [x1, X2, ..., X, y] € f} se nazyva definicni obor funkce f,
mnozina H(f) :={y € R: 3[x1,x2,...,x,] € R" tak, Ze [x1,X2,...,Xn, y] € f} se nazyva obor hodnot. Zapisujeme:
y = f(x1,x2,...,Xp), struén€ y = f(X).Pron =2:z = f(x,y),pron = 3:u = f(x,y,z), atp. Grafem funkce n
proménnych nazveme mnozinu G( f) := {[X, f(X)] e R"*!1 : X € D(f)}.

Pozndmka. Neni-li defini¢ni obor zaddn, povaZzujeme za néj mnozinu vSech X € R”, pro kterd ma dany pfedpis smysl.

Piiklad 6.2. Nacrtnéte D( f') funkce f(x,y) = /sin(y — x).

Reseni. Jedinou podminkou je nezapornost vyrazu pod odmocninou, tj. definiéni obor obdrZime z podminky sin(y—x) > 0.
Ta je ekvivalentni podmince 2kw < y —x < (2k + )7, k € Z. Mdme tedy D(f) = {[x,y] e R? : 2kn <y —x <
2k + 1)m, k € Z}, viz obrazek 3.
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Obrazek 3: Naznaceni defini¢niho oboru funkce f(x,y) = +/sin(y — x) (,,pruhy“ se periodicky opakujf)

Priklad 6.3. Nacrtnéte graf funkce f(x,y) = /x2% + y2.

Reseni. Rezy plochy s rovinami rovnobéZznymi se soufadnymi rovinami xz a yz jsou hyperboly leZici (ve zmin&nych
soufadnych rovindch pak pfejdou v asymptoty t&chto hyperbol). Rezy plochy s rovinami rovnob&znymi se soufadnou
rovinou xy jsou pak kruznice se sttedem v po¢étku. Grafem je tedy polovina rotaéni kuZelové plochy (hodnotaz = f(x, y)
je podle zaddni nezdpornd) s osou rotace v ose z, viz obrdzek 4.

Obrazek 4: KuZelova plocha (graf funkce f(x,y) = v/x2 + y?2)

Uvazujeme-li na mnoZiné R” nékterou z ekvivalentnich metrik p;, p2, pso @ Na mnoziné D( f) potom piislusnou
indukovanou metriku, pak funkci n proménnych lze povazovat za zobrazeni metrického prostoru (D( f'), p;) na metricky
prostor (H(f),|x — y|). O funkci f fekneme, Ze je spojita (resp. stejnomérné spojitd, resp. lipschitzovskd), je-li toto
zobrazen{ spojité (resp. stejnomérné spojité, resp. lipschitzovské). Lze pouZit vSechna tvrzeni z predchozi kapitoly. Nebude-
li feceno jinak, budeme pouZivat maximdlni metriku po,. V tomto piipadé

OX)=(x1—e,x1+e)x(xp2—&,x2+8&) X+ X (X, —& Xy + &)
a0*(X)=0X)\{X}
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Limitu funkce n proménnych bychom zavedli jako v definici 5.11. Pokud chceme pojem rozsifit i na ,,nevlastni piipad®,
je potieba uvaZovat také okol{ nevlastnich bodl (nevlastnim bodem rozumime bod X = [xq,..., x,], kde alespon jedna
slozka x; = +00). Je-li X = [x1, X2,...,X,] € (R*)” nevlastni bod, pak klademe

O™ (X) = (a1,b1) x (a2, b2) x -+ x (an, bn),

kde
x;—e prox; €R x;i+¢e prox; €R
aj={—00 prox; =—00, b= q00 pro x; = oo,
ceR prox; =00 ceR prox; =—o00

Okoli nevlastniho bodi je vzdy ryzi. Pokud X je nevlastni bod a pro kazdé okoli O(X) plati O(X) N D(f) # @, pak X
Ize povazovat za hromadny bod D( f).

Definice 6.4 (limity funkce n proménnych). Necht f : R” — R je funkce a X, je hromadny bod D( f). Rekneme, Ze f
ma v bod€ X limitua € R* (piSeme limy_, x, f(X) = a), jestliZe ke kazdému okoli O(a) existuje okoli O*(Xy) takové,
Ze pro kazdé X € O*(Xo) N D(f) plati f(X) € O(a).

Vlastnosti. 1. Funkce f madv Xg nejvySe jednu limitu.
2. Md-li f v bodé Xg limitu a € R, pak existuje O*(Xy) takové, Ze f je na O*(Xo) N D(f) ohranidend (funkci
nazveme ohranicenou na mnoziné A C D(f), je-li ohranicend mnoZina f(A) coby podmnoZina R).
3. Necht’Xlin}( f(X) = 0a existuje O*(Xg) takové, Ze funkce g je na O*(Xo) N D(f) ohranicend. Pak
—>4X0

XIL“}(O f(X)g(X) =0.

4. Nechtxlgr}l(o f(x)=aeR, Xll)njl(og(x) = b € R. Pak plati: Xll)rrj}o | f(X)] = lal, Xlgr}l(o(f(X)j:g(X)) =azb,

X
Jim f(X)g(X) = ab, je-linavic b # 0, pak Jim, % - %’, a < b, je-li f(X) < g(X)

na néjakém O*(Xo) N D(f).
5. Necht existuje okoli O*(Xo) takové, Ze pro kaZdé X € O*(Xo)ND(f)ND(g)ND(h)plati f(X) < g(X) < h(X).
Jestlize lim f(X) = lim h(X)=a € R, pak lim g(X) = a.
X—Xo X—Xo X—Xo

6. Necht existuje sloZend funkce f o ¢ na O* (X)), Xlin)l( ©(X) =a € Ra f je spojita v bodé a. Potom
—>X0

li X)) = li X)) = .
Jm fe(X0)) = f(lim p(X)) = f(a)
7. Heineho podminka: th)lf f(X)=a <<= V{X,} S D(f), Xn = Xo, X # Xo plati f(X,)— a.
—4X0
Vypocet limity funkce dvou a vice proménnych obvykle neni jednoduchy, zejména nemame analogii 1’Hospitalova
pravidla!
7 2_ .2 (2 2
Priklad 6.5. Vypocitejtea)  lim L, b) im %, ¢) lim M
=23 x —y +2 [x.y]l=>[11] X% —y [x.y]=[0,00 X%+

Reseni. ad a) Pfimim dosazenim (jedna se o podil dvou polynomt prvniho stupn¢) mame

. x+7
lim _— =
[x.y]—>[2.3] x —y + 2

ad b) Upravou vyrazu:

. x?—y? . (x + y)(x — ) . x4y 2
11m _— = 11m = hm _ = -,
yl=[L1 X3 —y3  [xkyl=l1] (x — ) (2 +xy +¥2)  kal-Lilx2+xy +y2 3

ad c) V tomto pripadé lze danou limitu pfevést na limitu funkce jedné proménné:

sin(x? + y?) x24y2=1¢ . sint
1 —> T, = = lim — =1
[x,y]—>[0,0] x2+ y2 t—>0+ 10+ ¢
Xy x3y

Priklad 6.6. Dokazte, Ze limity a) neexistuji.

lim ————, b) lim ———
[x.y]-[0,0] X2 + y2 ) [x.y]-[0,0] X6 + y2
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Reseni. ad) Uvazujeme-li funkci pouze nad svazkem piimek y = kx, k € R, pak limity funkce nad jednotlivymi piimkami

vedou na
kx? k k

lim ———— = 1i = .
x1—>rnO x2 4 k2x2 xl—r>n0 1+ k2 14+ k2
Nad kaZdou pifimkou by tedy hodnota limity byla jind, coZ je spor s jednoznacnosti limity. Limita tedy neexistuje.

ad b) Vyzkousime-li podobné jako v ptikladu a) svazek piimek y = kx, zjistime, Ze v8echny limity funkce nad témito
pfimkami jsou nulové. To ndm existenci limity nevyvrati, ale ani nepotvrdi. Podobné&, svazek parabol y = kx? také vede
na nulové limity. A svazek kubickych parabol y = kx3, k € R vede na

i kx® y k k
1m = l1im =
x>0 x6 + k2x3  x—>014+k2  1+k2°

coZ existenci limity vyloudi.

3 2
Piiklad 6.7. Vyietite limitu  lim ———
[x,¥]—[0,0] y2 —5x 4+ 3y

Reseni. Metodou svazku pfimek y = kx, k € R dostaneme

, 3x2 . 3x 0 pro k # 5/3,
lim = lim — =
x>0 k2x2 — 5x + 3kx  x—0k2x — 5+ 3k 27/25 prok =5/3.

ProtoZe pro jednu piimku vychdzi hodnota limity jinak neZ pro ostatni, limita zadané funkce neexistuje.
Piiklad 6.8. Vysetiete limitu ~ lim  (x2 + y2)e &),
[x,y]—[00,00]

ReSeni. Plati
0<(x2+y? e~ (XY — 2y +y2ere Y <x?e ¥ 4yZe” Vx>0, Vy>0.

ProtoZe
1? 2t 2
. 2 —t . . . vils s ) . .
lim t“¢™" = lim — = lim — = lim — =0 (pouzili jsme 2x 1’Hospitalovo pravidlo),
t—00 t—o0 el t—oo el t—o0 el

funkce x2e™* +y2?e™” na pravé strané druhé nerovnosti konverguje k nule pro [x, y] — [00, c0]. Podle véty o tfech

limitach je tedy limita zadané funkce také nula.

Véta 6.9. Funkce f : R? — R md v bodé [xo, yo| limitu a € R, jestliZe existuje r* > 0 a funkce g : (0, 00) — (0, 00)
takovd, Ze limy o4 g(r) = 0a | f(xo + rcose, yo + rsing) —a| < g(r) pro kaZdé r € (0,r*) a kaZdé ¢ € (0,2x).

Diikaz. Bud' e > 0 libovolné. ProtoZe lim, .o+ g(r) = 0, existuje § > 0 takové, Ze pro Vr € (0,8) plati 0 < g(r) < e.
Uvazujeme-li na R? metriku p,, pak také V[x, y] € O5 ([x0, yol) plati | f(x,y) —a| < e, .

lim f(x,y) =a.

[x,y]—>[x0,¥0]

2 -1 2
Piiklad 6.10. VySetiete  lim  ~—— @~ DV
[x.y1>[0,1] X2 4 (y — 1)2

Reseni. Mame
x>+ (=D r2 +r3sind g s
5 — = =1+ rsin” ¢.
x4+ -1 x=rcos@, y=1+rsing r
Odtud,
| l+rsinp —1|<r -0 pro r—0.
=
f(rcos,1+r sin @) a g(r)
Hledanou limitou je tedy ¢islo 1.
Pozndmka. Vztah spojitosti a limity v bod€ je nyni nasledujici. Funkce f : R* — R je vbodé Xy € D(f) spojitd, jestlize
limy_x, f(X) = f(Xo). Jsou-li viechny body D( f) hromadné, tak plati i opacné tvrzeni.
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