
8 Totální diferenciál
Definice 8.1 (totálního diferenciálu). Řekneme, že funkce f W R2 ! R definovaná v okolí bodu Œx0; y0� je v tomto bodě
diferencovatelná, jestliže existují a; b 2 R taková, že platí

lim
Œh;k�!Œ0;0�

f .x0 C h; y0 C k/ � f .x0; y0/ � .ahC bk/
p
h2 C k2

D 0:

Lineární funkce ah C bk proměnných h; k se nazývá totální (úplný) diferenciál funkce f v bodě Œx0; y0� a značí se
df .x0; y0/, případně df .x0; y0I h; k/, případně df .x0; y0/.h; k/.

Poznámka. a) Analogicky bychom definovali totální diferenciál pro funkci tří a více proměnných.
b) Podmínku z definice lze ekvivalentně formulovat: existují a; b 2 R a funkce � W R2 ! R tak, že platí

f .x0 C h; y0 C k/ � f .x0; y0/ D ahC bk C
p
h2 C k2 �.h; k/; kde lim

Œh;k�!Œ0;0�
�.h; k/ D 0

(srovnejte s definicí diferenciálu funkce jedné proměnné).
c) Jmenovatel limity v definici je vzdálenost bodu Œh; k� od počátku v eukleidovskémetrice �2. Lze použít i ekvivalentní

metriky �1 nebo �1 (tj. výraz
p
h2 C k2 nahradit výrazem jhj C jkj nebo maxfjhj; jkjg).

Věta 8.2. Je-li funkce f W Rn ! R diferencovatelná v bodě X0, pak je v tomto bodě spojitá.

Důkaz.ZK Pro n D 2: Protože f je diferencovatelná, platí podle předchozí poznámky b)

lim
Œh;k�!Œ0;0�

�
f .x0 C h; y0 C k/ � f .x0; y0/

�
D lim
Œh;k�!Œ0;0�

�
ahC bk C

p
h2 C k2 �.h; k/

�
D 0

(protože limŒh;k�!Œ0;0� �.h; k/ D 0), což znamená, že limŒh;k�!Œ0;0� f .x0 C h; y0 C k/ D f .x0; y0/, tj. f je spojitá
v Œx0; y0�.

Poznámka. Obrácené tvrzení neplatí, např. funkce f .x; y/ D
p
x2 C y2 je spojitá v bodě Œ0; 0�, ale není zde diferenco-

vatelná.

Věta 8.3. Je-li funkce f W R2 ! R diferencovatelná v bodě Œx0; y0�, pak má v tomto bodě parciální derivace a platí
a D f 0x.x0; y0/, b D f 0y.x0; y0/, tj.

df .x0; y0/ D f 0x.x0; y0/ hC f
0
y.x0; y0/ k:

Důkaz.ZK Položme v definici totálního diferenciálu k D 0. Pak

0 D lim
h!0

f .x0 C h; y0/ � f .x0; y0/ � ah

jhj
D

(
f 0x.x0; y0/ � a pro h > 0
a � f 0x.x0; y0/ pro h < 0

;

tj. a D f 0x.x0; y0/. Stejným obratem by se dokázala rovnost b D f 0y.x0; y0/.

Věta 8.4. Má-li funkce f na O.Œx0; y0�/ parciální derivace f 0x , f 0y , které jsou spojité v Œx0; y0�, pak je v tomto bodě
diferencovatelná.

Důkaz. Protože parciální derivace derivace dle předpokladu existují v jistém okolí bodu Œx0; y0�, s využitím věty o střední
hodnotě na tomto okolí platí

lim
Œh;k�!Œ0;0�

f .x0 C h; y0 C k/ � f .x0; y0/ � f
0
x.x0; y0/h � f

0
y.x0; y0/k

p
h2 C k2

D lim
Œh;k�!Œ0;0�

f 0x.x0 C �h; y0/hC f
0
y.x0 C h; y0 C �k/k � f

0
x.x0; y0/h � f

0
y.x0; y0/k

p
h2 C k2

D lim
Œh;k�!Œ0;0�

�
f 0x.x0 C �h; y0/ � f

0
x.x0; y0/

� h
p
h2 C k2

C lim
Œh;k�!Œ0;0�

�
f 0y.x0 C h; y0 C �k/ � f

0
y.x0; y0/

� k
p
h2 C k2

D0:

Poslední rovnost plyne ze spojitosti f 0x , f 0y v Œx0; y0�, ohraničenosti
ˇ̌̌

hp
h2Ck2

ˇ̌̌
� 1,

ˇ̌̌
kp

h2Ck2

ˇ̌̌
� 1 a vlastností limity.
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Poznámka. a) Poslední dvě tvrzení platí analogicky i pro funkce tří a více proměnných.
b) Podobně jako u diferenciálu funkce jedné proměnné lze odůvodnit značení přírůstků h; k jako dx; dy, resp. přírůstků

h1; h2; : : : ; hn jako dx1; dx2; : : : ; dxn.
c) Rovina z D axCbyCc vR3 se nazývá tečnou rovinou ke grafu funkce z D f .x; y/ v bodě T D Œx0; y0; f .x0; y0/�,

jestliže

f .x0; y0/ D ax0 C by0 C c a lim
Œx;y�!Œx0;y0�

f .x; y/ � ax � by � cp
.x � x0/2 C .y � y0/2

D 0:

Z těchto rovnic dostaneme

0 D lim
Œx;y�!Œx0;y0�

f .x; y/ � f .x0; y0/C f .x0; y0/ � ax � by � cp
.x � x0/2 C .y � y0/2

D lim
Œx;y�!Œx0;y0�

f .x; y/ � f .x0; y0/ � a.x � x0/ � b.y � y0/p
.x � x0/2 C .y � y0/2

;

tj. df .x0; y0/.x � x0; y � y0/ D a.x � x0/ C b.y � y0/. Podle věty 8.3 platí a D f 0x.x0; y0/, b D f 0y.x0; y0/ a tedy
c D f .x0; y0/ � x0f

0
x.x0; y0/ � y0f

0
y.x0; y0/. Celkově tedy

z D f .x0; y0/C f
0
x.x0; y0/.x � x0/C f

0
y.x0; y0/.y � y0/; tj. z D f .x0; y0/C grad f .x0; y0/ � .x � x0; y � y0/;

tj. z D f .x0; y0/ C df .x0; y0I x � x0; y � y0/. Odtud plyne geometrický význam totálního diferenciálu funkce dvou
proměnných, je to přírůstek funkce měřený na tečné rovině.

Věta 8.5. Nechť funkce f W Rn ! R je diferencovatelná v bodě X0 2 Rn a nechť Es 2 Rn je libovolný. Pak existuje
směrová derivace f 0

Es
.X0/ a platí f 0Es .X0/ D grad f .X0/ � Es.

Důkaz.ZK Pro n D 2: Nechť f je diferencovatelná v bodě Œx0; y0�. Potom

f 0
Es
.x0; y0/ D lim

t!0

f .x0 C ts1; y0 C ts2/ � f .x0; y0/

t
D lim

t!0

df .x0; y0I ts1; ts2/C
q
t2.s21 C s

2
2/ �.ts1; ts2/

t

D df .x0; y0I s1; s2/˙ lim
t!0

q
s21 C s

2
2 �.ts1; ts2/ D df .x0; y0I s1; s2/ D grad f .x0; y0/ � Es:

Příklad 8.6. Spočítejte směrovou derivaci f .x; y; z/ D x2 C yz v bodě Œ1; 2;�1� ve směru vektoru Es D .�1; 1; 2/.
Řešení.

grad f D .2x; z; y/ H) grad f .1; 2;�1/ D .2;�1; 2/ H) f 0
Es
.1; 2;�1/ D .2;�1; 2/ � .�1; 1; 2/ D 1:

Srovnejte s příkladem 7.9.

Definice 8.7 (totálního diferenciálu m-ho řádu). Nechť funkce f W R2 ! R má na O.Œx0; y0�/ parciální derivace až
do řádu m včetně, které jsou spojité v bodě Œx0; y0�. Pak totálním diferenciálem m-tého řádu funkce f v bodě Œx0; y0�
rozumíme funkci

dmf .x0; y0I h; k/ D
mX
jD0

 
m

j

!
@mf

@xj @ym�j
.x0; y0/h

jkm�j :

Poznámka. a) Totální diferenciál m-tého řádu funkce f je přirozené definovat jako dmf D d.dm�1f /, m D 2; 3; : : : ,
což vzhledem k větám 8.3 a 8.4 skutečně vede na vzorec v předchozí definici, např.

d2f D d.df / D d.f 0xhC f
0
yk/ D .f

0
xhC f

0
yk/
0
xhC .f

0
xhC f

0
yk/
0
yk

D f 00xxh
2
C f 00yxhk C f

00
xyhk C f

00
yyk

2
D f 00xxh

2
C 2f 00xyhk C f

00
yyk

2:

b) V případě funkce tří a více proměnných se vzorec modifikuje na

dmf .X0I h1; h2; : : : ; hn/ D
X

m1Cm2C���CmnDm

mŠ

m1Šm2Š : : : mnŠ
�

@mf

@x
m1

1 @x
m2

2 : : : @x
mn
n

.X0/h
m1

1 h
m2

2 : : : hmn
n :
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9 Derivace složené funkce, Taylorův polynom
Věta 9.1 (řetězové pravidlo). Nechť funkce u; v W R2 ! Rmají parciální derivace v bodě Œx0; y0� a funkce f W R2 ! R je
diferencovatelná v bodě Œu0; v0� D Œu.x0; y0/; v.x0; y0/�. Potom funkce z D F.x; y/ D f .u.x; y/; v.x; y// má parciální
derivace v bodě Œx0; y0� a platí

F 0x.x0; y0/ D f
0
u.u0; v0/ u

0
x.x0; y0/C f

0
v.u0; v0/ v

0
x.x0; y0/;

F 0y.x0; y0/ D f
0
u.u0; v0/ u

0
y.x0; y0/C f

0
v.u0; v0/ v

0
y.x0; y0/;

stručně z0x D z0uu0x C z0vv0x a z0y D z0uu0y C z0vv0y .

Důkaz. Podle definice je

F 0x.x0; y0/ D lim
h!0

F.x0 C h; y0/ � F.x0; y0/

h
D lim
h!0

f
�
u.x0 C h; y0/; v.x0 C h; y0

�
� f

�
u.x0; y0/; v.x0; y0/

�
h

:

Protože f je diferencovatelná v bodě Œu0; v0�, existuje podle poznámky b) pod definicí 8.1 funkce � taková, že

lim
Œh;k�!Œ0;0�

�.h; k/ D 0

a

f
�
u.x0 C h; y0/; v.x0 C h; y0/

�
� f .u0; v0/ D f

0
u.u0; v0/

�
u.x0 C h; y0/ � u0

�
C f 0v.u0; v0/

�
v.x0 C h; y0/ � v0

�
C

q�
u.x0 C h; y0/ � u0

�2
C
�
v.x0 C h; y0/ � v0

�2
�
�
u.x0 C h; y0/ � u0; v.x0 C h; y0/ � v0

�
;

přičemž jsme využili větu 8.3. Označme

!.h/ D

q�
u.x0 C h; y0/ � u0

�2
C
�
v.x0 C h; y0/ � v0

�2
�
�
u.x0 C h; y0/ � u0; v.x0 C h; y0/ � v0

�
:

Pak

F 0x.x0; y0/ D lim
h!0

1

h

�
f 0u.u0; v0/

�
u.x0 C h; y0/ � u0

�
C f 0v.u0; v0/

�
v.x0 C h; y0/ � v0

�
C !.h/

�
D f 0u.u0; v0/u

0
x.x0; y0/C f

0
v.u0; v0/v

0
x.x0; y0/C lim

h!0

!.h/

h
:

Jako poslední krok je potřeba ukázat, že

lim
h!0

!.h/

h
D lim
h!0

s�
u.x0 C h; y0/ � u0

�2
C
�
v.x0 C h; y0/ � v0

�2
h2

�.h/ D 0:

Skutečně, s využitím l’Hospitalova pravidla máme

lim
h!0

�
u.x0 C h; y0/ � u0

�2
C
�
v.x0 C h; y0/ � v0

�2
h2

D lim
h!0

2
�
u.x0 C h; y0/ � u0

�
u0x.x0 C h; y0/C 2

�
v.x0 C h; y0/ � v0

�
v0x.x0 C h; y0/

2h

D
�
u0x.x0; y0/

�2
C
�
v0y.x0; y0/

�2
:

Protože existuje konečná limita, funkces�
u.x0 C h; y0/ � u0

�2
C
�
v.x0 C h; y0/ � v0

�2
h2

musí být ohraničená (viz vlastnosti limity, bod druhý s přihlédnutím k bodu šestému). Vztah limh!0 !.h/=h D 0 pak
plyne ihned z třetího bodu vlastností limity.

Poznámka. a) Analogicky pro funkci tří a více proměnných z D f .u1; : : : ; un/, kde ui D ui .x1; : : : ; xn/, bychom dostali

@z

@xi
D

nX
jD1

@z

@uj

@uj

@xi
:
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b) Pro derivace druhého řádu by se tvrzení modifikovalo: mají-li funkce u a v parciální derivace do druhého řádu
v bodě Œx0; y0� a funkce f má parciální derivace druhého řádu na okolí bodu Œu0; v0� D Œu.x0; y0/; v.x0; y0/�, které jsou
v tomto bodě spojité, pak funkce z D F.x; y/ D f .u.x; y/; v.x; y// má druhé parciální derivace v bodě Œx0; y0� a platí

z00xx D z
00
uu.u

0
x/
2
C 2z00uvu

0
xv
0
x C z

00
vv.v

0
x/
2
C z0uu

00
xx C z

0
vv
0
xx ;

z00xy D z
00
uuu
0
xu
0
y C 2z

00
uvu
0
xv
0
y C z

00
vvv
0
xv
0
y C z

0
uu
00
xy C z

0
vv
0
xy ;

z00yy D z
00
uu.u

0
y/
2
C 2z00uvu

0
yv
0
y C z

00
vv.v

0
y/
2
C z0uu

00
yy C z

0
vv
0
yy :

Skutečně, např. pro z00xx máme

z00xx D .z
0
uu
0
x/
0
x C .z

0
vv
0
x/
0
x D .z

0
u/
0
xu
0
x C z

0
uu
00
xx C .z

0
v/
0
xv
0
x C z

0
vv
00
xx

D .z0uuu
0
x C z

00
uvv
0
x/u
0
x C z

0
uu
00
xx C .z

00
vuu
0
x C z

00
vvv
0
x/v
0
x C z

0
vv
0
xx

D z0uu.u
0
x/
2
C 2z00uvu

0
xv
0
x C z

00
vv.v

0
x/
2
C z0uu

00
xx C z

0
vv
0
xx ;

přičemž jsme využili linearitu operace derivování a rovnost z00uv D z00vu.

Věta 9.2 (Taylorova). Nechť funkce f W Rn ! R má v boděX0 a nějakém jeho okolí spojité parciální derivace až do řádu
mC 1 včetně. Pak pro libovolné X z tohoto okolí platí

f .X/ D Tm.X/CRm.X/;

kde

Tm.X/ D f .X0/C
1

1Š
df .X0IX �X0/C

1

2Š
d2f .X0IX �X0/C � � � C

1

mŠ
dmf .X0IX �X0/

se nazývá Taylorův polynom (stupně m) a

Rm.X/ D
1

.mC 1/Š
dmC1f .X0 C #.X �X0/IX �X0/; # 2 .0; 1/

se nazývá m-tý Taylorův zbytek v Lagrangeově tvaru.

Idea důkazu. Zavede se pomocná funkce F.t/ D f .X0 C t .X � X0//, pro kterou platí F.1/ D f .X/, a využije se
Taylorova věta pro funkci jedné proměnné v bodě t D 0, tj.

F.1/ D F.0/C
1

1Š
F 0.0/C

1

2Š
F 00.0/C � � � C

1

mŠ
F .m/.0/C

1

.mC 1/Š
F .mC1/.#/:

Aplikujme-li pro výpočet derivací F .k/ pravidlo pro parciální derivace složených funkcí, dostaneme vzorec věty.

Poznámka. Nechť všechny parciální derivace řádumC1 funkce f jsou ohraničené stejnou stejnou konstantou c na úsečce
X0 C tH , t 2 h0; 1i (H D Œh1; h2; : : : ; hn� 2 Rn), která leží v uvažovaném okolí. Pak pro odhad zbytku Rm platí:

jRm.X0 CH/j �
c

.mC 1/Š

�
jh1j C jh2j C � � � C jhmj

�mC1
:

Příklad 9.3. Určete Taylorův polynom T2 funkce f .x; y/ D
p
1 � x2 � 4y2 v bodě Œ0; 0�. Pomocí tohoto polynomu

určete přibližně hodnotu f .1=4; 1=8/ a proveďte odhad chyby, které se aproximací dopustíme.
Řešení.Máme f .0; 0/ D 1 a postupným napočítáním derivací až do druhého řádu snadno ověříme, že

df .0; 0/ D 0; d2f .0; 0/ D �h2 � 4k2:

Protože h D x � 0 D x, k D y � 0 D y, Taylorův polynom má tvar

T2.x; y/ D 1 �
1

2
x2 � 2y2

(tento polynom spolu s původní funkcí jsou znázorněny na obrázku 5). Aproximace dané funkční hodnoty potom je

f

�
1

4
;
1

8

�
D

p
14

4
� 1 �

1

2

�
1

4

�2
� 2

�
1

8

�2
D 0; 9375:

Pro odhad zbytku potřebujeme navíc třetí derivace. Platí:

f
000

xxx D
3x.4y2 � 1/

.1 � x2 � 4y2/5=2
; f

000

xxy D
4y.4y2 � 2x2 � 1/

.1 � x2 � 4y2/5=2
; f

000

xyy D
4x.x2 � 8y2 � 1/

.1 � x2 � 4y2/5=2
; f

000

yyy D
48y.x2 � 1/

.1 � x2 � 4y2/5=2
:
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Protože nás zajímá ohraničenost derivací na úsečce x D t=4, y D t=8, t 2 h0; 1i, zaveďme funkce

'1.t/ D f
000

xxx

�
t

4
;
t

8

�
D

3t3 � 48t

64.1 � t2=8/5=2
; '2.t/ D f

000

xxy

�
t

4
;
t

8

�
D �

t3 C 16t

32.1 � t2=8/5=2

'3.t/ D f
000

xyy

�
t

4
;
t

8

�
D �

t3 C 16t

16.1 � t2=8/5=2
; '4.t/ D f

000

yyy

�
t

4
;
t

8

�
D

t3 � 96t

16.1 � t2=8/5=2
:

Není těžké ověřit, že všechny čtyři funkce jsou v absolutní hodnotě na intervalu h0; 1i ohraničené číslem 8. Podle výše
uvedeného vzorce tedy máme ˇ̌̌̌

R2

�
1

4
;
1

8

�ˇ̌̌̌
�
8

3Š

�
1

4
C
1

8

�3
D

9

128
D 0; 0703125:

Výpočtem na kalkulačce nebo počítači se lze přesvědčit, že skutečná chyba je výrazně menší (cca 0,002), odhad zbytku
pomocí uvedeného vzorce bývá obvykle dosti pesimistický.

Obrázek 5: Graf funkce f (horní polovina elipsoidu, tmavší šedá) a jejího Taylorova polynomu druhého stupně (eliptický
paraboloid, světlejší šedá) z příkladu 9.3
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