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8 Totalni diferencial

Definice 8.1 (totdlniho diferencidlu). Rekneme, Ze funkce f : R? — R definovana v okoli bodu [xg, yo] je v tomto bodé&
diferencovatelnd, jestliZe existuji a, b € R takova, Ze plati

lim f(xo+h.yo +k) — f(xo0.y0) — (ah + bk) _
[2,k]1—[0,0] /h? + k2

Linedrni funkce ah + bk proménnych h,k se nazyva totdlni (iipiny) diferencidl funkce f v bodé [xg, yo] a znadi se
d f(x0, o), pfipadné d f(xo, yo; h, k), piipadné d f (xo, yo)(h, k).

Pozndamka. a) Analogicky bychom definovali totdln{ diferencidl pro funkci tff a vice proménnych.
b) Podminku z definice 1ze ekvivalentné formulovat: existuji a, b € R a funkce 7 : R? — R tak, Ze plati

0.

F(xo + I, yo + k) — f(x0.vo) = ah + bk + Vh2 + k2 (h.k). kde g dm e k) =0

(srovnejte s definici diferencidlu funkce jedné proménné).
¢) Jmenovatel limity v definici je vzdalenost bodu [/, k] od pocétku v eukleidovské metrice p,. Lze pouzit i ekvivalentni
metriky p; nebo peo (tj. vyraz +/h? + k2 nahradit vyrazem |k| + |k| nebo max{|A[, |k|}).

Véta 8.2. Je-li funkce f : R" — R diferencovatelnd v bodé Xy, pak je v tomto bodé spojita.

Diikaz. Pro n = 2: ProtoZe f je diferencovatelnd, plati podle pfedchozi pozndmky b)

](f(xo +h, yo + k) — f(x0.y0)) = lim ](ah + bk + Vh2 + k2 t(h,k)) = 0

lim
[h,k]—[0,0 [h,k]1—[0,0

(protoZe limpy k]—[0,0) T(h, k) = 0), coZ znamend, Ze limp, k1—[0,0] f (X0 + h, Yo + k) = f(Xo0,Y0), tj. f je spojitd
v [0, Yol [

Pozndamka. Obrdcené tvrzeni neplati, napf. funkce f(x,y) = +/x2 + y?2 je spojitd v bodé& [0, 0], ale neni zde diferenco-
vatelnd.

Véta 8.3. Je-li funkce f : R? — R diferencovatelnd v bodé [xq, yo|, pak md v tomto bodé parcidlni derivace a plati
a = fy{(xo,y0), b = f;(x0, o), 1.

df(x0,v0) = fy(x0,y0) h + f,(x0, yo) k.

Diikaz. PoloZzme v definici totdlniho diferencidlu k = 0. Pak

f(xo + h.yo) — f(xo0.y0) —ah _ ) fi(xo,y0) —aproh >0

0 = lim =
0 1 a— f1(xo. yo) proh <0
tj.a = fy(xo, yo). Stejnym obratem by se dokdzala rovnost b = f;/(xo, yo) O

Véta 8.4. Md-li funkce f na O([xo, yo]) parcidlni derivace f, fy’, které jsou spojité v [xg, yol, pak je v tomto bodé
diferencovatelnd.

Diikaz. ProtoZe parcidlni derivace derivace dle pfedpokladu existuji v jistém okoli bodu [xg, Vo], s vyuZitim véty o stiedni
hodnoté na tomto okoli plati

Sf(xo +h,yo + k) — f(xo0,y0) = fy(x0, yo)h — f;(x0, yo)k

lim
[7,k]—[0,0] Vh? + k?
. Si(xo +&h, yo)h + fy(xo + h, yo + nk)k — f{(xo, yo)h — f}(x0, yo)k
= lim
[7,k]—[0,0] vVh? + k?
h k
= 1 ! h, yo) — f(xo, —_ li ! h, k) — f!(xo, _—
[h,k]1—>m[o,o](fX(x0 + £h, yo) = fi(x0, ¥0)) e + [h,k]1—>m[o,o](fy(x0 +h, yo + nk) = £, (xo, y0)) e
=0.
. .. . .y . h k P
Posledni rovnost plyne ze spojitosti f, S5 v [x0, yo, ohrani¢enosti ‘W <1, Wrvs < 1 avlastnosti limity. [
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Poznamka. a) Posledni dvé tvrzeni plati analogicky i pro funkce tif a vice proménnych.
b) Podobné jako u diferencialu funkce jedné proménné 1ze odtivodnit znaceni piirtstkd 4, k jako dx, dy, resp. piirtstkd
hy,ha, ..., hyjako dxy,dxs, ..., dx,.
c)Rovinaz = ax+by+c v R3 se nazyva tecnou rovinou ke grafu funkce z = f(x,y)vbodé T = [x¢., yo. f (X0, ¥o)],
jestlize
f(x,y)—ax—-by —c

f(xo0,y0) =axo+byo+c a lim —0
o0 ’ 0 [x,y]=>[x0,¥0] \/(x —x0)2 + (¥ — y0)2

Z téchto rovnic dostaneme

S(x,y) = f(x0,y0) + f(X0,y0) —ax —by —c¢

0=
[x.y1=>[x0.¥0] V(x —x0)2 + (y — yo)?
_ S(x.y) — f(x0, y0) —a(x — xo0) —b(y — yo)
[e:y1=>Txo.30] V(& = x0)% + (y = y0)? ’

4. d f(x0, yo)(x — X0,y — yo) = a(x — xo) + b(y — yo). Podle véty 8.3 plati @ = f{(xo0,y0), b = f;(xo, o) a tedy
¢ = f(x0,y0) — Xo [y (X0, Yo) — Yo fy (X0, yo). Celkové tedy

z = f(x0,y0) + [y (X0, o) (x — xo0) + f,(xX0,y0)(¥y = Yo), 4. z = f(xo,y0)+ grad f(xo, yo) - (x — X0,y — o),

tj. z = f(x0,y0) + df(x0, yo; X — X0, ¥ — yo). Odtud plyne geometricky vyznam totdlniho diferencidlu funkce dvou
proménnych, je to piirdstek funkce méfeny na tecné roviné.

Véta 8.5. Necht funkce f : R" — R je diferencovatelnd v bodé Xog € R" a nechf's € R" je libovolny. Pak existuje
smérovd derivace f](Xo) a plati fsf(Xo) = grad f(Xp) -5.

Diikaz. Pron = 2: Necht f je diferencovatelnd v bod€ [x¢, yo]. Potom

S0+ 15150+ 152 = f(sooye) _ 4G oitsiise) + 1267 43 asn is2)
= 1um

t t—0 t

=d f(xo, yo;51,52) = th_r)% ,/sf + s% T(ts1,182) = d f(x0, yo; 51,52) = grad f(xo, yo) - 5.

/ .
S5 (x0, y0) = }E}})

Piiklad 8.6. Spocitejte smérovou derivaci f(x,y,z) = x2 + yz v bodé& 1,2, —1] ve sméru vektoru 5§ = (-1, 1,2).
Resent.

grad f = (2x,z,y) = grad f(1,2,-1)=(2,-1,2) = fsf(l,2,—l) =2,-1,2)-(-1,1,2) = 1.
Srovnejte s ptikladem 7.9.

Definice 8.7 (totdlniho diferencidlu m-ho ¥adu). Nechf funkce f : R? — R md na O([xo, yo]) parcidlni derivace aZ
do fadu m véetné, které jsou spojité v bod€ [x¢, yo]. Pak fotdlnim diferencidlem m-tého ¥ddu funkce f v bodé [xo, yo]
rozumime funkci

da” chok) = ([ _s Bl =i
f(xo. yorh k) =" i )axiaymi (X0, Y0) :
j=0

Pozndmka. a) Totdlni diferencidl m-tého ¥adu funkce f je pfirozené definovat jako d” f = d(d™ ' f),m = 2.,3,...,
coZ vzhledem k vétdm 8.3 a 8.4 skutecné vede na vzorec v predchozi definici, napf.

& f =ddf) = d(fih+ fjk) = (fih + fik)h + (fih+ [k k
= fI 0+ flhk + flhk + £k = [l + 21 hk + £k

b) V pripadé funkce tii a vice proménnych se vzorec modifikuje na

A" F(Xoihyshas . hn) = 3 m! : "y (Xo)W" I .
012 e Bin ) mylma! .. my! Oxy " 9xy % ... dxp " O T e B

my+my+etm,=m
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9 Derivace sloZzené funkce, Tayloriav polynom

Véta 9.1 (fetézové pravidlo). Necht funkce u,v : R?> — R maji parcidlni derivace v bodé [xg, yo| a funkce f : R> — R je
diferencovatelnd v bodé [ug, vo] = [u(xo, yo), v(xo, yo)]. Potom funkce z = F(x,y) = f(u(x,y),v(x,y)) md parcidlni
derivace v bodé [xg, yo| a plati

Fy(x0,y0) = [ (o, vo) u’(x0, yo) + fy (1o, vo) v (xo, yo),
Fy(x0, y0) = fyy (o, vo) u}, (xo0, yo) + f, (1o, vo) vy, (X0, Yo),

struénéz —zu +zv azy—zu +z/ vy

Diikaz. Podle definice je

F(xo + h, yo) — F(xo,y0) _ lim S (u(xo + h, yo), v(xo + h, yo) — f(u(x0. o), v(xo, yo))
h - h—0 h ’

Fl(xo, = lim
(X0, y0) Jim
Protoze f je diferencovatelnd v bod€ [ug, vo], existuje podle poznamky b) pod definici 8.1 funkce 7 takovd, Ze

lim t(h,k)=0
[A,k]1—[0,0]

f(u(xo + h, yo), v(xo + h, yo)) — f(uo.vo) = f, (1o, vo)(u(xo + I, yo) — uo) + f, (o, vo)(v(xo + h, yo) — vo)

+\/(M(Xo + h, yo) — Mo)2 + (v(xo0 + h, yo) — Uo)2 T(u(xo + h, yo) — uo. v(xo + h, yo) — o).

pfi¢emzZ jsme vyuZili vétu 8.3. Ozna¢me

w(h) = \/(M(xo + h, yo) — Mo)2 + (v(xo + 11, yo) — Uo)2 T(u(xo + h, yo) — uo. v(xo + h, yo) — vo).
Pak

F}(x0.y0) = 11m [fu(MOs vo) (u(xo + h, yo) —uo) + fy(uo.vo)(v(xo + /. yo) — vo) + w(h)]

= fu(uo, vo)u'y (X0, yo) + f, (1o, vo)vy (X0, yo) + hm Q

Jako posledni krok je potieba ukdzat, Ze

2 2
h + h, yo) —uo)” + (v(xo + ., yo) —
i w(h) — lim \/(u(xo yo) — o) + (v(xo ¥0) — Vo) o(h) =0,
h—>0 h h—0 h?
Skute¢né, s vyuzitim 1’Hospitalova pravidla mame
o (u(xo + I, yo) — u0)2 + (v(xo + I, yo) — Uo)2
h—0 h?
 lim 2(u(xo + I, yo) — uo)u’ (xo + K, yo) + 2(v(x0 + h. yo) — vo) v} (xo + /. yo)
N h—0 2h

= (u (o, )’0))2 + (U;(Xo,yo))2~

ProtoZe existuje kone¢na limita, funkce

\/(M(xo + h, yo) — u0)2 + (v(xo0 + . yo) — Uo)2
2

musi byt ohrani¢end (viz vlastnosti limity, bod druhy s pfihlédnutim k bodu Sestému). Vztah limy_q w(h)/h = 0 pak
plyne ihned z tiettho bodu vlastnosti limity. O

Pozndmka. a) Analogicky pro funkci tif a vice proménnych z = f(uy,...,u,), kde u; = u;(xy, ..., x,), bychom dostali
Z 0z au]
ax, ouj dx;
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b) Pro derivace druhého fadu by se tvrzeni modifikovalo: maji-li funkce u a v parcidlni derivace do druhého fadu
v bodé€ [xg, yo] a funkce f ma parcidlni derivace druhého fadu na okoli bodu [ug, vo] = [u(x0, yo), v (X9, Yo)], které jsou
v tomto bodé spojité, pak funkce z = F(x,y) = f(u(x,y),v(x, y)) md druhé parcidlni derivace v bod€ [xg, yo] a plati

"o \2 "o 0 1" \2 1o ’o
Zxx_Zuu(ux) +2Zuvuxvx+zvv(vx) +Zuuxx+zvvxx7

[/ o, " g (/BN [ AN
Zyy = ZyyUxty + 22U V) + 2, V3 0y, + 2 Uy, + 20y,

[Z—i /\2 " ! " 1\2 I [
Zyy = Zyyy (U),)7 4 22 u5,0) + 20, (0))7 + Z U, + 20

N % M " z
Skute¢né, napf. pro z;/, mdme

/Y BN AN PN N ’oon AV /W
Zxx - (Zuux)x + (Zvvx x (Zu)xux + Zuuxx + (Zv)xvx + Zvvxx

_ / / "o / ’o N "o "o NS ’o
- (Zuuux + Zuvvx)ux + ZyUxx + (Zvuux + Zvvvx)vx + ZyVxx
7 71 \2 [/ " 1\2 /A4 ’.

= Zyu (ux) + 2Zuvuxvx + Zvv(vx) + ZyUxx + ZyVUxx»

"

Vv v oe voels 1 . . pvs n o __
pricemzZ jsme vyuZili linearitu operace derivovani a rovnost z,;, = z,,.

Véta 9.2 (Taylorova). Necht funkce f : R" — R md v bodé Xy a néjakém jeho okoli spojité parcialni derivace aZ do vddu
m + 1 véetné. Pak pro libovolné X z tohoto okoli plati

J(X) = Tn(X) + R (X),

kde
1 1 1
Tm(X) = f(Xo) + Fdf(XmX — Xo) + 5d2f(Xo§X —Xo)+---+ %dmf(XOQX — Xo)
se nazyvd Taylortiv polynom (stupné m) a

Rny(X) = ﬁd”’“f()(o + (X — Xo0); X — Xo), 9 €(0,1)

se nazyvd m-ty Tayloriv zbytek v Lagrangeové tvaru.
Idea diikazu. Zavede se pomocna funkce F () = f(Xo 4+ t(X — Xp)), pro kterou plati F(1) = f(X), a vyuZije se

Taylorova véta pro funkci jedné proménné v bodé ¢ = 0, tj.

_ i/ i " i (m) 1 (m+1)
F() = FO) + 1 F/O0) + 570+ 4 0 F OO + g FO0 @),

Aplikujme-li pro vypocet derivaci F®) pravidlo pro parcidlni derivace sloZenych funkci, dostaneme vzorec véty. O

Pozndmka. Necht v§echny parcidlni derivace fadu m + 1 funkce f jsou ohraniené stejnou stejnou konstantou ¢ na dsecce
Xo+tH,t €(0,1) (H = [h1,h3, ..., h,] € R?), kterd leZ{ v uvazovaném okoli. Pak pro odhad zbytku R,, plati:

C m
|Rm(Xo + H)| < mﬂhﬂ + |ha| + -+ + |hml) *

Priklad 9.3. Urcete Taylortiv polynom T, funkce f(x,y) = /1 —x2 —4y2 v bodé [0, 0]. Pomoci tohoto polynomu
urCete priblizné€ hodnotu f(1/4,1/8) a provedte odhad chyby, které se aproximaci dopustime.

~y s

Reseni. Mame £(0,0) = 1 a postupnym napo&itanim derivaci a7 do druhého fadu snadno ovéfime, Ze
df(0,0) =0, d>£(0,0) = —h?—4k>.

Protoze h = x — 0 = x, k = y — 0 = y, Taylorv polynom m4 tvar
T(x,y)=1-— %xz —2y?
(tento polynom spolu s piivodni funkcf jsou zndzornény na obrdzku 5). Aproximace dané funkéni hodnoty potom je
f (%%) = @ ~ 1—%(%)2—2(%)2 =0, 9375.

Pro odhad zbytku potiebujeme navic tfeti derivace. Plati:

3x(4y%2 —1) mo Ay(dyr=2x2—1) . 4x(x*—=8y2—-1) 48y(x2 —1)

(1 —x2 = 4y2)5/2 » Jxxy T (1 —x2 = 4y2)5/2 > Jxyy T (1 —x2 = 4y2)5/2 > Jyyy T (1 —x2 = 4y2)5/2 :

i
fxxx =
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ProtoZe nds zajima ohranicenost derivaci na dseCce x = t/4,y =t/8,t € (0, 1), zavedme funkce

wo (t t 313 — 48¢ wo (t t 3+ 16t
w0 =fis(55) = @a—m 0= (35) =i

m [t t 13+ 16t wo [t t 13 — 96¢
@3(1) = fxyy (Z’ g) = _16(1 —12/8)5/2° Qa(t) = fyyy (Z’ g) = 16(1 — 12/8)5/2°

Neni t€zké ovéfit, Ze vSechny ¢tyfi funkce jsou v absolutni hodnoté na intervalu (0, 1) ohrani¢ené ¢islem 8. Podle vyse

uvedeného vzorce tedy mdme
R L1l <8 1-1-13—9—00703125
2\#g)|=3\a"8) 128 ‘

Vypoctem na kalkulac¢ce nebo pocitali se 1ze presvédcit, Ze skute¢nd chyba je vyrazné mensi (cca 0,002), odhad zbytku
pomoci uvedeného vzorce byva obvykle dosti pesimisticky.

Obrazek 5: Graf funkce f (horni polovina elipsoidu, tmavsi Sedd) a jejtho Taylorova polynomu druhého stupné (elipticky

PP

paraboloid, svétlejsi Sedd) z prikladu 9.3
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