7 Parcidlni a smérova derivace, gradient

Definice 7.1 (parcidlnich derivaci funkce dvou proménnych). Nechf 7 : R? — R je funkce a [xo, Yo] je vnitini bod D( f).
Polozme ¢(x) = f(x, yo). Mé-li funkce ¢ derivaci v bodé€ xo, nazyvame tuto derivaci parcidlni derivaci funkce f podle

proménné x v bodé [xg, yo] (znaime f}(xo, yo), nebo fx(xo, yo), nebo %(xo, yo). To znamend, Ze

@(xo + 1) —p(xo) y JS(xo + h, yo) — f(x0, y0)
= lim .
h h—0 h

"(xo, = lim
J+ (X0, ¥0) Nim

Podobné, ma-li funkce ¥ (y) = f(xo, y) derivaci v bodé yq, nazyvame tuto derivaci parcidlni derivaci funkce f podle

proménné y v bodé [xg, yo] (znacime fy’ (X0, ¥0), nebo fy(xo, yo), nebo %(xo, ¥0))-
Ma-li funkce f parcidlni derivace podle x ve vSech bodech néjaké mnoziny M C D(f), je tato parcidlni derivace
sama funkci (znacime f}, fx, %), analogicky pro f}.

Pozndmka. a) Analogicky pro f : R” — R definujeme [} (Xo) := @l (x)), kde

gol(xl) = f(x?’xg»"'»x?_lvxivxlp_l,-ls'"5'x2)‘

b) Pravidlo pro vypocet je snadné, derivujeme jako funkci jedné proménné, ostatni proménné povaZujeme za parametry.

¢) Lze tedy pouZit vSechna pravidla pro derivovani jako u funkce jedné proménné.

d) Pozor, v pfipadé funkce jedné proménné platilo, Ze funkce majici derivaci v bod€ musi byt spojitd v tomto bode¢.
Toto pravidlo pro funkce dvou a vice proménnych obecné neplati, napf.

proxy =0
X,
ASR 0 proxy #0
md v bodé [0, 0] parcidlni derivace f{(0,0) = 0 = £/(0, 0), ale funkce v tomto bod€ nen{ spojitd.
Priklad 7.2. Urdete parcialni derivace funkce f(x,y,z) = x” In(x + z2).
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5
X +z

fl=yxVIn(x + z) + x” fy=x"InxIn(x +2%), f/=

X+ z2’
Véta 7.3 (o stfedni hodnot&). Necht funkce f : R? — R md obé parcidlni derivace ve viech bodech mnoZiny (ay,by) x
(az,b2) € D(f). Pak existuji ¢isla & € (ay,b1), n € (az, by) takovd, Ze

S(b1,b2) — flar,az) = fy(§,a2)(by —ar) + f, (b1, n) (b2 — a2).

Diikaz. S vyuZitim Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté pro funkci jedné proménné (viz véta 16.2 v SA1) dostaneme

S(b1,b2) = f(ar,az) = f(b1,b2) — f(br,a2) + f(b1,az2) — f(a1,a2) = fy(b1,n)(b2 —a2) + f{(§, az2)(b1—a1). O

Definice 7.4 (druhych parcidlnich derivaci). Nechf funkce f : R? — R m4 obé& parcidlni derivace na oteviené mno-

zine M C D(f) a [xo, yo] € M. Existuje-li parcidlni derivace funkce f, podle prom&nné x v bodg [xo, o], nazveme

tuto derivaci druhou parcialni derivaci (nebo parcidlni derivaci 2. ¥adu) funkce f podle x v bodé [xg, yo] a znacime
2

(X0, Y0), nebo fxx(xo, yo), nebo %Tf;(xo, ¥o). Existuje-li parcidlni derivace funkce f, podle y v bod€ [xo, yo], na-

zveme tuto derivaci druhou smiSenou parcidlni derivaci funkce f v bodé [xo, yo] a znacime £y}, (xo, yo), nebo fxy(xo, yo),

nebo aaj_aj;(xO* ¥o). Analogicky pro derivace funkce fy’ .

Pozndmka. a) Podobné& bychom definovali druhé parcidlni derivace funkce tif a vice proménnych, jejich pocet je n2, kde
n je pocet promeénnych.

b) Parcidlni derivace m-tého fadu (m > 3) definujeme jako parcidlni derivace derivaci (m — 1)-tého radu. Jejich pocet
je n™ (variace s opakovanim).

Priklad 7.5. Urcete v§echny druhé parciélni derivace funkce f(x,y) = sin %

// — —sm 1 " —1 "o —§1n— —~|—COS —1

y y2 yx y y3 y y2 ’
se rovnaji, to neni ndhoda, ale také to nenastane

y yz Y32 xy——sm; y—g+cos

"o o_ X , x“ x ., 2x ™~ "
by = —sin 3 5 y4 + cos X R Vidime, Ze smiSené derivace f,, a

uplné vzdy, viz nasledujici véta.

Reseni. f) —cos— = f’—cos

yy

Véta 7.6 (Schwarzova). Necht funkce f : R? — R md parcidini derivace f yx na okoli bodu [xy, yo|, které jsou
v bodé [xg, yo] spojité. Pak jsou tyto derivace zaménné, tj. plati f (x0, y0) = fyx (X0, y0)-
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Diikaz. Dle piedpokladu existuje §-okoli Og ([xg, yo]) = (xo—8, xo+38) X (yo—3§, yo+98), v némz jsou parcidlni derivace

ty @ fyy definovdny (a tedy zde musi byt definovany i f}, f; a sama funkce f). Pro0 </ < § poloZzme

S(xo+h,yo+h)— f(xo+h,yo) — f(x0.y0 +h) + f(x0.0)
72

aoznaéme ¢(y) = f(xo + h,y) — f(x0,y), ¥(x) = f(x,yo + h) — f(x, yo). Pak funkci F mizZeme psat

F(h) =

1 1
F(h) = ﬁ[‘ﬂ()’o +h) — (o)l = h—2[1/f(xo + h) — ¥ (xo)]. (%)
Podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté existuje &1 € (0, 1) takové, Ze

(o +h) —@(yo) = ho'(yo + E1h) = Al fy(xo + h, yo + &1h) — f,(x0, yo + E1h)].

Oznacme jest€ g(x) = f;(x, yo + £1h). Pak g'(x) = fJ7.(x, yo + £1h) arozdil v hranaté zdvorce je (opét podle Lagran-
geovy vety o stfedni hodnot€)

g(xo +h) — g(xo) = hg'(xo + &2) = hfy) (xo + &2, yo + E1), & € (0, 1).

Dosadime-li odtud do (), dostavame F(h) = y’; (xo+£&2h, yo+£&1h). Provedeme-li stejné tivahy pro funkci ¥, dostaneme
rovnost
F(h) = fy,(xo +&3h, yo + &ah),  &3,64 € (0, 1).

o f v bodg [xo, yol implikujf

Posledni vztahy a spojitost £y},

lim F(h) = f,(xo.0) asoudasné  lim F(h) =/ (xo. yo).

ti. fyy (X0, ¥0) = fy%(x0, yo). O
Pozndmka. Bez predpokladu spojitosti rovnost smiSenych derivaci obecné neplati, napt. pro funkci f definovanou

x2 2

Floy) = 1T,z Pl yl#£0.0]
0 pro [x, y] = [0,0],

dostaneme f’,(0,0) = 0 a £, (0,0) = 1 (smiSené derivace na okoli bodu [0, 0] existujf, ale nejsou v bodé [0, 0] spojité).

Disledek 7.7. Ma-li funkce f : R? — R spojité parcidlni aZ do druhého Fddu na oteviené mnoZiné M C D( f), pak
Jsou zde smiSené derivace zdménné, tj. x”y = y’; V[x,y] € M.

Poznamka. Tvrzeni plati i pro smiSené derivace funkce tif a vice proménnych a matematickou indukci jej miZeme rozsiftit
i pro derivace vyssich ¥f4dd: Ma-li funkce f spojité parcidlni derivace az do fadu m na oteviené mnoziné M C D(f), pak
hodnota parcidlni derivace fadu m v libovolném bod€ z mnoZziny M zavisi pouze na tom, kolikrét se derivovalo podle i -té
proménné (i = 1,2,...,n), nikoliv na potadi, v jakém se derivovalo. Povazujeme-li smiSené derivace za totozné, pak se

pocet parcidlnich derivaci redukuje na (" +$_1) (kombinace s opakovanim).

Definice 7.8 (smérové derivace). Nechf f : R? — R je funkce, [xo, yo] je vnitini bod mnoZziny D(f) a s = (s1,52) je

vektor v R2. Polozme ¢(t) = f(xo + £S1. Yo -+ £52). Mé-li funkce ¢ derivaci v bod& 0, nazyvame ji smérovou derivact

funkce f v bodé [xg, yo] ve sméru vektoru § a oznatujeme fs.’ (x0, y0) nebo f;(xg, yo) nebo %(xo, ¥o). To znamena, Ze
im S(xo +1s1,y0 +152) — f(x0, Y0)

@) —p0) !
— =1
t t—>0 t

’ T
fg-(xo»J’O) - tlg%

Pozndmka. a) Analogicky bychom zavedli smérovou derivaci pro funkci tff a vice proménnych.
b) Nékdy se v definici navic pozaduje, aby smérovy vektor 5 byl jednotkovy, tj. |s| = 1. Smérovou derivaci pak lze
interpretovat, viz obrdzek na pfednasce.
¢) Jelikoz je smérova derivace obycejnou derivaci funkce ¢, plati pro poéitani tato pravidla: Nechf existuji fsf , gg, v bodé
X e R". Potom
(i) pro Ve € Rexistuje f-(X) aplati £.(X) = cf](X),
(i) (f £8):(X) = f;(X) £ g;(X),
(i) (f2)5(X) = f{(X)g(X) + f(X)g5(X),
f)’ 1 (X)g(X) = f(X)gy(X)

(iv) je-li g(X) # 0, pak (E ) (X) = 22(X)
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d) Naopak neplati aditivita smérovych derivaci vzhledem ke smértim. JestliZe existuji f;/ , f§’ , nemusf existovat f;’ 45
a pokud existuje f; 3> miZe byt 1! 7 f7 + f{ (tato vlastnost plati v pfipadé, kdy je alespoii jedna z f, f; spojitd na
néjakém okoli bodu X).

e) Parcidlni derivace lze povaZovat za smérové derivace ve smérech vektorti standardni baze R”, tj. fx’l = fg’[ .

f) Z existence smérové derivace v bod€ ve sméru libovolného vektoru neplyne spojitost funkce v tomto bodé¢.

Piiklad 7.9. Spocitejte smérovou derivaci f(x,y,z) = x2 + yz v bodé& 1,2, —1] ve sméru vektoru s = (-1, 1,2).

Reseni.

oty = f(A—=t,24+t,—14+2) = (1 =0)> + Q+1)(—14+2t) =1 =2t +1> =2+ 4t —t + 21>
=—14+t+3* = O =1+6t = ¢ 0)=1.

Definice 7.10 (gradientu funkce). Bud’ f : R” — R funkce a Xo € D(f). Nechf pro Vi = 1,2, ..., n existuje f;i (Xo).
Pak vektor grad f(Xo) = (fy, (Xo), fy,(Xo), ..., fx, (Xo)) se nazyvd gradient funkce f v bodé Xo. Existuji-li parcidlni
derivace na mnozin€é M C D(f), pak vektorovou funkei grad f = (fy,, fy,,---. fy,) nazveme gradientem funkce f
(jedna se tedy o zobrazeni M do R").

Pozndmka. a) Namisto grad f se pouZiva téZ znaceni V f (operétor ,,nabla‘).

b) Pozd&ji ukazeme, Ze jsou-li vSechny parcidlni derivace funkce f spojité v bod€ Xy, pak smérova derivace v tomto
bodé existuje pro libovolny smérovy vektor a plati fsf (Xo) = grad f(Xo)-s (standardni skaldrni soucin). Plati grad f -5 =
| grad f(Xo)| - |5] cos«, kde « je dhel, ktery tyto dva vektory sviraji. Odtud plyne, Ze hodnota smérové derivace bude
nejvetsi, je-licosa = 1, tj. « = 0, tj. oba vektory maji stejny smér. Geometricky lze tedy gradient interpretovat jako smér,
ve kterém je piiristek funkéni hodnoty funkce f nejvétsi.
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