
SA2 - funkce v́ıce proměnných - def. obor, limita, spojitost 15. března 2019, ÚM FSI VUT v Brně

1. Nakreslete definičńı obor funkce f : R2 → R.

a) f(x, y) =
x− 2√
y − x

3

,

b) f(x, y) = ln(y2 − 9x+ 1),

c) f(x, y) = arccos
x− 1

y
.

2. Nakreslete definičńı obor funkce f : R2 → R.

a) f(x, y) = 1
x2+y2 ;

b) f(x, y) = 1
x + 1

y ;

c) f(x, y) = 5x−7
2x2+3y2−12 ;

d) f(x, y) = x2−2y
y2−2x ;

e) f(x, y) = 2
x2−y2−1 ;

f) f(x, y) = cotg(x+ y);
g) f(x, y) =

√
3x− y;

h) f(x, y) = 1√
y−x ;

i) f(x, y) = ln(x+ y);
j) f(x, y) = arcsin(x− y);
k) f(x, y) = arccos(1− x2 − y2);

l) f(x, y) = 10x√
x2+y2−9

;

m) f(x, y) =
√

1− (x2 + y)2;

n) f(x, y) =
√

sinπ(x2 + y2);

o) f(x, y) =
√

sin(y − x);

p) f(x, y) =
√

4− x2 +
√
y2 − 9;

q) f(x, y) = ln(x ln(y − x));
r) f(x, y) = ln(y2 − 4x+ 8);
s) f(x, y) =

√
x+ y +

√
x− y;

t) f(x, y) = ln(xy);
u) f(x, y) =

√
x−√y;

v) f(x, y) = arcsin y−1
x ;

w) f(x, y) = lnx− ln sin y.

Řešeńı př́ıkladu 2 je formou náčrtk̊u na 3 nascanovaných listech paṕıru, viz odkazy
”
scan a)-h)“,

”
scan

i)-p)“,
”
scan q)-w)“.

3. Metodou řez̊u určete graf funkce f : R2 → R.
a) f(x, y) = x2 + y2,

b) f(x, y) = −
√

16− x2 − y2,

c) f(x, y) =
√
x2 + y2 − 3.

4. Metodou řez̊u, nebo pomoćı sofwaru Maple, nebo softwaru WolframAlpha určete graf funkce f : R2 → R.

a) f(x, y) = x;
b) f(x, y) = |x|;
c) f(x, y) = 1− x− y;
d) f(x, y) = x− y;
e) f(x, y) = x+ y;

f) f(x, y) =
√
x2 + y2;

g) f(x, y) = 1
x2+y2 ;

h) f(x, y) =
√
x2 − y2;

i) f(x, y) = x2 + y2;
j) f(x, y) = x2 − y2.

5. Načtněte jednotlivá tělesa zadaná nerovnostmi, slovy popǐste těleso T , které vznikne jako pr̊unik všech
nerovnost́ı.
a) T : x2 + y2 ≤ 4, z ≥ 7−

√
x2 + y2, z ≤ 10, y ≥

√
3
3 x,

b) T : x2 + y2 + z2 ≤ 16, z ≥
√
x2 + y2, y ≥ |x|,

c) T : z ≥
√
x2 + y2 − 4, z ≤ 6− x2 − y2, y ≤

√
3x.

6. Definujte pojem limita a ∈ R∗ funkce f v bodě X0 = [x0, y0], kde X0 je hromadným bodem D(f).

7. Co můžete ř́ıct o existenci limity lim
[x,y]→[0,0]

4x2y
x4+6y2 na základě výpočtu:

a) metodou svazku př́ımek,
b) metodou svazku parabol,
c) transformaćı do polárńıch souřadnic x = r cosϕ, y = r sinϕ.

Řešeńı př́ıkladu 7:
a) Pomoćı svazku př́ımek y = kx vycháźı 0, tedy o existenci limity nelze rozhodnout.
b) Pomoćı svazku parabol y = ky2 vycháźı 4k

1+6k2 , tedy výsledek záviśı na parametru k, a proto zadaná
limita neexistuje. To, že výsledek záviśı na parametru k paraboly je dobře vidět i na obrázku

”
vrstevnic“

zadané plochy f(x, y) = 4x2y
x4+6y2 , které vid́ıme na obrázku 1 vpravo. Z obrázku je možné usoudit, že bĺıž́ıme-

li se k bodu [0, 0] po konkrétńı parabole, tak se pohybujeme ve stále stejné vzdálenosti od roviny xy, a tedy
hodnota vypočtená limitou odpov́ıdá pro konkrétńı parabolu konkrétńı hodnotě. Tedy pro r̊uzné paraboly
vycháźı r̊uzná hodnota a limita tud́ıž neexistuje.
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Obrázek 1: Vlevo je graf plochy f(x, y) = 4x2y
x4+6y2 z př́ıkladu 7, vpravo je zobrazeńı vrstevnic

c) Pro r → 0+ vycháźı 0, tedy o existenci limity nelze rozhodnout. I kdybychom předpokládali, že limitou
je č́ıslo 0, tak se nám nepodař́ı zadanou funkci rozdělit na součin g(r) ·h(ϕ), tud́ıž k rozhodnut́ı neńı možné
použ́ıt ani větu 6.7 (viz text přednášky z SA2).

8. Co můžete ř́ıct o existenci limity lim
[x,y]→[0,0]

5x4+y2

7x2y na základě výpočtu:

a) metodou svazku př́ımek,
b) metodou svazku parabol.

Obrázek 2: Vlevo je graf plochy f(x, y) = 5x4+y2

7x2y z př́ıkladu 8, vpravo je zobrazeńı vrstevnic

Řešeńı př́ıkladu 8:

a) Pomoćı svazku př́ımek y = kx vycháźı lim
[x,y]→[0,0]

5x4+y2

7x2y = lim
x→0

5x4+(kx)2

7x2·k·x = lim
x→0

5x2+k2

7kx =
[

0+k2

0+ nebo 0−

]
.

Tedy pro x→ 0+ vycháźı +∞ a pro x→ 0− vycháźı −∞ a limita tud́ıž neexistuje.

b) Pomoćı svazku parabol y = ky2 vycháźı 5+k2

7k , tedy výsledek záviśı na parametru k, a proto zadaná
limita neexistuje. To, že výsledek záviśı na parametru k paraboly je dobře vidět i na obrázku

”
vrstevnic“

zadané plochy f(x, y) = 5x4+y2

7x2y , které vid́ıme na obrázku 2 vpravo. Z obrázku je možné usoudit, že bĺıž́ıme-

li se k bodu [0, 0] po konkrétńı parabole, tak se pohybujeme ve stále stejné vzdálenosti od roviny xy, a tedy
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hodnota vypočtená limitou odpov́ıdá pro konkrétńı parabolu konkrétńı hodnotě. Tedy pro r̊uzné paraboly
vycháźı r̊uzná hodnota a limita tud́ıž neexistuje.

9. Vypočtěte lim
[x,y]→[2,0]

f(x, y), kde f(x, y) =

{ x−y
x2+y2 pro [x, y] ∈ R \ {[0, 0], [2, 0]},
0 pro [x, y] = [2, 0].

Výsledkem př́ıkladu 9 je č́ıslo 1
2 .

10. Co můžete ř́ıct o existenci limity lim
[x,y]→[0,0]

xy
x2+y2 na základě výpočtu:

a) metodou svazku př́ımek,
b) transformaćı do polárńıch souřadnic x = r cosϕ, y = r sinϕ.

Řešeńı př́ıkladu 10:
a) Pomoćı svazku př́ımek y = kx vycháźı 0, tedy o existenci limity nelze rozhodnout.
b) Vycháźı cosϕ sinϕ, tedy výsledek záviśı na parametru ϕ, a proto limita neexistuje.

11. Dokažte, že lim
[x,y]→[0,0]

x3y3

x2+y2 = 0.

Řešeńı př́ıkladu 11:
Pomoćı transformace do polárńıch souřadnic x = r cosϕ, y = r sinϕ se podař́ı zadanou funkci zapsat jako
součin g(r) · h(ϕ), kde g(r)→ 0 a h(ϕ) je ohraničená.

12. Dokažte, že lim
[x,y]→[0,1]

x2+(y−1)2y
x2+(y−1)2 = 1.

Řešeńı př́ıkladu 12: Pomoćı transformace do posunutých polárńıch souřadnic x = r cosϕ, y = 1 + r sinϕ
se podař́ı zadanou funkci zapsat jako součet 1 + g(r) · h(ϕ), kde g(r)→ 0 a h(ϕ) je ohraničená.

13. Dokažte, že lim
[x,y]→[0,0]

(
x2 + y2

)x2y2

= 1.

Řešeńı př́ıkladu 13: Plat́ı fg = eg·ln f , dále použijeme transformaci do polárńıch souřadnic.

14. Vypočtěte limitu. Pokud limita neexistuje, tak to dokažte.

a) lim
[x,y]→[1,0]

x+y+1
x+y+3 ,

b) lim
[x,y]→[0,0]

x2+y2√
x2+y2+1−1

,

c) lim
[x,y]→[0,0]

x−2y
3x+y ,

d) lim
[x,y]→[0,0]

x3y
x4+y4 ,

e) lim
[x,y]→[0,0]

(x+ y) sin 1
x sin 1

y ,

f) lim
[x,y]→[0,0]

2xy
x2+y2 .

Řešeńı př́ıkladu 14:
a) Př́ımo dosad́ıme a vyjde 1

2 .
b) Rozš́ı̌ŕıme zlomek, vykrát́ıme a vyjde 2.
c) Limita neexistuje, rozhodnou např. postupné limity.
d) Limita neexistuje, rozhodne např. svazek př́ımek.
e) Jde o součin výrazu x+ y, který jde k nule a ohraničených funkćı, tedy vyjde 0.
f) Limita neexistuje, rozhodne např. svazek př́ımek, nebo polárńı souřadnice.

15. Spočtete následuj́ıćı limity.

a) lim
[x,y]→[1,0]

ln(x+ ey)√
x2 + y2

,

b) lim
[x,y]→[2,2]

x2 − y2

x2 − xy + 3x− 3y
,
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c) lim
[x,y]→[0,0]

3(x2 + y2)√
x2 + y2 + 4− 2

,

d) lim
[x,y]→[0,0]

1

x4 + y4
· e−

1
x2+y2 ,

e) lim
[x,y]→[0,0]

√
x2y2 + 1− 1

x2 + y2
,

f) lim
[x,y]→[0,0]

sin(x3 + y3)

x2 + y2
,

g) lim
[x,y]→[0,0]

sin(6x2 + 6y2)

2(x2 + y2)
,

h) lim
[x,y]→[0,0]

(1 + xy)
1
xy ,

i) lim
[x,y]→[3,−2]

(1 + 2x+ 3y)
1

2x+3y .

Řešeńı př́ıkladu 15:
a) Př́ımo dosad́ıme a vyjde ln 2.
b) Ve jmenovateli vytkneme x− y, vykrát́ıme s čitatelem a vyjde 4

5 .
c) Zlomek vhodně rozš́ı̌ŕıme, vykrát́ıme a vyjde 12.
d) 1. zp̊usob řešeńı:
Využijeme odhad výrazu (x2 + y2)2. Plat́ı (x2 + y2)2 = x4 + 2x2y2 + y4 ≤ x4 + y4 ≤ 2(x4 + y4), tedy

1

2(x4 + y4)
≤ 1

x4 + y4
, odkud

1

(x4 + y4)
≤ 2

x4 + y4
. Potom plat́ı 0 ≤ 1

x4 + y4
·e−

1
x2+y2 ≤ 1

x2 + y2
·e−

1
x2+y2 .

Zavedeme substituci x2 +y2 = t a vypočteme limitu funkce na pravé straně nerovnosti. lim
[x,y]→[0,0]

1

x2 + y2
·

e
− 1

x2+y2 = lim
t→0+

2

t
e

−1

t2 . Zavedeme substituci 1
t2 = v, potom lim

t→0+

2
t e

−1

t2 = lim
v→∞

2ve−v = 2 lim
v→∞

v
ev =

∣∣∞
∞
∣∣ =

2 lim
v→∞

1
ev = 2 · 0 = 0. Tedy podle věty o třech limitách plat́ı lim

[x,y]→[0,0]

1

x4 + y4
· e−

1
x2+y2 = 0.

2. zp̊usob řešeńı:

Využijeme odhad et > t3

6 , který plat́ı pro ∀t > 0, protože podle Taylorovy věty plat́ı et = 1 + t+
t2

2︸ ︷︷ ︸
>0

+
t3

3
+

eϑt

4
t4︸ ︷︷ ︸

>0 pro t>0

, kde ϑ ∈ (0, 1). Odtud 6et > t3, tedy 1
et <

6
t3 . Plat́ı tedy 0 ≤ 1

x4 + y4
· e−

1
x2+y2 ≤ 1

x4 + y4
·

6
1

(x2+y2)3

= 6
(x2 + y2)3

x4 + y4
= 6

x+3x4y2 + 3x2y4 + y6

x4 + y4
= 6

(
x2

x4

x4 + y4
+ 3y2

x4

x4 + y4
+ 3x2

y4

x4 + y4
+ y2

y4

x4 + y4

)
.

lim
[x,y]→[0,0]

6
(
x2 x4

x4+y4 + 3y2 x4

x4+y4 + 3x2 y4

x4+y4 + y2 y4

x4+y4

)
= |ohr. · 0| = 0. Podle věty o třech limitách pak

plat́ı lim
[x,y]→[0,0]

1

x4 + y4
· e−

1
x2+y2 = 0.

e) 0.
f) Při výpočtu budeme potřebovat odhad | sin t| ≤ |t| pro ∀t ∈ R a větu o třech limitách. Protože
sin(x3+y3)

x2+y2 ≤
∣∣∣ sin(x3+y3)

x2+y2

∣∣∣ pro ∀[x, y] 6= [0, 0], zaměř́ıme se nějprve na odhad
∣∣∣ sin(x3+y3)

x2+y2

∣∣∣ a určeńı limity to-

hoto výrazu. Zřejmě plat́ı 0 ≤
∣∣∣ sin(x3+y3)

x2+y2

∣∣∣ a také d́ıky úvodńımu odhadu i
∣∣∣ sin(x3+y3)

x2+y2

∣∣∣ ≤ ∣∣∣x3+y3

x2+y2

∣∣∣. Pomoćı

převodu do polárńıch souřadnic urč́ıme, že lim
[x,y]→[0,0]

x3+y3

x2+y2 = 0, tedy lim
[x,y]→[0,0]

∣∣∣x3+y3

x2+y2

∣∣∣ = 0 a podle věty o

třech limitách plat́ı, že lim
[x,y]→[0,0]

∣∣∣ sin(x3+y3)
x2+y2

∣∣∣ = 0 a tedy lim
[x,y]→[0,0]

sin(x3+y3)
x2+y2 = 0.

g) 3.
h) e.
i) e.
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16. Spočtěte následuj́ıćı limity.

a) lim
[x,y]→[0,5]

sinx · y
x

,

b) lim
[x,y]→[0,0]

(x2 + y2)x
2y2

,

c) lim
[x,y]→[∞,∞]

(
xy

x2 + y2

)x2

,

d) lim
[x,y]→[∞,∞]

(x2 + y2)e−(x+y).

Řešeńı př́ıkladu 16:
a) Plat́ı lim

x→0

sin x
x = 0, dosad́ıme a vyjde 5.

b) Vyjde 1. Využijeme fg = eg ln f a řešeńı je možné převodem do polárńıch souřadnic.

c) Vyjde 0. Myšlenka řešeńı je vidět, pokud (jen kv̊uli daľśı úvaze) dosad́ıme y = x, pak zřejmě lim
x→∞

( 1
2 )x

2

=

0, protože | 12 | < 1. Je tedy potřeba dokázat, že
∣∣∣ xy
x2+y2

∣∣∣ < 1. To, že je zadaná limita rovna jedné se dá také

dokázat po transformaci x = 1/u a y = 1/v převodem do polárńıch souřadnic a výpočtem pro r → 0+.
d) 0.

17. Rozhodněte o spojitosti funkce v bodě [0, 0].

a) f(x, y) =

{
x4y2

x8+y4 pro [x, y] 6= [0, 0],

0 pro [x, y] = [0, 0].

b) f(x, y) =

{ √
x2+y2+1−1
x2+y2 pro [x, y] 6= [0, 0],

1
2 pro [x, y] = [0, 0].

c) f(x, y) =

{
xy2

x2+y2 pro [x, y] 6= [0, 0],

0 pro [x, y] = [0, 0].

d) f(x, y) =

{
x2y2

x4+y4 pro [x, y] 6= [0, 0],

0 pro [x, y] = [0, 0].

Řešeńı př́ıkladu 17:
a) Fce f je nespojitá, protože limita v bodě [0, 0] neexistuje, o čemž rozhodne např. svazek parabol.

b) Fce f je spojitá. Limita se vypočte př́ımo po rozš́ı̌reńı výrazem

√
x2+y2+1+1√
x2+y2+1+1

a vyjde 1
2 .

c) Fce f je spojitá. Limitu vypočteme převedeńım do polárńıch souřadnic.
d) Fce f je nespojitá, protože limita neexistuje, o čemž rozhodne např́ıklad svazek př́ımek.
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5


