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1. Nakreslete defini¢ni obor funkce f : R? — R.

T —2
a) f(zvy)*\/ﬁ,

b) f(ey) = n(y? — 92 + 1),

¢) f(x,y) = arccos a

. Nakreslete definiéni obor funkce f : R? — R.

8)  f(@,9) = o D Sy = ey

b) fle) =ttt m) fay) = vVI- @ T

c) flz,y)= #}7_12; n) f(z,y) = +/sinm(z? + y?)

d) flz,y) = xz:gy; o) f(z,y) = +/sin(y —z);

S DY = oh e
x,y) = co ygg : a ,y) = n(zn(y —x));

2)) 5:233733 = \/;i(;——g;y)’ r)  f(z,y) = In(y* — 4z + 8);

h) f(x:y):\/lf, 7 s) flzyy) =vVr+y+Vx—vy;

i) f(a.y) = In(z + ) Ry

i) f(z,y) = arcsin(x — y)z, . 9 f(x: Y ain yil,;

k) f(z,y) = arccos(l — z? — y?); W) Flry) = — sy,

Reseni pifkladu 2 je formou né&értki na 3 nascanovanych listech papiru, viz odkazy ,scan a)-h)¢, ,scan
i)'p)“, »Scan Q)_W)“'

. Metodou Fezti urcete graf funkce f : R? — R.
a) f(z,y) = 2> + 42,

b) f(z,y) = —/16 — 22 — y?,

c) flz,y) = a2+ y% - 3.

. Metodou fezii, nebo pomoci sofwaru Maple, nebo softwaru WolframAlpha uréete graf funkce f : R? — R.

a)  flx,y) = ) flzy) = V2% +y%

by flz,y) = |zf; g flz.y) = mpp

) flry)=1l-z-y; h) f(lz,y)=22—y%
4 fley)=z-y; ) fley) =2+
e) flzy)=z+y; i) flzy) = 2% — 42

. Naétnéte jednotlivd télesa zadani nerovnostmi, slovy popiste téleso T, které vznikne jako prunik vsech
nerovnosti.

a) T: x2+y2§4,227—\/m2+y2,z§10,y2§x,
b) T: a4 y*+22 <16, 2> /a2 +y% y > |zl
)T: z>a2+y2—4, 2<6—22 12 y <3z

. Definujte pojem limita a € R* funkce f v bodé Xy = [z0, yo], kde Xo je hromadnym bodem D(f).

2
. Co muzete Fict o existenci limity : 1]i£>n[0 0 %ﬁyﬁ na zdkladé vypoctu:
a) metodou svazku pifmek,
b) metodou svazku parabol,

¢) transformaci do poldrnich soutadnic z = r cos , y = rsin p.
Resen{ pifkladu 7:

a) Pomoci svazku piimek y = kx vychézi 0, tedy o existenci limity nelze rozhodnout.
b) Pomoci svazku parabol y = ky? vychézi Hil%’ tedy vysledek zavisi na parametru k, a proto zadand
limita neexistuje. To, ze vysledek zavisi na parametru k paraboly je dobfe vidét i na obrazku ,vrstevnic“
zadané plochy f(x,y) = %, které vidime na obrazku 1 vpravo. Z obrazku je mozné usoudit, ze blizime-
li se k bodu [0, 0] po konkrétn{ parabole, tak se pohybujeme ve stéle stejné vzdalenosti od roviny xy, a tedy
hodnota vypoctend limitou odpovidd pro konkrétni parabolu konkrétni hodnoté. Tedy pro ruzné paraboly

vychézi ruznd hodnota a limita tudiz neexistuje.
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Obrazek 1: Vlevo je graf plochy f(z,y) = ﬁ% z piikladu 7, vpravo je zobrazeni vrstevnic

¢) Pror — 07 vychdzi 0, tedy o existenci limity nelze rozhodnout. I kdybychom piedpokladali, Ze limitou
je ¢islo 0, tak se ndm nepodaii zadanou funkei rozdélit na soucin g(r)-h(p), tudiz k rozhodnut{ neni mozné
pouzit ani vétu 6.7 (viz text pfedndsky z SA2).

4 2
8. Co muzete Fict o existenci limity  lim 5“;# na zakladé vypoctu:
[zy]—[00] 7Y

a) metodou svazku piimek,
b) metodou svazku parabol.

L ] LACH Pl Tk Py ) BT S B

-2 -1 0 1 2

Obrézek 2: Vlevo je graf plochy f(z,y) = 5”;1‘;52 z prikladu 8, vpravo je zobrazeni vrstevnic

Resen{ piikladu 8:

. o o 44,2 . 4 2 . 22 2
a) Pomoci svazku pifmek y = kz vychdz{  lim E’ﬁ# = lim % = lim 5’”7,;" k= — [ oF (Hf 0,].
[zy] 0,0 7Y x—0  TETEE z—0 T nebe

Tedy pro x — 07 vychdzi +00 a pro x — 0~ vychdzi —oco a limita tudiZ neexistuje.

b) Pomoci svazku parabol y = ky? vychdz{ 547',’:2, tedy vysledek zavisi na parametru k, a proto zadana
limita neexistuje. To, ze vysledek zdvisi na parametru k paraboly je dobfe vidét i na obrazku ,vrstevnic
zadané plochy f(z,y) = 59;:2*';’2 , které vidime na obrazku 2 vpravo. Z obrazku je mozné usoudit, ze blizime-
li se k bodu [0, 0] po konkrétni parabole, tak se pohybujeme ve stéle stejné vzdalenosti od roviny xy, a tedy
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10.

11.

12.

13.

15.

hodnota vypoctend limitou odpovidéd pro konkrétni parabolu konkrétni hodnoté. Tedy pro ruzné paraboly
vychézi ruznd hodnota a limita tudiz neexistuje.

cte i PR R\ {[0,0],2,0[}
Vypoctéte  lim z,y), kde f(z,y) = 225y2 Pro [z,y] € » U, 14, Y] 5,y
yp [z’y]ﬁ[mf( y) f(z,y) { 5 pro [z.] = [2,0].

Vysledkem piikladu 9 je ¢islo %

Co muzete Fict o existenci limit lim
Y e a1 10,0] ity

> na zakladé vypoctu:

a) metodou svazku pifmek,

b) transformaci do poldrnich soufadnic x = r cosp, y = rsin ¢.

Resen{ piikladu 10:

a) Pomoci svazku pifmek y = kx vychézi 0, tedy o existenci limity nelze rozhodnout.
b) Vychdzi cos psin ¢, tedy vysledek zdvisi na parametru o, a proto limita neexistuje.

3,3

Dokazte, ze lim 525 =

[yl [0,0] © Y
Resen{ pifkladu 11:
Pomoci transformace do polarnich soufadnic z = r cos ¢, y = 7sin ¢ se podaii zadanou funkci zapsat jako
soucin g(r) - h(p), kde g(r) — 0 a h(p) je ohranicena.

e @+ (y=1)%y _

Dokazte, ze " ,yl]lgl[o . T (=12 =1.
Resen{ pifkladu 12: Pomoci transformace do posunutych polarnich soufadnic = 7cosg, y = 1 + rsingp
se podaii zadanou funkei zapsat jako soucet 1+ g(r) - h(y), kde g(r) — 0 a h(p) je ohranicend.

Dokazte, ze  lim (2% + yQ)I L=
[x,y]—10,0]

Reseni pifkladu 13: Plati f9 = 9™/ déle pouzijeme transformaci do poldrnich souradnic.

. Vypoctéte limitu. Pokud limita neexistuje, tak to dokazte.

lim — &tutl
[2,y]—[1,0) TTYT3

T +y
ry—>[00] Va2+y?+1-1’
lim 22
[2.y]—10,0] 27+

[e,y]—[0,0] Z Y
1

[a:,yl]igl[o,o] (24 y)sin g sin v’

: 2zy
m .
[z,y]—[0,0] ¥ T¥

Resen{ piikladu 14:
a) Piimo dosadime a vyjde %
b) Rozsiiime zlomek, vykratime a vyjde 2.
¢) Limita neexistuje, rozhodnou napt. postupné limity.
d) Limita neexistuje, rozhodne napt. svazek piimek.
e) Jde o souéin vyrazu = + y, ktery jde k nule a ohranicenych funkei, tedy vyjde 0.
f) Limita neexistuje, rozhodne napf. svazek piimek, nebo poldrni souradnice.

Spoctete nasledujici limity.

a) lim In(z +e¥) ey)
1m

[z,y]—=[1,0] /22 + y

b)  lim vy
[w,]—(2,2] 22 — Yy + 3z — 3y’
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. 3(z? +y?)
¢) lim ,
[2,91=[0,0] \/2? +y2 +4—2
d) lim —— .o T

[z.y]—[0,0] 2% + y?

. Vatyi4+1-1
e) lim F—F—u—)
[z,y]—10,0] =ty
sin(2® + y?)
im "
[zy]—[0,0] T+ Yy
sin(6z2 + 6y2)
[ey]=[00]  2(2? +y?)
1
h)  lim (14 2y)%,
) [ryy]—>[0,0]( v)

1
i lim 1+ 2z + 3y)2=+3v .
) [x,y]—>[3,—2]( y)

f)

)

7

Resen{ pifkladu 15:

a) Piimo dosadime a vyjde In 2.

b) Ve jmenovateli vytkneme = — y, vykrdtime s ¢itatelem a vyjde %.

¢) Zlomek vhodné rozsifime, vykratime a vyjde 12.

d) 1. zptisob Feseni:

Vyuzijeme odhad vyrazu (22 + y?)2. Plati (22 + 32)? = 2* + 222y + ¢* < 2* + yt < 2(z* + yt), tedy
1 1

2 1 R
< , odkud < . Pot lati 0 < ——- IR e T
2@t +yt) ~ wt+ gl odku (' +yb) — 2t 4yt otom platl = gy € —x2_|_y2e !

Zavedeme substituci z2 +y? = t a vypocteme limitu funkce na pravé strané nerovnosti.  lim 5"
[z,y]—10,0] 2 + y?

R 2 - _
¢~ 77 = lim Ze . Zavedeme substituci tiz = v, potom lim %eT; = lim 2ve™” =2 lim % = ‘@| =
t—0+ t—0+ V—00 v—o00 ©
1 I
2 lim Ci = 2.0 =0. Tedy podle véty o tiech limitach plati : I]Im[ | e e «*+v® =(.
V—r00 x,y]—[0,0] T Y
2. zpusob FeSent:
2 43
Vyuzijeme odhad ef > & ktery plati pro V¢ > 0, protoze podle Taylorovy véty plati ef =1+t + — 5 +— 3 +
———
>0
et , 1 6 1 R 1
—t* [ kde ¥ € (0,1). Odtud 6e* > 3, tedy % ;3. Plat{ tedy 0 < pramwil dr? <m0
\i,./ ¢ +y Tzt +y
>0 pro t>0
6 @+y?)? _ xt3aty® +3a%yt +4° ! >y 2 Yy
T =0 5 =6 1 T At At Y )
(R x+y 1:+y x+y Tzt +y Tt +y Tzt +y
: l]iin[0 0 6 <x2 T+ 392 x4+y4 + 322 z4+y4 + 92 z4+y ) lohr. - 0] = 0. Podle véty o tiech limitdch pak
z,y]—[0,
1 S -
platf lim ————-e «*+? =0.
[z.5]—-[0,0] #4 + y4
e) 0.
f) Pfi vypoétu budeme potiebovat odhad |sint| < [t| pro ¥t € R a vétu o tfech limitdch. Protoze
Sm(;” +;;y i) < |sn ;” ++§ i) ‘ pro V[z,y] # [0, 0], zaméifme se néjprve na odhad S““(;‘%;” a uréeni limity to-
hoto vyrazu. Ziejmé plati 0 < % a také diky tivodnimu odhadu i Smg@g )| < izizz . Pomoci

3 3 3 3
pfevodu do poldrnich soufadnic urcime, ze  lim % =0, tedy  lim iziZQ

[z, =[0,0] ©° TV [2,y)—[0,0]

sin(z3+y3) | . sin(z®4+9%)
wrrg | TORtedy Mg e =0

= 0 a podle véty o

tfech limitach plati, ze  lim
[z,y]—10,0]
g) 3.

h) e.
i) e.
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16. Spoctéte néasledujici limity.
sinz -y

lim
[z,y]—[0,5] @

b lim (2% +¢° ””2y2,
) [£7y]—>[070]( v)

c) lim <:vy> '
[,y = (00,00 \ 22 + 72 )
d) lim (2% 4 y?)e =Y,

[z,y]—[o0,00]

Resen{ piikladu 16:
a) Plat{ lirr(l) % = 0, dosadime a vyjde 5.
Tr—r

b) Vyjde 1. Vyuzijeme f9 = e/ a fegeni je mozné prevodem do polarnich soutadnic.

¢) Vyjde 0. Myslenka fesen{ je vidét, pokud (jen kvili dalsf tivaze) dosadime y = z, pak zfejmé lim (3)* =
xr—r0o0

Ty

0, protoze |%| < 1. Je tedy potieba dokézat, ze e

2
2

< 1. To, ze je zadana limita rovna jedné se dé také

dokézat po transformaci z = 1/u a y = 1/v pFevodem do poldrnich soufadnic a vypoétem pro r — 0F.

d) 0.

17. Rozhodnéte o spojitosti funkce v bodé [0, 0].

0 oy — ] S pro [z,y] # (0,0,
) few) { 0" pro .y = [0,0].

f@w{¢@@Tlpmmm¢m%

2 pro [z,y]
c) flw,y) = { g’ﬁyz Eiz {?;ﬁ i [an]i

SR Cagt it

Resen{ piikladu 17:

a) Fee f je nespojitd, protoze limita v bodé [0, 0] neexistuje, o ¢emz rozhodne napi. svazek parabol.

b) Fce f je spojitd. Limita se vypocte piimo po rozsiten{ vyrazem

Va2 4y +141

: 1
a vyjde 5.
il o102

c¢) Fce f je spojita. Limitu vypo¢teme prevedenim do poldrnich soufadnic.
d) Fce f je nespojitd, protoze limita neexistuje, o ¢emz rozhodne napiiklad svazek piimek.
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