10 Lokalni a globalni extrémy

Definice 10.1 (Iokélnich extrémil). Rekneme, Ze funkce f : R — R nabyva v bodé X € R” lokdlniho maxima (resp.
minima), jestlize existuje okoli O(Xp) takové, Ze O(Xy) € D(f) apro kazdé X € O(Xy) plati f(X) < f(Xo) (resp.
f(X) = f(Xo)). Jsou-li tyto nerovnosti pro X # Xg ostré, mluvime o ostrém lokalnim maximu (resp. minimu). (Ostrd)
lokdlni maxima a minima nazyvame souhrnné (ostré) lokdlni extrémy.

Piiklad 10.2. a) Funkce f(x,y) = +/x2 + y2 md v bodé [0, 0] ostré lokdlni minimum, protoZe f(x,y) > 0 = f(0,0)
1 pro [x, y] =[0,0]

0 pro [x, y] # [0, 0]
ukazuje, Ze funkce nemusi byt v bod¢ lokalniho extrému diferencovatelnd, piiklad b) ukazuje, Ze nemusi byt ani spojita.

pro V[x, y] # [0,0]. b) Funkce f(x,y) = ma v bodé [0, 0] ostré lokalni maximum. Pfiklad a)

Definice 10.3 (staciondrniho bodu). Rekneme, Ze bod S € R” je staciondrnim bodem funkce f : R* — R, jestlize plati
grad f(S) =0 = (0,0,...,0).
Véta 10.4. Necht funkce [ : R" — R mdv bodé X* € R" lokdlni extrém a necht' v tomto bodé existuji vSechny parcidlni
derivace funkce f. Pak X* je staciondrnim bodem funkce f.
Diikaz. Kdyby fy (X*) > 0, .
1
}Egﬁ[f(xf,...,xl*_l,xf +h X xy) —f(xf,...,x;‘_l,x;‘,for],...,x;)] >0,

pak by existovalo § > 0 takové, Ze pro kazdé h € (=6, §) je také

1
k * k 3k * * *k * 3k *
Z[f(xl,...,xi_l,xi Fhoxl g xy) = O XL X ,xi+1,...,xn)] > 0,
viz vlastnosti limity. To znamend, Ze pro kladnd 4 z (-4, §) je
k k k * * 3k * * k *
SO XX, R X X)) > O XL X XXy,
a pro zapornd h je
* * * * * * * * * *
SO XX xS xy) < SO XX X X)),
coZ je spor s tim, Ze bod X * je bodem lokdlniho extrému. Analogicky vylou¢ime moZnost fx/[ (X*) <o. O

Pozndamka. Podobné jako u funkce jedné proménné, staciondrni bod nemusi byt bodem lokédlniho extrému, napf. funkce
f(x,y) = x% — y? m4 v bodé [0, 0] staciondrni bod, ale nenf zde extrém (takovym staciondrnim bodéim ifkdme sedlovy
bod).

Definice 10.5 (kvadratické formy). Funkce K(X) = Y7 ;_; bijx;x;, kde b;j € Ra X € R”, se nazyva kvadratickd
Sforma na R" (jedna se tedy o polynom druhého stupné » proménnych, ve kterém se nevyskytuje linedrn{ a absolutni ¢len).

Pokud bod X = [x1, X2, ..., X,] identifikujeme s (vdzanym) vektorem X = X — O = (x1,X2,...,X,), pak kazdé
kvadratické formé Ize jednozna¢né pfifadit symetrickou matici A = (a;;)7 j=1 tak, Ze plati K (X) = XAXT. Prvky matice
jsoudéany a;; = bj;, ai; = a;; = %(b,- i + bji). Rikdme potom, Ze matice A reprezentuje kvadratickou formu K.

Definice 10.6 (definitnosti kvadratické formy). Nechf A je symetrick4 matice. Rekneme, Ze kvadraticka forma X AX7 je
pozitivné definitni XAXT >0

negativné definitni . o o = . XAXT
gativi ﬁ. ., ,]jestliZe pro kazdy vektor X # o plati )_C,A)_C,T < O,

pozitivné semidefinitni xAx* >0

negativné semidefinitni ¥AxXT <0

indefinitni, existuji-li vektory X1, X5 tak, Ze ¥; AX] < 0a X, AXI > 0 (tj. neni-li definitn{ ani semidefinitni).

Pozndamka. Protoze kazda kvadraticka forma je symetrickou matici A uréena jednoznacné, 1ze hovofit pfimo o definitnosti
matice (namisto formy).

Definice 10.7 (hlavnich minord). Nechf A = (a;;)} j=1 Je Ctvercovd matice (ne nutné symetrickd). Pak zdkladnimi (ro-
hovymi) hlavnimi minory rozumime determinanty

a1 an app diz dis
D, = det(an), D, = det (a a ) , Dy=det|laxy ax ax3|, ..., D, =detA.
21 22
asy dszz dss

Zékladni hlavni minory tvofi podmnoZinu vSech hlavnich minort M, ,f Hlavni minory Fdadu k jsou determinanty Ctver-
covych matic k x k (k = 1,...,n), které vzniknou z matice A vynechdnim n — k fadkd a n — k sloupcti, pfi¢emz

vynechavame vZdy odpovidajici si sloupce a Fadky (tj. i-ty fadek s i-tym sloupcem). Pocet hlavnich minora fadu k je (Z)

ti. £ =1,2,...,(}). Celkovy pocet hlavnich minor@ je pak () + (5) +---+ (}) =2" — 1.
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Véta 10.8 (Sylvestrovo kritérium, James Joseph Sylvester 1814—-1897, Anglican). Nechf A je redlnd symetrickd n x n-
matice, Dy (k = 1,...,n) jsou jeji zdakladni hlavni minory a M,f (k=1,....,n,L=1,..., (Z))jsoujeji hlavni minory.
Pak kvadraticka forma X AXT je:
(1) pozitivné definitni <= vsechny zdkladni hlavni minory Dy (k = 1,...,n) jsou kladné,
(ii) negativné definitni <= pro viechny zdkladni hlavni minory Dy plati sgn Dy = (—1)k, 1. D; < 0, D, > 0,
D3 < 0, cee,

(iii) pozitivné semidefinitni <= vsechny hlavni minory M ,f Jjsou nezdporné,

(iv) negativné semidefinitni <= pro vsechny hlavni minory M]f plati sgn M]f = (—=1)* nebo M]f =0.
Nenastane-li ani jeden z predchozich p¥Fipadii, pak X AXT je indefinitni.

Diikaz. Omezime se na diikaz tvrzeni (i) a (ii). VyuZijeme pfitom faktu, Ze kazd4 redlnd symetrickd matice A mé redlna
vlastni ¢isla, pfi¢em?Z vlastni vektory jsou vzdjemné ortogondlni (i v ptipad€ vicendsobnych vlastnich Cisel, tj. algebraicka
néasobnost vlastniho &isla je rovna geometrické ndsobnosti). Navic, kvadraticka forma X Ax” je pozitivng definitni, pravé
kdyz vSechna vlastnf ¢isla jsou kladna (dikaz téchto vlastnosti je zaloZen na vét€ o hlavnich oséach, ktera fikd, Ze kazdou
redlnou symetrickou matici 1ze diagonalizovat pomoci matice ortogondlni transformace). Diisledkem je, Ze pro uvaZovanou
matici A plati @;; > 0(@G = 1,2,...,n)a D, = det(A) > 0. Skute¢ng, poloZzime-li x = (0,...,0,x;,0,...,0), x; # 0,

pak z pozitivni definitnosti formy ¥ AXT ihned méme ¥AXT = ai,-xl.2 > 0, tedy a;; > 0. ProtoZe vSechna vlastni ¢isla A;
matice A jsou kladn4, plati det(A) = A1A5--- A, > 0.

Ozna¢me symbolem A submatice matice A vystupujici v definici 10.7, jejichZ determinanty jsou ¢isla Dy. Pro libo-
volny nenulovy vektor ¥x = (y1, V2, ..., k) € R, k < n, polozme ¥ = (x1,x2,...,x¢,0,...,0) € R".

== *Nechf XAX” je pozitivn& definitni a k je libovolny index z mnoZziny {1.2, ..., n}. Pak jx Ax y§ = X AX] > 0,
tj. kvadraticka forma y A )7kT je pozitivné definitni a podle prvniho odstavce det(Ax) = Di > 0.

,,<=" Tuto implikaci dokdZeme matematickou indukci. Necht Dy > 0 pro kazdé k = 1,2,...,n. V pfipadé k = 1
mdme Dq = det(aj1) = ay > 0, coZ znamend, Ze y1A1y1 = ap1yf > 0, tj. forma y; A1y je pozitivn& definitni. Pro
induk¢ni krok pfedpokladejme, Ze pro libovolné pfirozené &islo k = m—1 je kvadratickd forma y,,,—1 Apm—1 )7,7,:_1 pozitivné
definitni, tj. ¥m—1Am—1¥5_,; > 0 pro kazdy nenulovy vektor y,,—; € R™~!. Ukazme, Ze potom je pozitivné definitni
i forma ¥, Am, )73; Sporem: predpokladejme, Ze neni pozitivné definitni. To znamend, Ze matice A, musi mit alespoii 2
zdpornd vlastni &isla A1, A,. Kdyby méla pouze jedno zaporné vlastni &islo, pak by muselo byt D, = A{A, -4, <0, coz
je spor s predpokladem kladnosti vSech zdkladnich hlavnich minort. Ze stejného divodu nemtzZe mit A,, nulové vlastni
&islo. Ke dvojici vlastnich &isel A1, A, existuji dva ortogondlni vektory i, ¥ € R™ (tj. spliiujici ii - ¥ = 0). Zvolme linedrni
kombinaci W = aii + BU takovou, Ze vektor W je nenulovy a ma posledni slozku nulovou. Protoze A,,ul = Al
a AT = A,0T, vyndsobenim piislusnymi vektory zleva mame i Al = Al < 0a 04,07 = A00! < 0,
atedy WARw! = a?@Anu’) + B2(WA,vT) < 0. ProtoZe ale posledni slozka vektoru w je nulovd, musi také byt
u‘)m_lAm_luﬁszl < 0, kde jsme (podobné jako vy3e) oznalili W;;—1 = (w1, wa, ..., Wm—1). To je ale spor s induk&nim
predpokladem, tj. s pozitivni definitnosti formy s matici A,,—;. Matice A,, tedy musi mit vSechna vlastnf{ ¢isla kladna, coz
podle prvniho odstavce znamend, Ze kvadratickd forma s matici A,, je pozitivné definitni. Princip matematické indukce
pak fik4, Ze plati uvaZzovand implikace pro libovolné n € N.

Vétev (ii) potom plyne z (i) uvazime-li, Ze kdyZ je forma X AxT pozitivng definitni, pak forma —¥AXT = ¥(—A4)xT
je negativng definitni (a naopak) a plati det(—Ayx) = (—1)F det(Ay). O

Dusledek 10.9. a) Je-li alespoii jeden zékladni hlavni minor Dy, zdaporny pro k sudé, pak X AX” je indefinitni.
b) Jsou-li vSechny zdkladni hlavni minory Dy nenulové a nenastdvd ani jeden z pripadii (i), (ii) predchoziho tvrzeni,
pak XAXT je indefinitni.

Piiklad 10.10. Rozhodnéte o typu kvadratickych forem:
a) K(x,y,z) =3x2+ y2 4+ 422 —2xy + 4xz — 6yz;
b) K(x,y,z) = 16yz —2z2.

Reseni. ad a) Kvadratickd forma je reprezentovdna symetrickou matic{

3 -1 2
A=]-1 1 -3 ). Madme D; =3, D, =2, D3 =—11.
2 3 4

Podle Sylvestrova kritéria je kvadratickd forma pozitivné definitni.
ad b) V tomto piipadé kvadratické formé odpovidd matice

0 0 0
A=|0 0 8], pticemiM] =0, M} =0, M} = -2, My =0, M} =0, M; = —16, M3 = 0.
0 8 -2

Podle Sylvestrova kritéria je forma indefinitni. V tomto pfipadé $lo rozhodnout i snadnéji, napiiklad K(1,1,1) = 14 > 0,
ale K(1,1,—1) = —18 < 0, tj. forma méni znaménko, coZ znamend indefinitnost.
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Druhy totdlni diferencial d? £(X) je kvadratick4 forma reprezentovana Hessovou* matici druhych parcidlnich derivaci

14 " "

X1X1 X1X2 e X1Xn

4 " "

X2X1 X2X2 ¢ X2Xn
He(X)=| (X).

4 " "

XnX1 XnX2 e Y XnXn

tJ platidzf(X) = (h17h29 ~'-shn)Hf(X)(h1ah27- .. »hn)T~

Véta 10.11. Necht f : R* — R je funkce, S jeji staciondrni bod a necht Hessova matice Hy je spojitd na néjakém okoli
bodu S. Je-li > £(S)
(1) pozitivné definitni, pak f md v bodé S ostré lokdlni minimum,
(ii) negativné definitni, pak f md v bodé S ostré lokdlni maximum,
(iii) indefinitni, pak f nemd v bodé S lokdlni extrém.

Diikaz. (i) Z predpokladu spojitosti Hessovy matice na néjakém okoli bodu S plyne podle vét 8.2 a 8.4 spojitost parcidlnich

derivaci prvniho fddu a funkce samotné na tomto okoli. Podle Taylorovy véty pak plati

f(X) = f(S)+df(S: X —S) + %dzf(S FHX —S):X—S5), ®e(1).

ProtoZe S je staciondrni bod, plati d £(S) = 0, a tedy
1
f(X)—f(S) = Edzf(S+l9(X—S);X—S)-

Je-li d2 £(S) pozitivné definitni (tj. d® £(S; X — S) > 0 pro libovolny bod X # §), pak (z diivodu spojitosti) existuje
okoli O(S), na kterém je pozitivné definitni i d f (X) pro kazdy bod X € 0(5). Uvazujeme-li eukleidovskou metriku,
tak do tohoto okoli ndleZi i bod S + ¥ (X — S), protoze ¥ € (0, 1). To znamen4, 7e d? f(S + ¥(X — S);: X — S) > 0,
atedy f(X)— f(S) > 0,t. f(X) > f(S),tj. v S je ostré lokdlni minimum.

Diikaz (ii) by se provedl stejné, diikaz (iii) je mirné technicky ndrocné;jsi. [

Pozndmka. Je-li d? f(S) pozitivné nebo negativné semidefinitni, nelze o extrému rozhodnout.

Priklad 10.12. Vysetiete lokdlni extrémy funkce f(x,y,z) = 2xy? —4xy + x2? + z2 — 2z.

Resent. PoloZime-li gradient funkce roven nulovému vektoru, dostaneme soustavu tif rovnic
2y2 —4y +2x =0, 4xy—4x=0, 2z—2=0,

ze které obdrzime tfi staciondrni body S; = [1,1,1], S = [0,0,1] a S35 = [0, 2, 1]. Hessova matice zadané funkce ma
tvar

2 4y —4 0
Hi(x,y,z) =|4y—4 4x 0
0 0 2
a po dosazenf staciondrnich bodii mame
2 0 0 2 —4 0 2 4 0
He(S1) =10 4 0, Hf(S2)=|—+4 0 0], Hp(S3)=|4 0 0
0 0 2 0 0o 2 0 0 2

Pomoci Sylvestrova kritéria snadno uréfme, Ze d2 £(S;) je pozitivné definitni kvadratick4 forma (D; =2 > 0, D, = 8 >
0, D3 = 16 > 0), d? £(S>) je indefinitni kvadratickd forma (D; =2 > 0, D, = —16 < 0, D3 = —32 < 0) ad? £(S3) je
také indefinitni (D; =2 > 0, D, = —16 < 0, D3 = —32 < 0). Lokdln{ extrém tedy nastdva pouze ve stacionarnim bodé
S1 (a to ostré lokalni minimum).

Piiklad 10.13. Vysetiete lokdlni extrémy funkce f(x,y) = x2(1 4 y?).

Reseni. Podminka grad f = 6 vede na soustavu
2x(14+ %) =0, 2x%y =0,

ktera ma nekone¢né mnoho feseni S = [0, y], y € R (staciondarnim bodem je tedy kazdy bod leZici na ose y). Hessova
matice mé potom tvar

2(1+y%) 4xy

_ » . _(20+¥*) 0
He(x,y) = ( Axy 2x2) , vyCisleno vbodech §: Hp(x,y) = ( .

0 0

4Ludwig Otto Hesse 1811-1874, Némec
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Protoze M| = 2(1 + y?) > 0, M = 0, M, = 0, d* f(S) je pozitivn€ semidefinitni kvadratickou formou a podle

poznamky vyse nelze na zakladé véty 10.11 o extrému rozhodnout. Uvazime-li vSak, Zze f(S) =0a f(x,y) > 0V[x, y] €
R2 mimo osu y, je ziejmé, Ze f mé v kazdém bod& S lokdlni minimum, které viak neni ostré (graf funkce je na obrdzku).

Obrizek 6: Graf funkce f(x,y) = x2(1 + y?). Kazdy bod osy y je bodem (neostrého) lokdlniho minima

Definice 10.14. Bud f : R* — R funkce a M C D(f). Rekneme, 7¢ f nabyvd na mnoZiné M v bodé Xy € M
globalniho minima (resp. maxima), jestlize f(Xg) < f(X) (resp. f(Xo) > f(X)) pro VX € M. Jsou-li nerovnosti ostré
pro kazdé X # X, mluvime o ostrych globdlnich minimech (resp. maximech) na M. (Ostrd) globdlni maxima a minima
nazyvame souhrnng (ostré) globdlni extrémy funkce f na mnoziné M.

Pozndmka. Je-li bod globdlniho extrému Xy na mnoZin€ M vnitfnim bodem této mnoZiny, pak je Xo bodem lokélniho
extrému. Funkce f tedy mdZe mit globdlni extrém na mnoziné M v bodé lokédlniho extrému nebo v hraniénim bodé
mnoziny M, pokud tento bod do mnoZiny M patfi. Napf. funkce f(x,y) = x2 4+ y? md na uzavieném jednotkovém
kruhu x2 + y2 < 1 (ostré) globalni minimum 0 v bodé& [0, 0] a (neostré) globdlni maximum 1 v ka?dém bodé& hranice
kruhu (tj. kruznice x2 + y2 = 1). Kdybychom uvaZovali otevieny kruh, tak funkce ma stéle (ostré) globalni minimum O
v bodg [0, 0], ale globdlni maximum nemd (ostré ani neostré).

Prakticky postup pfi vypoctu globalnich extrémi na kompaktni mnoZing (tj. ohranic¢ené a uzaviené) bude ukazan poz-
déji v kapitole o vdzanych extrémech.
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