11 Implicitni funkce

Definice 11.1 (implicitni funkce). Nechf F : R? — R je funkce a [xo, yo] € R? je takovy bod, Ze F(xo, o) = O.
Rekneme, e funkce y = f(x) je v okoli bodu [xo, yo| zaddna implicitné rovnici F(x,y) = 0, jestlize existuje § > 0
takové Ze, pro x € (x¢g — 6, x9 + &) je F(x, f(x)) = 0 a graf funkce f prochdzi bodem [xg, yo] (tj. yo = [f(x0)).

Priklad 11.2. a) Rovnice 3x — y + 2 = 0 predstavuje implicitni vyjadfeni jediné funkce y = 3x + 2; b) rovnice
x2 + y2 = 1 predstavuje dvojici funkei y = ++/1 — x2; ¢) rovnice xy — |xy| = 0 uréuje nekone¢n& mnoho funkci
y = f(x) s grafem leZicim v prvnim nebo tfetim kvadrantu.

Véta 11.3 (o existenci implicitni funkce). Nech? F : R? — R je spojitd funkce na otevieném ¢tverci
R = (xg—a,xo+a)x(yo—a,yo+a)

pro néjaké a > 0 (1. na okoli O4([xg, yo|) v metrice poo) a necht’ F(xg, yo) = 0. Ddle pfedpokiddejme, Ze F md na tomto
Ctverci parcidlni derivaci Fy, kterd je spojitd v bodé [xo, yo] a plati Fy(xo, o) # 0. Pak existuje § > 0 takové, Ze na
intervalu (xo — 8, xo + 8) je rovnici F(x,y) = 0 implicitné definovina pravé jedna spojitd funkce y = f(x) prochdzejici
bodem [xg, yo].

Diikaz. NaR? uvazujme metriku peo a polozme d = Fy’ (x0, yo). Podle pfedpokladu je d # 0. ProtoZe Fy’ je spojitd v bodé
[x0, yo] a existuje na R, k |d|/2 existuje & > 0 takové, Ze pro [x, y] € O(xo, yo) = (xo — &, X0 + &) X (Yo — & Yo + &)
jelFy(x,y)—d| <|d|/2,4. |1 — d_le’(xo,y0)| < 1/2. Oznaéme

0 ={ge€C({xo—¢&x0+¢€)):g(x0) = yo. [g(x) —yol <& Vx € (xo—e,x0+ &)}

Pro g € Q tedy plati g(xo) = yo, F(x0,g(x0)) = F(x¢,y0) = 0. ProtoZe g i F jsou spojité, k ¢ > 0 existuje §; > 0
takové, Ze pro kazdé x € (xo — 81, xo + 61) plati

| Flrgt)

g(x) 7

o] < €.
Polozme § = min{e,§1}a P = Q N C({xo — 8, x¢o + 8)). Mnozina P tedy obsahuje funkce z Q, jejichZ defini¢ni obor je
ziZen na (xo — 8, xo + 6). Definujme zobrazeni T : P — C({x¢ — &, xo + &)) predpisem

F(x, g(x))
i

Je-li funkce f pevnym bodem zobrazeni T, pak f(x) = f(x)—d ' F(x, f(x))prox € (xo —8,x¢ + 8),4j. F(x, f(x)) =
0 pro x € {xo —6,x0 + 8), tj. f je spojitd funkce, kterd je na (xo — 8, xo + &) implicitn€ zaddna rovnici F(x, y) = 0.
Existenci jediné funkce f této vlastnosti dokdZeme pomoci Banachovy véty o pevném bodu. Na P uvazujme metriku stej-
nomérné konvergence pc. Pak T'(g)(xo) = g(xo) —d ' F(x9.g(x0)) = yo pro g € P adiky (x) také |T(g)(x)—yo| < &
pro x € {(xo —§,x0 + 8), tj. T(g) € P.S vyuzitim véty o stfedni hodnoté dostaneme

F(x, g(x)) F(x, h(x))
T ) +

T(g)(x) =g(x) - (%)

pc(T(g).T(h)) glx) —

max o IT(g)(x)—T(h)(x)| =

x€({xo—38,x0+

a
x€({xo—38,x0+38)

Fy(x,£)(g(x) — h(x))

= — h(x) —
xE(xon—lz?,);o+8) g(x) () d
Fy(x,§)
= max x) —h(x)| |1 = 2221,
g~ h) ‘ ;

kde bod £ lezi mezi hodnotami g(x) a h(x), g, h € P, tedy £ € O(x¢, yo)- Podle (x) tedy je
1 1

pc(T(g).T(h) =5  max |g(x)—h(x)| = spc(g. h),
2 xe(xo—8,x0+8) 2

coZ znamend, Ze T je kontrakce na P. O

Poznamka. a) Vedle spojité funkce miiZe existovat i dal$i nespojita funkce, napf. rovnice y(y — 1) = 0 urcuje na okoli
bodu [0, 0] spojitou funkci y(x) = 0, ale kromé& ni také napf. nespojitou funkci

0 prox <0

yi(x) = nebo funkci  y,(x) = y(x).

1 prox >0

b) Podminka Fy’ (x0. y0) # 0 je postalujici pro existenci implicitni funkce, nikoliv nutnou, napf. rovnice x — y3 = 0
uruje v okolf bodu [0, 0] funkci y = 3/x, ale ptitom F3(0,0) = 0.
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Véta 11.4 (o derivaci implicitni funkce). Necht jsou splnény predpoklady véty 11.3 a F md na ctverci R spojité parcidlni
derivace. Pak md funkce f, kterd je implicitné urcena v okoli bodu [x¢, yo] rovnici F(x,y) = 0, derivaci v bodé x¢ a plati

_ Fi(x0. y0)

Fieo) = F}(x0, y0)

Diikaz. Podle véty 11.3 existuje ¢islo § > 0 takové, Ze na (xo — 81, x¢ + 01) existuje jedina spojitd funkce f dand
implicitné rovnici F(x, y) = O aspliiujici yo = f(xo). Z diikazu véty 11.3 také plyne, Ze F;(x, f(x)) # 0 prokazdé x €
(x0—38, x0+9). Vezm&me libovolné dva riizné body x, x; € (xo—§, xo+6). Pakplati F(x, f(x)) = 0a F(x1, f(x1) =0.
Oznaéme y; = f(x1). Protoze F je diferencovatelnd v bodé [x1, y1] (existuje okoli bodu [x1, y;], na kterém jsou dle
predpokladu spojité obé parcidlni derivace), plati

F(x, f(x)) = F(x1,y1) = dF(x1, y1; X — x1, f(x) = y1) + v (x = x1)2 + (f(x) — y1)? 7(x — x1, f(xX) — y1),
—— N — e’
=0 =0

kde t(h, k) — 0 pro [k, k] — [0, 0]. Upravou dostaneme

0=dF(x1,y1:x —x1, f(x) = y1) + V(x —x1)2 + (f(x) — yD)2 1(x — x1, f(x) — f(x1))
V& —x)2+ (f(x) — y1)?
V& =x1)2+ (f(x) = y1)?

= dF(xp, yix —x1, f(0) = y1) + V(6 = x1)2 + (f(x) = y)? lx = x1, f(x) = y1)

N2
R R e T TRl
()~ )2

(x —x1. f(x) = y).

N NG

Uvézime-li, Ze dF (x1, y1:x — x1, f(x) —y1) = FL(x1, y1)(x —x1) + Fy’(xl , ¥1)(f(x) — y1), pak po vydé€leni rozdilem
x — x1 dostaneme

0= Fy(x1,y1) + Fy(x1,y1) fixi;lyl N —xl):—i_-?jl‘(x) = T(x —x1, f(x) — 1)
S(xX)—» S(xX) =y B B
+ P e R S T(x —x1, f(x) = y1)
= Felxy) + oy fix)_;lyl (1 R xlj;gxi;fy(;) T A yl))

+ Al T
Vx = x1)2 + (f(x) — y1)?

Funkce f je spojitd v bodé x; (tj. platf limy—,, f(x) = f(x1) = y1), atedy t(x — x1, f(x) — y1) = 0 prox — Xx;.
Oba ¢leny obsahujici odmocninu ve jmenovateli jsou v absolutni hodnoté ohrani¢ené jednickou, a proto také

(x —x1. f(x) —y1) =0,

(x —x1, f(x) = y1)-

lim el T
= =22 + (f() = )2

. f() =i
N e B A A

Limitnim pfechodem pro x — x; tedy celkové dostivame

_ F(x1.
0= F/(x1,01) + F}i(xl,yl) lim —f(x) f(xl), neboli  f'(x1) = ——)f(xl yl).
X—>X1 X — X1 Fy(xl,J/l)

ProtoZe bod x1 byl v intervalu (xo—3, x¢ +6) volen libovolné, miiZeme za néj volit bod xo. Dokdzali jsme tedy, Ze derivace
f(xp) existuje a je ddna vzorcem véty. O

Poznamka. a) Samotny vzorec pro vypocet derivace si neni potieba pamatovat, 1ze jej snadno formaln€ odvodit z pravidla
pro derivovani sloZené funkce:

Fex, f(x0)

Fx, f(x) =0/, = Fl(x.fx) 1+ Fx f@x)f(x)=0 = f,(x)z_F’(x 100
1 (x,

Dosadime-li x = xg, tak s vyuZitim yo = f(xo) dostaneme vzorec tvrzeni.
b) Z dikazu je zfejmé, Ze derivace existuje nejenom v bod€ [xg, Vo], ale na celém (xo — §, xo + 8) a je zde spojita.
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Priklad 11.5. Urcete rovnici teény a normdly ke kfivce dané rovnici x3 + y3 —2xy = 0 v bodé [1, 1].

ReSeni. Funkce F(x.y) = x* 4+ y* — 2xy je md parcidlni derivace F(x,y) = 3x? — 2y, Fj(x.y) = 3y? — 2x,
které jsou spojité na libovolném (Etvercovém) okoli bodu [1, 1] (sama funkce F tedy musi byt také spojitd v kazdém bodé
uvazovaného okoli, protoZe je zde diferencovatelnd). ProtoZe navic F; (1,1) = 1 # 0, jsou splnény vSechny piedpoklady
véty 11.3, a tedy v okoli bodu [1, 1] existuje implicitni funkce y = f(x), kterd ma v bod€ xo = 1 derivaci, pfi¢emz

3.12-2-1
i

1 = =
S =357

Rovnice te¢ny funkce f v bod& xq je ddna vzorcem y = yo + f'(xo)(x — xo), viz SA1. Po dosazeni tedy dostdvame
y = 1 —(x — 1), tj. hledana te¢na m4d rovnici x + y — 2 = 0. Normadla je potom kolm4 na te¢nu, snadno napiSeme jeji
parametrické vyjadfeni x = 1 4+ ¢, y = 1 + ¢, t € R. Eliminaci parametru ¢ pak dostaneme rovnici normély x — y = 0.

—1.

Pozndmka. a) Z prikladu je zfejmé, Ze rovnice tecny v bod€ [x¢, yo] ke grafu funkce y = f(x) uréené implicitné rovnic{
F(x,y) = 0md tvar F{(xo, yo)(x — Xxo) + Fy(xo, y0)(y — yo) = 0.
b) Jsou-li splnény predpoklady véty 11.3 a F md navic na R spojité druhé parcidlni derivace, pak funkce y = f(x),
ktera je v okoli bodu [xg, y¢] ddna implicitné rovnici F(x, y) = 0 md v bod€ xo druhou derivaci a plati
Fl (x0. y0) (F) (x0. ¥0))* — 2F}, (x0. o) F} (X0, y0) Fy (x0. yo) + F,/, (x0. y0) (F}.(x0. y0))?
(F}(x0. 70))? ‘

¥ (x0) = —

VY

Jak je to ve vyssi dimenzi?

Definice 11.6 (implicitni funkce dvou proménnych). Necht F : R3 — R je funkce, [xo, yo.Zo] € R? je takovy bod, Ze
F(x0, Y0, zo) = 0. Rekneme, Ze funkce z = f(x, y) je v okoli bodu [x¢, yo. zo| zaddna implicitné rovnici F(x,y,z) = 0,
jestliZze existuje § > 0 takové Ze pro [x, y] € (xo — 8, x0 + 8) X (yo — 6, yo + 8) je F(x,y, f(x,y)) = 0 a graf funkce f
prochdzi bodem [x¢, o, Zo]-

Véta 11.7 (o implicitni funkci dvou proménnych a jejich parcidlnich derivacich). Necht F : R®> — R je funkce spojitd
na krychli K = (xo —a,xo +a) x (yo —a,yo + a) x (zo — a,zg + a) pro néjaké a > 0, F(xg, yo,2z0) = 0 a ma
zde derivaci F), kterd je spojitd v bodé [xo, yo, zo], pFicemZ F)(Xo. Yo, zo) 7 0. Pak existuje islo § > 0 a jedind spojitd
Sfunkce z = f(x, ), kterd je na (xo — 8, xo + 8) X (yo — 6, yo + 8) ddna implicitné rovnici F(x, y, z) = 0. Jsou-li navic
na krychli K spojité parcidlni derivace F, Fy’ a F}, pak funkce z = f(x,y) md parcidlni derivace v bodé [xo, yo| a plati

F)i(x07)’0»20)
Fz/(xo,J’o,Zo)'

_ Fi(x0. yo. Z0)

! -
FZ/(xo»yOsZO)’ fy(xo’y()) B

fr (X0, y0) =
Poznamka. Z predchozi definice a véty je jiz ziejmé, jak by vypadalo rozsifeni na piipad implicitni funkce tif a vice
proménnych.
Definice 11.8 (im-funkce). Necht f1, f>,..., fm jsou funkce n proménnych takové, ze D(f1)ND(f2)N---ND(f) # 0.
Pak zobrazeni .# : R” — R™ dané pfedpisem
F
[X1,X2, ..., X0] — [f1(X1, X2 ..., X0), 2(X1, X200 Xn), ooy fin (X1, X200, Xp)]

nazveme m-funkci n proménnych. Funkee fi, fa. ..., fin nazyvame slozky .7, mnoZina D(.%) := (i, D(f;) se nazyva
defini¢ni obor m-funkce .%.

Pozndmka. a) Interpretujeme-li obraz bodu X € R” jako vektor v R™, pak m-funkci nazyvame také vektorovou funkci
a je-li m = n, tak vektorovym polem.
b) Lze snadno ukézat, Ze .# je spojitd v bodé Xy € R" <= vSechny funkce fi, ..., f jsou v tomto bod€ spojité.

Definice 11.9 (diferencovatelnosti m-funkce). Rekneme, 7e m-funkce .# : R"* — R™ je diferencovatelna v bodé Xy € R”,
jestlize kazda z funkci f1, fa,..., fm je diferencovatelnd v tomto bodé. Zobrazeni d.# (Xj) : R" — R™ dané piedpisem

(A1, ha. ... hn] = [d f1(X0). d f2(Xo). . . .. d fm (Xo)]

se nazyva totdlni diferencidal m-funkce % v bodé Xo. m-funkce .# se nazyva diferencovatelnd na M C D(%F), je-li
diferencovatelnd v kazdém bodé z M .

Pozndmka. Totélni diferencidl d.% (Xy) je linearni zobrazeni z R” do R” uréené matici

A Kili

0x1 dx> 0xn
F'(Xo)y=|" " T (Xo).

Um  Um Ufm

0x] dxp dxp
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tj. plati

d f1(Xo) hy
dfr(X

fzf 0) — (X0) |
d fm(Xo) hy

Matice .#'(Xo) se nazyvd Jacobiova® matice m-funkce .7 v bodé Xy. Je-li n = m, pak se determinant Jacobiovy matice
m-funkce .Z v bodé X nazyva Jacobidn, budeme znacit J z(Xo) nebo struéné J(Xp).

Véta 11.10 (o Jacobiové matici sloZeného zobrazeni). Necht & : R" — R™ je m-funkce diferencovatelnd v bodé Xy € R"
a % :R"™ — RP? je p-funkce diferencovatelnd v bodé Yo = 4 (Xo) € R™. Pak sloZené zobrazeni 7 = F 0% : R" — R?
Je p-funkce diferencovatelnd v bodé X a pro jeji Jacobiovu matici plati

H'(Xo) = .F'(Yo) 9" (Xo) .
—— e N —

pxn pxm  mxn
Diikaz. Podle definice p-funkce S mame
hi(x1,x2,....xp) = fi(g1(X1. X2, ..., Xn). &2(X1, X2, ..., Xn), ... Em (X1, X2, .. Xn))
a podle véty 9.1 plati
P
g—fﬁ;(xl,xz,...,xn) =l; ;;; (gl(xl,xz,...,xn),gz(xl,xz,...,xn),...,gm(xl,xz,...,xn))gig(xl,xz,...,xn)
proi =1,2,...,p, ] =1,2,...,n. O

Véta 11.11 (o lokalni inverzi). Nechi .7 : R" — R” je spojité diferencovatelnd n-funkce na néjaké oteviené mnoziné
U C R" obsahujici bod Xo a .7’ (Xy) je regularni (1j. det(.%'(Xy)) # 0). Pak existuje okoli O(Xy), v némz je F prosta,
a tedy existuje inverzni n-funkce =1 : Z(0(Xy)) — R™. Tato inverze je spojité diferencovatelnd na F(0(Xy)) a v bodé
Yo = F(Xo) pro jeji Jacobiovu matici plati

1

(Z7 YY) = (F'(Xo)™ ' aodud Jgfl(Yo)=m.

Poznamka. a) Predpoklady a zavéry véty Ize mirn€ modifikovat. Je zndmo vicero diikazli (jsou pomérné€ ndrocné), obvykle
jsou zaloZeny na Banachové vét€ o pevném bodu (ptipadné jeji modifikaci). Intuitivné, pokud . (X() = Yy, tak podle
Taylorovy véty na O(Xy) plati

F(X)~ Yy +dF (Xo; X — Xo).

Linedrn{ zobrazeni na pravé strané pfibliZzné rovnosti je prosté, pravé kdyZ je Jacobiova matice #'(Xy) reguldrni. Lze se
domnivat, Ze prostd bude na daném okoli i samotnd n-funkce .%.

Jacobiova matice identického zobrazeni # ! o F(x1,X2,...,%Xn) = (X1,X2, ..., Xn) je jednotkova matice E. Podle
véty 11.10 pak plati E = (F~1)/(F(x?,x9,...,x)-Z'(x?,x2, ..., x?). Odtud dostaneme vzorec pro Jacobiovu matice
inverze.

b) Véta vlastné fikd, za jakych okolnosti 1ze ze soustavy .% (X) = Y ziskat jednozna¢né feSeni X v zdvislosti na Y,
musime se ov§em pohybovat ,.blizko* bodli Xy a Y.

UvaZujme nyni soustavu rovnic

g1(X1,X2, o . Xn Y1, Y25+ Ym) =0,
g2(X1,X2, .. . Xn, Y1, Y2, Ym) =0,

€))
gm(X1, X2, ..., X, Y1, Y25, Ym) =0,
m-funkci
y1 = fi(x1,X2,...,Xn),
y2 = fz(xlax25"'axl’l)7
(%)

Ym = fm(X1,%2,...,Xn),

5Carl Gustav Jacob Jacobi 1804—1851 , Némec
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bod [Xo,Yo] = [x¥,x2, ..., x0,»9,»9,...,»%] € R*™™ Xktery vyhovuje soustavé (x) a nechf § > 0. Rekneme, Ze
m-funkce () je ddna na okoli Og(Xg) implicitné soustavou (), jestliZe pro kazdé X € Os(Xy) plati

g1(x1, X2, .y Xn, f1(X1, X2, - s Xn), fo(X1, X2, 0 s Xn)s ooy fn(X1, X2, ... Xp)) =0,
ga(x1, X2, ... Xn, f1(X1, X2, ... s Xn), fa(X1, X2, 0 s Xn),s ooy f(X1, X2, ..., X)) =0,
gm(X1, X2, .o, X, J1(X1, X2, .o, Xn), f2(X1, X2, o, Xn)s e e s fmn (X1, X2, ..., X)) = 0.
Véta 11.12 (o existenci implicitni m-funkce a jeji Jacobiové matici). Nechf ¢ = [g1.g2.....&m] : R"T" — R™ je

spojitd m-funkce v okoli Oy ([Xo, Yo]) pro néjaké a > 0 (okoli bereme opét v metrice pso), pFicemZ bod [ X, Yo| vyhovuje
soustavé 9(X,Y) = O =10,0,...,0] (. soustavé (%)), a necht vSechny prvky matice

dg1 981 0g1

V1 dy2 yYm

gﬁ gﬁ _gé’

’_ V1 V2 Ym
Gy = . .

0gm 0gm 0gm

1 dy2 7 Oym

existuji v Oq([Xo, Yol), jsou spojité v bodé [Xo, Yo] a plati det(¥y (Xo,Yo)) # 0. Pak existuje okoli Os(Xo) € R”, na
kterém je soustavou 9(X,Y) = O =[0,0,...,0] implicitné ddana jedind spojita m-funkce

Y =7(X) = [/1(X), 2(X)..... fm(X)]

(tj. m-funkce ve tvaru (xx)). Jsou-li navic spojité vSechny prvky matice

%1 01 g1

x| 9xs - -

dg2 gﬁ bz2

/ X1 X2 e Xn
gX - . . . .

gm 0gm 0gm

0x1 x> T 0xn

a vsechny prvky matice Gy v Oq([Xo, Yo]), pak F je diferencovatelnd v X a pro jeji Jacobiovu matici plati
F'(Xo) = —(Fy (Xo.Y0)) ™' Gy (Xo. Yo).

Idea ditkazu. Oznacime-li d = det(¥(Xo, Yo)) a budeme-li s maticemi & a ¢, manipulovat stejné jako s derivacemi
F ; a F} v dikazu véty 11.3, tak zjistime, Ze tento diikaz Ize pfepsat i pro maticovy p¥ipad. O

Poznamka. Prvni ¢ast véty vlastné fik4, za jakych podminek 1ze ze soustavy () vyjadfit m-tici (*x*) (pokud to jde, tak to
jeSté neznamend, Ze je to pocetné jednoduché).

Priklad 11.13. Najdéte bod, v jehoZ okoli vyjadfuje soustava x? + y? + u? + v2 = 2, xu + yv + e*¥ = 0 implicitn&
2-funkci u = u(x, y), v = v(x, y) a urCete jeji Jacobiovu matici v tomto bodg.

ReSeni. Dosazenim ovéfime, Ze soustavé vyhovuje napft. bod [xg, Vo, 1o, Vo] = [—1, 0, 1, 0]. Ddle mame

;o (2x 2y ;o 2u 2v
g[x’ﬂ_(u v ) T = x+ve" y+uet)’

det(%[/ ) = 2uy + 2u?e*’ —2xv — 2v% eV .

u,v]
Odtud
G = ! yrue
fu] 2uy + 2u? e’ —2xv —2v2e? \—x —ve"’  2u J’
, —1 2xy + 2xue*’ —2uv  2y? + 2yue’? —2v?%
T 2uy 4 2u2ewv —2xvy — 202 eWV —2x% —2xve® +2u? —2xy —2yve'’ +2uv )’
atedy

—1 /—
Fav=2 (7 9= )
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