12 Vazané extrémy

Definice 12.1 (lokélniho extrému vzhledem k mnozing). Nechf f : R” — R je funkce a M C D(f) je néjakd neprazdna
mnoZina. Rekneme, 7e funkce f ma v bodé Xo € M lokdlni minimum (resp. maximum) vzhledem k mnoZiné M , jestlize
existuje okoli O(Xy) takové, Ze pro X € M N O(Xp) plati f(Xo) < f(X) (resp. f(Xo) = f(X)). Jsou-li nerovnosti pro
X # Xo ostré, mluvime o ostrych lokdlnich extrémech vzhledem k M .

V této kapitole budeme uvazovat piipad, kdy mnoZina M je zaddna soustavou

gl(xlax2»~--»xn) =0,
g2(X1,X2,...,x,) =0,

(A)
gm(xX1,x2,...,%x,) =0, kdel <m < n.

V tomto piipadé€ se misto terminu lokalni extrém vzhledem k M pouziva terminu lokdini extrém vdazany podminkami (A)
nebo struéné vdzany lokdlni extrém.

Véta 12.2 (metoda Lagrangeovych multiplikator(, nutnd podminka pro existenci vazaného lokalniho extrému). Nechf
funkce f,g1,...,8m : R" —> R (1 < m < n) maji spojité parcidlni derivace v oteviené mnoZiné U C R" a necht
v kazdém bodé mnoziny U md Jacobiova matice ' m-funkce 9 = (g1, g2, - - -, &m] hodnost m. Ddle, necht M C U je
mnoZina vSech bodiit X = [x1, X2, ..., Xy], které vyhovuji rovnicim (A). Ma-li f v bodé Xo € M vdzany lokdlni extrém,
pak existuji redlnd Cisla Ay, Az, ..., Ay (Lagrangeovy multiplikdtory) tak, Ze jsou splnény rovnosti

9 A ,
8—f(Xo)+ZAkﬁ(Xo)=o, j=12...n ©)
)Cj =1 8Xj

Diikaz. Vétu l1ze dokézat vicero zplsoby, jeden z nich vyuziva vétu o lokdlni inverzi (viz véta 11.11). Zde si pro jedno-
duchost ukdzeme dikaz pron = 2 am = 1 (tj. uvazujeme funkci f = f(x, y) dvou proménnych s jednou vazebnou
podminkou g(x, y) = 0).

Nechf jsou tedy splnény pfedpoklady véty a f ma v bod€ [xg, yo] vdzany lokdlni extrém. Pak g(x¢, y9) = 0. Protoze
hodnost (g%, g3,) = 1 (matice je zde typu 1 x 2, tj. fddkovy vektor) na néjaké mnoZiné U obsahujici bod [xo, yo], nemize
byt zdroveii g5 (X0, yo) = 0 a g},(xo, yo) = 0. Nechf napf. g, (xo, yo) # 0. Pak jsou spInény pfedpoklady vét o existenci
implicitni funkce a o jeji derivaci, tj. existuje funkce y = ¢(x) takova, Ze yo = ¢(xg) a

&5 (x0, o)

!/
@' (x0) = .
g5 (xo0, yo)

Ulohu o vdzaném extrému pfevedeme na na tlohu o (volném) lokalnim extrému funkce 2(x) = f(x, ¢(x)). Podle véty
o derivovani sloZené funkce plati

—gx(x,y0) _ 0

' (x0) = fy(x0,9(x0)) - 1+ f;(x0,(x0)) ¢'(x0) = fy(x0,Y0) + f, (X0, yo) — =
gy(x()s yO)

Pro [x, y] € U splityjici g(x, y) = 0jedg = gy h + g,k = 0, atedy i g\ (xo, yo)h + g, (X0, yo)k = 0. Odtud pro h # 0

dxo.y0) K

g, (xo.y0) '
Po dosazeni této rovnosti do vyjddieni pro h’(xo) dostaneme vyndsobenim /4 rovnost
fi(xo, yo)h + f,(xo0, yo)k =0

K této rovnici nynf pfi¢t€éme vyse uvedenou rovnost g3 (xo, yo)h + g;,(xo, yo)k = 0 vyndsobenou parametrem A € R.
Tim dostdvdme novou rovnost ve tvaru

(fi(x0. y0) + Agr(x0. y0)) b + (f, (x0. Yo) + Ag), (x0. y0)) k = 0.

Zvolme A tak, aby f;(xo, yo) + Ag), (X0, yo) = 0 (to jisté Ize, nebot jsme predpoklddali, Ze g}, (xo, yo) # 0). Pak ale také
musi byt f)(xo, o) + Ag%(x0, y0) = 0, protoZe & je libovolné. Jinak feceno, existuje A € R takové, Ze V f(xo, yo) +
AVg(x0, yo) = (0,0), coz jsme chtéli ukdzat. O

Definice 12.3 (staciondrniho bodu funkce na M). Bod Xy € M, pro ktery existuji Lagrangeovy multiplikdtory Aq, ..., A
tak, Ze plati (©), se nazyva staciondrni bod funkce f na M.
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Pozndmka. Véta 12.2 vlastn€é dava navod, jak stacionarni body nalézt. Sestroji se Lagrangeova funkce

m
L(x1, X2, Xno A A Am) = f(X1, X200 Xn) + Y Aek(X1, X2, ).
k=1

PoloZime-li jeji gradient roven nulovému vektoru, dostaneme pravé vztahy (Q).

Véta 12.4 (postacujici podminky pro existenci vdzaného lokalniho extrému). Necht' S je staciondrni bod funkce f na M,
As = [)Lf Ag, e, Afn] Jsou Lagrangeovy multiplikdtory prislusné bodu S, funkce f, g1, 82, ..., gm maji spojité druhé
parcidlni derivace v bodé S a néjakém jeho okoli a Jacobiova matice 9'(S) md hodnost m. Je-li d>L(S, As)

(i) pozitivné definitni, pak v S je ostré vazané lokdlni minimum.

(ii) mnegativné definitni, pak v S je ostré vdazané lokdlni maximum.

Diikaz. Predpoklady véty jsou takové, Ze pozitivni definitnost d2 L (S, A g) zarucuje existenci (volného) lokalniho minima
Lagrangeovy funkce L v bod€ S pii pevném A = Ag, tj. existuje okoli O(S), na kterém plati

L(S.As) < L(X.As), 1. f(S)+ Y _2igu(S) < f(X)+ D AMee(X) = f(S) < f(X)+ D A gr(X).
k=1 k=1 k=1

Uvedena nerovnost plati i pro body X z mnoziny M, na které je gx(X) = 0,k = 1,2,...,m a tedy pro tyto body plati
F(S) < F(X). To v8ak znamena, Ze funkce ma v S ostré lokdlni minimum vdzané podminkami (A). Analogicky by se
ukézalo pro maximum. O

Pozndmka. a) ProtoZe diferencidl souctu je soucet diferencidld, plati d2L = d f + Y ;' Axd>gx. Stejné tak pro Hessovu
matici diferencidlu d?L plati H, = Hy + Y p—; Ak Hg, .

b) Pozor, je-li dzL(S , \ g) indefinitni, tak to (na rozdil od volnych lokdlnich extrémii) neznamend, Ze v S neni vdzany
lokaln{ extrém. Pro existenci vazanych lokdlnich extrémi sta¢i, kdyz d?L(S, As) je PDF nebo NDF pro viechny vektory
l; = (hy,ha, ..., hy) kolmé k vektordim Vg, (S),k = 1,2,...,m). Je-li tedy d2L(S, As) indefinitni, Ize déle postupovat
takto: Ze soustavy

dg1(S) =0,

dg2(S) =0,

dgm(S) =0,

tj. ze soustavy
hy 0
hy 0
0. 1=1].1

hy 0

1ze jednoznacné vyjadiit m piirastkd &; (protoZze ¢’(S) md hodnost m) jako linedrni formy zbyvajicich pfirstkd (linedrni
forma n-proménnych je funkce typua; x; +az x>+ -+ anxn, kdea; € R,i = 1,2,...,n). Dosazenim takto vyjadienych
piiristki do d2L(S, As) dostaneme novou kvadratickou formu 7 — m proménnych, oznaéme ji napt. ®. Potom plati: Je-li
P

a) pozitivné definitni, pak v S je ostré vdzané lokaln{ minimum,

b) negativné definitni, pak v S je ostré vazané lokdlni maximum,

¢) indefinitni, pak v S nenastdva vazany lokdlni extrém.

Priklad 12.5. Vy3etfete vazané extrémy funkce f(x,y) = xy vzhledem k mnozind M = {[x,y] e R2: x +y = 1}.
ReSeni. 1. zpiisob: Vazebnou podminku pi¥me ve tvaru x + y — 1 = 0 (mdme tedy g(x,y) = x + y — 1). Lagrangeova
funkce ma tvar L(x,y,A) = xy + A(x + y — 1). PoloZime-li parcialni derivace podle v§ech proménnych rovny nule,
dostaneme soustavu:

L.=y+1=0,

/ p— p—
Ly =x+A=0,
Ly=x+y—-1=0,
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jejimz jedinym feSenim je x = %, y = % al= —% (z prvni rovnice se vyjadii y, z druhé x a dosadi se do tieti). Mame
tedy jeden staciondrni bod § = [% %] a k nému pfislusny multiplikdtor Ag = —%.
4 "o "o _ " ’ I N 1z 2 ..
Dile, f. =0, Yy = 1, vy = 0, g/xx = 8y =&y = 0, coz dava Hessovu matici

0 1 1(0 0 0 1
HL(S) = (1 o)_i(o o) - (1 0)‘
Podle Sylvestrova kritéria je d2 L (S) indefinitni kvadratickd forma, coZ podle pozndmky nad pfikladem znamen4, Ze zatim
nelze rozhodnout. Vyjadfeme tedy z rovnice dg(S) = h + k = 0 napf. proménnou k, tj. k = —h. Dosadime-li toto
vyjadieni do d?L(S), dostdvdme novou formu ®(h) = —2h? (s ptihlédnutim k Hy (S) je d2L(S) = 2hk). Plati ®(h) < 0
pro kazdé h # 0, tj. forma ® je negativng definitni a v S je ostré vdzané lokalni maximum, viz obrdzek 7.

2. zpusob: Pfiklad 1ze vyfesit podstatné jednoduseji pfevodem na lokdlni extrém funkce jedné proménné. Z vazebné
podminky vyjadiime jednu z proménnych, napt. y = 1 — x a zavedeme novou funkci ¢ : R — R vztahem ¢(x) =
f(x,1—x) (jednd se o stejny obrat, ktery jsme pouzivali jiZ u vySetfovani limit funkce dvou proménnych nad svazkem
pfimek). Plati ¢(x) = x(1 — x) = x — x2 a z rovnice ¢’(x) = 1 — 2x = 0 dostaneme jediny stacionarni bod x; = %
Ziejmé je ¢ (x5) = —2 < 0, a proto m4 funkce ¢ v bod€ x; ostré lokdlni maximum. To znamend, Ze funkce f md v bodé
[xs, ys] = [%, %] (druhou slozku dostaneme z vazebné podminky, tj. ys = 1 —x; = %) ostré vizané maximum.

Obrézek 7: Ostré vazané lokéalni maximum funkce f(x, y) nad pfimkou x 4+ y = 1 nastdvd v bod& [%, %]

Pozndmka. Druhy zplsob v pfedchozim piikladé skutecné vede vyrazné rychleji k cili, je ale potieba si uvédomit, Ze
jej 1ze pouZit pouze v pripadé, kdy miZeme snadno vyjadfit z vazebnych podminek m-tici proménnych v zdvislosti na
zbyvajicich. To nemusi byt viibec jednoduché, metoda se tedy uplatiiuje spiSe v pripadé funkce dvou proménnych s jednou
vazebnou podminkou.

Priklad 12.6. Naleznéte globdlni extrémy funkce f(x,y) = 3x? — y? namnoziné M = {[x,y] € R? : x? 4+ y2 < 4}.
Reseni. Pfedné si uvédomme, e M je kompaktni mnoZina v R? (tj. ohranidend a uzavien4), a protoZe f je na M spojitd,
podle véty 5.4 (kterd je jinou formulaci Weierstrassovych vét) musi globalni maximum i minimum na M existovat. Podle
poznamky na konci kapitoly 10 pak globdlni extrém nastane bud’ v bodé¢ lokdlniho extrému, nebo na hranici (v pfipadé
kompaktni mnoZiny M C R” hranice do této mnoZiny patif). Staci tedy vysetfit staciondrni leZici uvnitf M (jinde lokaln{
extrém nastat nemiZe, protoZe f mdna M obé& parcidlni derivace) a staciondrni body na hranici dM (zde se jedna o problém
védzanych extréma funkce f vzhledem k hrani¢ni mnoZin€). Neni pfitom ani potieba zjisfovat, zda lokdlni (vdzany lokélni)
extrém ve staciondrnim bodg nastava, staci si poznamenat funkéni hodnotu funkce f v takovém bod€ a nakonec se podivat,
ve kterém bodé¢ je funkéni hodnota nejvétsi, resp. nejmensi.

Zesoustavy fy = 6x = 0, f; = —2y = 0 dostdvdme staciondrni bod [0, 0] (ten leZ{ uvniti zadané mnoZiny), pticemz
£(0,0) = 0. Podivejme se ddle na situaci na hranici. Kruznici x> + y? = 4 lze vyjadiit parametricky jako x = 2cos?,
y = 2sint, t € (0,2x). Ulohu o vdzaném extrému pfevedeme na tlohu o volném lokdlnim extrému funkce ¢(t) =
f(2cost,2sint) = 12cos?>t — 4sin®t. Mame ¢'(t) = —24costsint — 8sinfcost = —32sintcost = —16sin2¢.
Staciondrni body tedy obdrZime z rovnice —16sin2¢ = 0, neboli sin 2¢ = 0. Re§enim uvnitf intervalu (0, 27r) jsou body
h=7%tb=m1l3= 37” Tyto hodnoty parametru ¢ odpovidaji postupné bodim S; = [0, 2], S> = [-2,0], S3 = [0, —2]
a krajni body intervalu (0, 27r) pak odpovidaji bodu S4 = [2, 0]. Odpovidajici funkéni hodnoty jsou f(0,2) = f(0,-2) =
-9, f(2,0) = f(—2,0) = 12. Na zdklad€ dvahy na zacatku piikladu tedy lze usoudit, Ze globdlni maximum nastavd nad
osou x v bodech [—2, 0] a[2, 0] (jeho hodnota je 12) a globdlni minimum nad osou y v bodech [0, —2] a [0, 2] (jeho hodnota
je —9). Tyto extrémy nejsou ostré. Graf funkce nad kruhem M je na obrdzku 8.
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Obriazek 8: Graf funkce f(x, y) = 3x2 — y? nad uzavienym kruhem x2 4 y? < 4. Globdlni maxima jsou ve dvou bodech
nad osou x a globdlni minima ve dvou bodech nad osou y

13 Dvojny integral

Motivace: Riemanndyv integrél byl zaveden tak, aby pro kladnou spojitou funkci na (@, ) odpovidal obsahu obrazce ohra-
ni¢eného grafem funkce, osou x a pfimkami x = a, x = b. Dvojny integrdl zavedeme analogicky, tj. tak, aby v piipadé
kladné spojité funkce na dvourozmérném intervalu (a, b) x {c, d) odpovidal objemu télesa ohrani¢eného grafem funkce a
rovinami z = 0,x =a,x = b,y = c ay = d. Vychdzime z funkce ohrani¢ené na dvojrozmérném uzavieném intervalu
I = {(a,b) x (c,d) (j. na uzavieném obdélniku), kde a,b,c,d e R,a < b,c < d.
Pro libovolné délenf Dy : a = xo < X1 < -+ < X, = b intervalu (a, b) a libovolné déleni Dy : ¢ = yg < y; <
- < Ym = b intervalu (c,d) definujeme déleni D = (D, Dy) obdélniku / jakoZto systém uzavfenych obdéInikii
Iij = (xi —xi—1) x (yj —yj—1) (kdei = 1,2,...,n, j = 1,2,...,m) a jejich obsah oznatme

Al ) = (g —xi—1) - (v —yj—1).

Symbolem Z(/) ozna¢ime mnoZinu vSech déleni D obdélniku /. Nyni prokazdé D € Z(1) polozme m;; := inf{ f(x, y) :
[x.y] € I;;} a M;j :=sup{f(x,y) : [x,y] € I;;} adefinujme dolni a hornf soucet pfislusny funkci f a déleni D jako

s(D, f) =YY myA(ly) a S(D,f):=Y Y MyA(ly),

i=1j=1 i=1j=1

a dolnf a horn{ integrdl funkce f na intervalu / jako

//I f(x,y)dxdy :=sup{s(D, f): D e 2(1)} a //Tf(x,y) dxdy :=inf{S(D, f): D € 2(I)}.

Definice 13.1 (dvojného Riemannova integralu na obdélniku). Rekneme, 7e funkce f je na intervalu I (riemannovsky)

integrovatelnd, plati-li
[ renasay = [[ e axay.

Tuto spole¢nou hodnotu nazveme dvojnym (Riemannovym) integrdlem funkce f na intervalu I .

Pozndamka. a) V souladu s vykladem Riemannova integrdlu funkce jedné proménné, vySe uvedeny piistup je Darbouxtiv
(origindlni Riemannova definice pracuje opét s integralnimi soucty ptislusnymi k funkci f, déleni D a vybérem reprezen-
tantd E).

b) ProtozZe je dvojny integral zaveden analogicky jako u funkce jedné proménné, 1ze oCekavat, Ze i zdkladni vlastnosti
zlstanou zachovany. Zejména plati: jsou-li f, g integrovatelné na obdélniku 7, pak

1. ¢f jeintegrovatelnd na I a plati [[, cf(x,y)dxdy = c [[; f(x.y)dxdy,

2. | f1je integrovatelnd na I aplati | [, f(x,y)dxdy| < [[; | f(x,y)|dxdy,

3. f + g jeintegrovatelnd na I aplati [[;[f(x,y) + g(x, y)ldxdy = [[ f(x,y)dxdy + [[; g(x.y)dxdy,

4. je-li I = It U I, kde I1, I jsou obdélniky s I7 N I7 = @, pak [[; f(x,y)dxdy = [[;, f(x,y)dxdy +

fflz f(x,y)dxdy.

Piiklad 13.2. Pfimo z definice lze spocitat, Ze a) [[, 1dxdy = A(I) = (b —a)(d —¢), b) [[; f(x,y)dxdy, kde
f(x,y) = x(x), neexistuje, nebot

//If(X,Y)dxdy=0 a //Tf(x,y)dxdyzl_
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Véta 13.3 (postacujici podminka pro existenci integrdlu na obdéIniku). Je-li funkce f : R?> — R spojitd na uzavieném
obdélniku I, pak je na I integrovatelnd.

Diikaz. Uzavieny obdéInik I je kompaktni mnoZinou v R2, a protoZe f je podle predpokladu spojitd funkce na 7, tak
podle véty 5.4 je f(I) kompaktni mnoZina v R, tj. uzavieny interval v R. Funkce f je tedy na I ohrani¢end, a tudiz ma
horni a doln{ integrdl. Je potfeba ukdzat, Ze se rovnaji.

Podle Heineho—Cantorovy véty (viz véta 5.7) je spojita funkce na uzavieném obdélniku stejnomérné spojita. To zna-
mend, Zze vezmeme-li ¢ > 0 libovolné, pak k ¢/A(]) existuje § > 0 takové, Ze pro libovolné body [x1, y2], [x2, ¥2]
z obdélniku I splitujic v/(x; — x2)2 + (y1 — y2)2 < &, plati | f(x1, y1) — f(x2, y2)| < e/A(]).

Budnyni D = (Dx,Dy) ={l;; :i =1,...,n, j = 1,...,m} néjaké déleni, jehoZ norma je mensi nez 4, tj. délka
uhlopficky libovolného obdélniku /;; v déleni je mensi neZ §. ProtoZe také vSechny /;; jsou kompaktni a f je na nich
spojitd, nabyvd na kaZzdém /;; svého (globdlniho) minima a maxima, tj. existuji body [£. nj;] € 1;; a [§]". ;'] € 1
takové, Ze

uij = f(&5.n;) < f(x,y) Vlx,y] € L,
Uij = f@;*”?f]*)if(x’y) V[x’y]EIij~

Zaroven plati

0< U,-~—u,-j

€ x * ok 3k kk
= < ) protoZe \/(sl.j —EX2 A+ (nf; —n)? <.

Odtud mame

S(D. f)=s(D. f) =YY UjdUij) = Y Y uid(y) = Y > (Uyj — uij)A(Iij)

i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1
n m & e n m .

T Aly) = 5= Aly) = —A(I) =e.

<;;w> (I;j) M’);Fl (i) = 5y =e

Ukadzali jsme, Ze rozdil horniho a dolniho souctu Ize pfi vhodném déleni D udélat libovoln€ maly (mensi nez ¢), coz je
nutnou a postacujici podminkou pro integrovatelnost funkce na obdélniku / (jednd se o analogii véty 21.10 z SA1). Tim
je dikaz hotov. O

Prakticky vypocet dvojného integrdlu nim umoziuje nasledujici tvrzeni.

Véta 13.4 (Fubiniova na obdélniku, Guido Fubini 1879-1943, Ital). Bud' f : R? — R funkce integrovatelnd na uzavieném
dvojrozmérném intervalu I = {(a,b) x {(c,d). Je-li pro kaZdé x € (a,b) funkce y — f(x,y) integrovatelnd na (c,d),
pak je na {(a, b) integrovatelnd funkce g(x) = [, Cd f(x,y)dy aplati

//If(x,y)dxdy =/ab(/cd f(x,y)dy)dX-

Je-li naopak pro kazdé y € (c,d) na (a,b) integrovatelnd funkce x — f(x,y), pak je na {(c,d) integrovatelnd funkce

h(y) = [? f(x,y)dx aplati L
[ rmasay = [ reax)as.

Diikaz. Pro libovolné déleni D = (D, Dy) obdélniku / mdme
mij < f(,y) < Mi; - Vixoyle Ly, i=12...n j=12....m
(m;; a M;; maji stejny vyznam jako v dvodu této kapitoly). ProtoZe dle pfedpokladu je y +— f(x, y) integrovatelnd na

(c,d), je integrovatelnd i na (y;_1, y;) (monotonie vzhledem k integranimu oboru, viz véta 22.14 v SA1), a tedy mus{
platit

Yj
mii(y; —yj—1) < S, y)dy < M (y; —yi-1) Vx € (xi—1,x;), Vie{l,2,...,n}
Yi—1
(viz véta 22.4 v SA1). Sectenim pres j = 1,2,..., m dostaneme

> mii (v —yi-1) < Z/ Fy)dy =D Mij(y; — yj-1).
j=1 j=17Yi-1 j=1
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tj.
m d m

D omii(y = yi-1) < / Sy dy <Y My (v —yjm1)  Yx e (xicnx), Vie{l.2,...n} (#)

j=1 ¢ j=1
kde na prostfedni ¢len jsme aplikovali vétu 22.13 z SA1 (aditivitu vzhledem k integra¢nimu oboru). Ozna¢me

d
gwi= [ feedy
c

a ukazme, Ze tato funkce je integrovatelnd na (a, b), tj. Ze fﬁb gx)dx = [ aé g(x) dx. Pfedné si v§imnéme, Ze g je ohrani-
¢end na (a, b). To plyne ihned z faktu, Ze f je integrovatelnd na 7, tj. musi zde byt ohrani¢ena, tj. plati

d

d d
inf f(x.y) / dy < / Feondy< swp fay) [ dy Vxe(ab)

[x,y]el [x,ylel c

konst. g(x) KONST.

Z ohraniCenosti g pak plyne, Ze vySe uvedeny spodni a horni integral na {(a, b) existuji. Z nerovnosti (#) déle plyne, Ze
m n
/ g(x)dx—Z/ g(x)dX<Z/ (ZMl](yj Y- 1))dx—ZZMu(YJ YVj— 1)/
a Xj—1 Xi—1 j=1 i=1j=1

Y My (xi —xi)(yj = yi-1) = Y Y MijA(Li;) = S(D, f)

i=1j=1 i=1j=1

|

(prvni rovnost plyne opét z véty 22.13 v SA1). Analogicky bychom ukézali, Ze

b
S(D. f) < [ g(x) dx.

a

ProtoZe posledni dvé nerovnosti plati pro libovolné déleni D € Z([), dostavame odtud (spolu s vlastnosti suprema a

infima) ,
[ reerasay < / sar= [ emar < [[ reaay,

ProtoZe podle pfedpokladu je f integrovatelna, v poslednim vztahu nastanou rovnosti, a tedy g je integrovatelnd na (a, b)
pricemz

b
/1 f(x,y)dxdy = / g(x)dx.
a
Pro funkci £ by se ukdzalo analogicky. O

Poznamka. a) Za predpokladi véty tedy nezdleZi na potadi integrace, v pfipadé spojité funkce na / jsou tyto predpoklady
splnény automaticky. MtiZe se vSak stdt, Ze poradi neni rovnocenné z hlediska obtiZnosti integrace, viz ndsledujici priklad.

b) Je-li f(x,y) = g(x)h(y), kde g, h jsou spojité, pak Ize psat [, f(x,y)dxdy = fab g(x)dx fcd h(y)dy.
Piiklad 13.5. Vypocitejte [[, x” dxdy, kde I = (0, 1) x (1,2).

Reseni. Integrovand funkce je na I spojitd, a tedy podle Fubiniovy véty integrovatelnd, pfi¢em?

1, 2 1r .y 12 1,2 _
//xy dxdy = / (/ xY dy) dx = / |:x—j| dx = / ALY
I 0 1 0 In x 1 0 In x

Problém nynf je, Ze posledni integrdl neumime vycislit, nebof nelze urcit primitivni k funkci integrované. Zkusme tedy
opacény postup, kdy nejprve budeme integrovat vzhledem k y:

2,1 21 v+l 3
xydxdyz/ (/ x” dx dy:/ |: ] / —dy— In(y + )| =In3—In2=1n=.
//I 1 Mo ) 1 Ly +1 1 [ ] 2

Definice 13.6 (normdlni mnoZiny). Nechf ¢1, ¢, jsou spojité funkce na (a, b) takové, Ze ¢ (x) < @2(x) pro Vx € (a, b).
MnoZinu

My :={[x.,y]eR?>:a<x<bh, ¢1(x) <y < ¢@(x)}
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nazveme normdlni mnoZinou vzhledem k ose x.
Podobné, jsou-li ¥, ¥ spojité funkce na (c, d) takové, Ze ¥1(y) < ¥»(y) pro Vy € (c,d), pak mnoZinu

M, :={[x,y] € R2:¢ < y=<d, ¥1(y) <x < Y2(y)}

nazveme normdlni mnoZinou vzhledem k ose y.
Mnozinu M nazveme normdlni, je-li normdlni k alesponi jedné z os x, y.

Definice 13.7 (dvojného integralu na normdlni mnozing). Necht M je normdlni mnoZina, napt. vzhledem k ose x, a f :
R? — R je funkce definovand a omezend na M. Zvolme c,d € R tak, Ze ¢ < min{g;(x) : x € (a,b)}, d > max{g,(x) :
x € {a,b)}. Rozsifme defini¢ni obor funkce f na obdélnik I = {(a,b) x (c,d) tak, Ze polozime f(x,y) = 0 pro
V[x,y] € I \ M. Rekneme, Ze funkce f je (riemannovsky) integrovatelnd na M, jestliZe je integrovatelna na /. V tomto

pripad€ klademe
// f(x,y)dxdy = //f(x,y)dxdy.
M I

Pozndmka. a) Uvedend definice ziejmé€ nezdvisi na volbé konstant ¢, d (zménou téchto ¢isel se pouze zmensi nebo zvétsi
obdélnik pres ktery integrujeme, ale pouze tam, kde je f nulovd). Lze tedy vzdy volit ¢ = min{¢;(x) : x € (a,b)},
d = max{py(x) : x € {a,b)}.

Véta 13.8 (postadujici podminka pro existenci integrdlu na normalni mno#in&). Nech? f : R? — R je spojitd funkce na
normalni mnoZine M. Pak je na M integrovatelnd.

Idea ditkazu. Zékladni mySlenka je stejnd jako ve vété 13.3 (vyuzivame vlastnosti, kdy funkce spojitd na kompaktni mno-
Zin€ je zaroven stejnomérné spojitd), dikaz je pouze o néco technicky narocnéjsi. O

Véta 13.9 (Fubiniova na normdlni mnoziné vzhledem k ose x). Nechf M je normalni mnoZina vzhledem k ose x a necht
funkce f : R?> — R je integrovatelnd na M. Je-li pro kaZdé x € (a,b) integrovatelnd funkce x +— f(x,y) na

{p1(x), @2(x)), pak plari b, 92
//Mf(x,y)dxdy=/a (/m(x) fx, ) dy)dx.

Diikaz. Nechf c, d jsou takové, Ze ¢ < min{p(x) : x € (a,b)},d > max{y(x) : x € (a,b)}al = (a,b) x (c,d). Podle
definice a Fubiniovy véty na obdélniku mame

//Mf(x,y)dxdy =//If(x,J’)dxdy =/ab(/cd f(x,y)dy)dx_

Pro libovolné x € (a, b) je vSak {(c,d) = (c, ¢1(x)) U (p1(x), 92(x)) U {p2(x), d) atedy
d @1(x) @2(x) d @2(x)
[ remar= [T remar+ [T pemar+ [ pear= [T e,
c c ®1(x) ©2(x) »1(x)
protoZe pro y € {c,¢1(x))iproy € (¢p2(x),d) je f(x,y) = 0. Dosazenim vyjde tvrzeni. O

Pozndmka. Pro normalni mnoZinu vzhledem k ose y by se vzorec modifikoval

//M f(x,y)dxdy = /cd (/l:j:) f(x,y) dx)dy.

2
1
Priklad 13.10. Vypoctéte // x_2 dxdy, kde M je vymezena kiivkami y = 4x,x =2,y = —.
MY X

Reseni. Mnozina M je normdlni mnoZinou vzhledem k obéma osdm, jeji vyjddfeni vzhledem k ose x je 5 < x < 2,

1
2
% < y < 4x. Integrand je spojitou funkci na M, je zde tedy integrovatelny a podle Fubiniovy véty pak plati

X2 2 4x 2 2 r_27%
— dxdy = ( —2dy) dx = —_— dx
MY 1/2NM1/x Y /2L YV Jdix

/2<x+3)d x2+x42 Loy, 15
= —_—— X X = —_——_— —_— = —— _——— = —
2 4 8 4]y, 2 32 64 64
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Priklad 13.11. Urcete hodnotu integralu // xydxdy, M je trojahelnik o vrcholech [0, 0], [1, 1], [2, 0].
M

Reseni. Mnozina M je opét normélni mnoZinou vzhledem k ob&ma osdm, nynf je ale vyhodn&jii ji vyjadfit vzhledem k ose
¥, coZ vede na nerovnosti 0 <y < 1, y < x < 2 — y. Podle Fubiniovy véty tedy plati

! >y 1 ! 2 .12y 1! 2 3
//xydxdy:/(/ xydx)dyzi/ [x y]y dy=§/((2—y)y—y)dy
M o \Jy 0 0

1

1 2y3 2 1
= 2y —2y%)dy = [y - = | =1-Z=_.
/o(y yo)dy [y 3]0 3°3

Pozndmka. Definici dvojného integrélu je ddle mozné rozsitit na piipad tzv. regularni mnozZiny, coZ je mnoZina, kterou
Ize rozlozit na kone¢ny pocet normélnich mnozin, tj. plati M = U;":l M;, My N M j?’ =0,Vi,j,i # j,kde M; jsou
normélni. Pfikladem reguldrni mnoZiny je mnoZina {[x, y] € R? : 1 < x2 + y2 < 4}. Potom klademe

//Mf(x,y)dxdy = é//M f(x,y)dxdy.
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