SA2 - kiivkovy integral 10. dubna 2019, UM FSI VUT v Brné

Aplikace kiivkového integralu 1. druhu
a) L(I') = [1ds ...délka kiivky T}
r

b) P(T') = [ f(z,y)ds ...plosny obsah vélcové plochy nad rovinnou kfivkou I' shora ukonceny plochou
r
z = [f(z,y);
¢) m(T') = [ p(x,y)ds ... hmotnost rovinné kiivky I s linedrni (délkovou) hustotou p(z,y).
r

d) Q(I') = [ q(z,y)ds ...celkovy ndboj kiivky s ndbojem g(x,y)
r

10.

11.

12.

13.

. Zapiste dvé libovolné parametrizace:

(a) Usetka AB, kde A[—1,6], B[2,—1].

(b) Horn{ polovina kruznice 22 + y? = 16.

(c) Levd ¢dst elipsy 22 + 3y* = 12.

(d) Parabola y = —2% +2 pro —1 <2 < 2.

(e) Prostorova kiivka splitujici 22 + y? + 22 =16, 2>0,2 >0,y = V3.

. Spoctéte [(z + y)ds, kde I' je obvod trojihelnika ABC, A[0,0], B[0,2], C[1,0]. [Bzﬁj
r

Spoctéte [ zyds, kde I’ = {[:c,y] cR2: % +y2=1,2>0,y > 0}, [%]
r

. Spoctéte [(5 — 2%+ 3y? — 2zy)ds, kde I = {[x, yl €eR?: 22 492 = 4} . 367/
r

. Spoctéte [ /2y + 22ds, kde I’ = {lz,y,z] eR¥: 22 +y? + 22 =4, 2 =y, < 0,2 > 0}. [2r]
r

Urcete délku cykloidy, kterd je ddna parametrickymi rovnicemi =t — sint,y = 1 — cost,0 < ¢t < 27. [8/

ds = /2 — 2costdt = V/2/1 — costdt = /2 - /1 — cost - %dt: 2-\/%& = QSin%dt.

Urcete délku evolventy kruznice dané parametrickymi rovnicemi x = r(cost + tsint),y = r(sint —
—tcost),t € (0, 2m). Rrir]

Urcete délku jednoho zavitu sroubovice, ktera je dana parametrickymi rovnicemi x = 2 cost,

y=2sint,z = 2t,t € (0,2m). 1672 +9]

Urcete tézisté homogenni ¢asti kruznice se stiedem v pocatku a polomérem 4, pro y > V32 a Yy > —?w.

[lo.%4])

oy 21
bodu od pocatku. [1%,3]]
Urcete staticky moment S, = [ zu(x,y)ds homogenn{ kiivky I
r
a) I = {[z,y] € R?: 3y = 22/z,0 < z < 4}. [%]
2
b) ' je ¢dst paraboly y = %, kde z € (—4,2). [-19,6]
Urcete hmotnost ¢asti kruznice x2 + y? = 2,y > 0, je-li jeji délkova hustota pifmo timérna vzdélenosti
bodu od pocatku. 4]
Spoctéte [ zds, kde I' = {[z,y,2] eR® 122 +y? + 22 =1,y = 0,2 > 0,z > 0}. [1]
r

Népovéda: Jedna z moznych parametrizaci kiivky I' je napt. x = 1-cost, y =0, z = 1-sint, t € (0, ). [1]
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Aplikace kirivkového integralu 2. druhu

a) A(l) = ffdé’ ... préce, kterou vykond sfla f = (f1(z,y), f2(z,y)) podél orientované kiivky T
r

10.

11.

12.

13.

14.

. Spoctéte [(y2, —x2)ds, kde T je tisetka s pocateénim bodem [0, 1] a koncovym [1,0]. 2]

T

a) Vypocet provedte tak, Ze isecku vezmete jako rovinnou kiivku danou explicitné.
b) Vypocet proved'te tak, ze danou kfivku parametrizujete.

. Spoctéte [ —ydz+ady, kde I' = {[z,y] € R? : 2® + y? = 4,2 > 0,y > 0} je orientovéna tak, Ze bod [2, 0]

r
je pocéteénim bodem. [ —2xn]

. Spoctéte [ (x — %) dy, kde I' = {[z,y] € R? : y = 2%,1 < x < 2}, kde bod [1, 1] je po¢dtecnim bodem.

r
1?4 —1In4]

. Spoctéte [(zy —y*)do + xdy, kde I = {[z,y] € R? : y? = 42,0 < = < 1}, kde poétecni bod je [1,2].

T

44
[-15

. Spottéte [(2z + y?, \/E)d_:s, kde T je ¢ast paraboly x = y? pro x € (0,4) a bod [4, 2] je po¢atecni. [-4]

T

. Spoctéte [yda + 2zdy, kde I' = {[agy} eR?: 22+ y4—2 =1,y> 0} je orientovdna tak, ze bod [1,0] je
r

pocéteénim bodem kiivky. [ 7]

. Spoctéte [(x,y, z? +y? — z)d_:s, kde I je kiivka dand parametrickymi rovnicemi x = e’ cost, y = e'sint,

T

o T . 3 1
z=-¢' t € (0,7) a pocateéni bod je bod [1,0,1]. & -1

. Spoctéte f:c2 dx 4+ ydy + zdz, kde I' = {[x,y,z] ER?: 2?2+ 2 =222=1,2>0,y > 0} je orientovéna
r

tak, ze nad osou x je po¢dtecni bod. [ %]

. Formulujte Greenovu vétu pro normalni mnozinu M vzhledem k ose x a jeji hranici OM. [véta 18.7]

Spoctéte [y(z?+1)dz+x(y® — 1) dy, kde I je hranice oblasti Q = {[z,y] € R? : 2? + y? — 22 < 0,y > 0}
r
a je orientovana kladné, tj. proti sméru obéhu hodinovych rucicek. / —%7‘(]

Spoctéte [(z% + y?)dz + (zy — y*)dy, kde T' je hranice oblasti Q = {[x,y) ER?: 22+ 92 < 5} a je
r
orientovana kladné. [0/

Spoctéte [(1—a2?)ydr+x(1+y?)dy, kde I je kruznice 22 + y* = R?, R > 0, kterd je orientovand kladné.
r
4
=
a) Vypocet provedte bez pouziti Greenovy véty, tedy podle definice.
b) Vypocet proved'te pomoci Greenovy véty.

Spoctéte [(y?,2zy — 2z + y)ds, kde T je hranice trojihelnika ABC, kde A[—2,2], B[6,—2], C[-2,6]. [32]
r
Megjme homogenni magnetické pole vypliujici vdlcovy objem o poloméru R = 8,5 cm, charakterizované

zménou velikosti magnetického indukce % =0,13 T-s .

a) Urcete vztah pro velikost E intenzity indukovaného el. pole E v bodech o vzdalenosti r od 0sy mag.
pole. [E(r) = %%
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15.

16.

17.

18.

19.

Ndpovéda: Jde o priklad z HRW 2003, Elektrina a magnetismus, priklad 31.5, str. 809

Faradayiv zdkon 7ikd § EAS = _%7, vime, Ze velikost E je pro dané r konstantni; vime, Ze vektory E a

ds sviraji whel 0°; vime, Ze mag. tok &g = fs Edg,' vime, Ze vektory dS o B sviraji whel 180°.
b) Urcete velikost E intenzity E pro r = 5,2 cm. [E(2,5 cm) = 0,00338 V-m~1!]

Formulujte postacujici podminku pro nezavislost integralu na integra¢ni cesté.

a) V roviné. [véta 18.12]
b) V prostoru. [véta 18.12 modifikovand ve smyslu pozndmky b) za vétou 18.12]

Ovéite, zda je vektorové pole f = (22 — y2, 5 — 2zy) potencidlni (nebo také potencidlové nebo také

konzervativni, tj. zda [ fdfs’ nezdvisi na integra¢ni cesté). Pokud ano, tak najdéte jeho potencidl (nebo také
r

kmenovou funkci) ® a pomoci tohoto potencidlu spoctéte [ f’d_:s, kde T je kiivka s po¢ateénim bodem [0, O]
r

a koncovym bodem [1,2]. 6+ 5]

Ovéite, zda je vektorové pole f: (=5cosy, brsiny) potencidlni. Pokud ano, tak najdéte jeho potencidl
® a pomoci tohoto potencidlu spoctéte ffds, kde T je kiivka s pocdtetnim bodem [1,1] a koncovym
r

bodem [5, 5].

Ovéite, zda je vektorové pole f = (e* cosy + yz, ¥z — e® siny, xy + z) potencidlni. Pokud ano, tak najdéte

jeho potencidl ® a pomoci tohoto potencidlu spoctéte [ fd_é, kde T je kiivka s po¢dtetnim bodem [0, 0, 0]
r
a koncovym bodem [F, 7, 2]. [—e® + 72 +1]

Meéjme homogenni elektrické pole popsané vektorovou veli¢inou E = (2,0) N- C1, kterou nazyvame

intenzita elektrického pole. Toto pole pusobi na kladné nabitou testovaci ¢astici s ndbojem Qg silou

F = Q- E. Urcete praci W (tj. W = deé’), kterou tato sila F' vykond pii presunu Castice Q¢ z bodu
r

A[-1,—1] do bodu BJ2,8]. a) Po pifmce, kterd body AB spojuje; [6 Qo J]
b) Po kiivee y = 23 [6 Qo J]
¢) Zkuste popfemyslet o souvislosti vysledku ¢édsti a) a b) a vyslovte zévér, pro¢ si myslite, Ze to tak vyjit
muselo.

Ndpovéda: Zvazte, zda je dané elektrické pole konzervativni (nebo také potencidlni) (tj. zda pro vektorovou

funkci F= (f1, f2) plati podminka rot F =3, tzn. zda plati % = %—];1)

Zdroje:

HALLIDAY, David, Robert RESNICK a Jear]l WALKER. Fyzika: vysokoskolska u¢ebnice obecné fyziky. Do-
tisk 1. ¢eského vydani. Brno: VUTIUM, 2003. Pieklady vysokoskolskych uc¢ebnic. ISBN 80-214-1868-0. (¢ast 3
Elektfina a magnetismus)



