SA2 - dvojny a trojny (Riemannuv) integral 11. dubna 2019, UM FSI VUT v Brné

Aplikace dvojného integralu (kde o(z,y) je plosnd hustota):
a) S(M) = [[1dady ...obsah rovinného obrazce M.
M

b) m(M) = [[o(x,y)dzdy ...hmotnost rovinného obrazce M.
M

c) P(M)=[[ \/1 + (f4)? 4 (f})?dady ... plosny obsah &dsti plochy z = f(x,y) nad obrazcem M.
M

d) Sy(M) = [[yo(x,y)dady ...staticky moment rovinného obrazce M vzhledem k ose x.
M

Sy(M) = [[zo(z,y)dady ...staticky moment rovinného obrazce M vzhledem k ose y.
M

e) T(M) = [“if((]]\\/[/‘[)), frf((ﬁ))} .. . té7isté rovinného obrazce M

f) I,(M) = [[y?0(z,y)dady ... moment setrvacnosti rovinného obrazce M vzhledem k ose z.
M

I,(M) = [[2?0(z,y)dzdy ... moment setrva¢nosti rovinného obrazce M vzhledem k ose y.

M

I.(M) = [[(z? + y*)o(z,y)dzdy ... moment setrvanosti rovinného obrazce M vzhledem k pocatku.
M

g) V(M) = [[ f(z,y)dzdy ...objem kolmého valce nad rovinnym obrazcem M, ktery je shora omezeny
M

plochou z = f(z,y).

1. ZapiSte pouze meze pro vypocet dvojného integralu [[ da dy a integrél nepocitejte:

M

(a) M:x=1l,x=2,y=3,y=6.

(b) M:z=1lz=2y=2,y=—x+7T.

() M:y=a2>+1,y=2-1,0<2<1.

(d) M:y>=2,1<x<3.

(e) M:y<a?y<—z+2,y>0,2>0.

(f) M:y>a2*y<—a+2,2>0.

(@ M:p?=zy=a-2

(h) M:y>x,y<5—2%z<0.

i) M:y<e*+1,-2<z<1ly>-2

(G) M:a?+y? <4,y >3az,y >0.

(k) M:a®+y* <1,y > |z|.

Pozndmka: Nékteré integrdly zkuste vyjdadrit jak vzhledem k ose x a také vzhledem k ose y.
2. Spoctéte Lf dx dy, kde M je uréena vztahy z +y = 4,2 +y = 12,y% = 2x. 196
1 : . 2 _ _ 81

3. Spoctéte Lfy dz dy, kde M je uréena vztahy 22 —y+2=0,2 +y —4 = 0. &
4. Spoctéte éf ev dzdy, kde M je urcena vztahy z = 0,y = 1,y = 2,¢y% = z. e?—3
5. Spoctéte Lf zy? dzxdy, kde M je uréena vztahy 22 +y2 —1 <0,z +y — 1> 0. =5
6. Zapiste transformacni vztahy pro polarni souradnice a vypoctéte jakobidn této transformace.
7. Spoctéte Lf arctg% dz dy, kde M: ?x <y<V3zr,1<a?4+y%2<09. %2
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8. Spoctéte [[ 2%+ y* dxdy, kde M je uréena vztahy 1 < 2% +y? <4, |z| < y.
M
9. Spoctéte [[siny/22 +y2 drdy, kde M je urcena vztahy y > 0,72 < 2% + ¢ < 472,
M
10. Spoctéte [[ e~ %" dzdy, kde M je uréena vztahy 2% +y2 < 1,2 > 0,y > 0.
M

11. Spottéte [[ dzdy, kde M je uréena vztahy 2% +y? < y,y > z,2 > 0.
M

12. Spoctéte }\g dz dy, kde M je uréena vztahy 22 4+ y? < —dx, 22 + 92 > 4,y < ?m

Casto pouzivané integraly:

substituce :
[sin2zdz = 2t =t = [sint 9 =1 [sintdt = 2(—cost) +C = -2 4 C
2dz =1dt

[sin*zde = [1=9222dy = 1 [1— cos2zdx = 3 (z — $B2) 4+ C

substituce :
[sin*zdz = [sin®xsinzdr = [(1 - cos?z)sinzdz = cosr =t =
—sinzdr =1dt¢

:—fl—tht:—( —§)+C:—cosx+%+0

wly
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Aplikace dvojného integrélu:

1.

10.

11.
12.

13.
14.

15.

16.

17.

a) Dvojnym integralem vypoctéte obsah rovinné oblasti M, dané nerovnostmi a2 +y2? > 1, 2% +y? <
<2, y>uw |7+ 52

b) Spoctéte si obsah vhodné ¢dsti kruhu béznym vzorcem a porovnejte jej s vasim vysledkem. Vyslovte
zaver, zda si myslite, Ze mate vypocet spravné.

. Spoctéte obsah rovinného obrazce ohraniceného kiivkami y = z, y = 3z, 22 + y? = 4z, 22 + y? = 8.

[7+3V3—6]

. Spoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkami y = z, y = 0, 2% + y? = 2z, 22 + y? = 4a.

[y

. Urcete obsah plochy ohrani¢ené lemniskatou (22 + y2)2 =18 (2% — y?) a kruznicf 2% + y* = 6.

[97 — 9]

. Spoctéte obsah rovinné oblasti dané nerovnostmi z2 + y? <y, y > x, x > 0.

. Pomoci dvojného integralu uréete objem télesa daného nerovnostmi 2 > 0, 22 +4%2 < 1,0< 2z <

<2242 [ im]

. Cést elipsy i—z + g—j = 1 v prvnim kvadrantu je pokryta hmotou tak, Ze plosna hustota o(z,y) je pfimo

2 ~ , , ~ . . <« o es 2
umeérna z-ové souradnici. Urcete jeji hmotnost. [% ]

Uréete tézisté homogenni plochy ohrani¢ené kiivkou y? = 22 — 2# pro z < 0. [T [%7 O] /
Ndpovéda: Pokuste se plochu alesponi zhruba namalovat a popfemyslejte o piipadné symetrii.

Uréete tézisté homogenni plochy ohrani¢ené parabolou y = 22 a pifmkou y = 1. [T]o, %] ]
Vypoététe moment setrvaénosti kruhu 22 + (y — 3)? < 9 vzhledem k jeho teéné v bodé [0, 0]. [miZ]
Ndpovéda: Pouzijte radéji posunuté polarni souradnice.

Spoctéte obsah obrazce ohrani¢eného kiivkami 2 + y? = 2z, 22 +y?> =4z, y =z, y = 0. / %71’ + %]

hustota pfimo imérn4 vzdalenosti od pocdtku. [m =18k, T[-0,9;-2,4]]

Dvojnym integrilem spoététe obsah plochy M : z2 +¢? <y, y >z, = > 0.
1—cos2¢
2

|3

Népoveda: sin? ¢ =

Uréete hmotnost nehomogenn{ mnoziny M : 7{—; <a?4y?< %2, y > 0. Plo$na hustota je pfimo timérnd
sinu vzdalenosti od pocatku. %772 + (1 — ?) T=27

Népovéda: Integrdl [ o-sin g do Fesime metodou per partes.

Pomoci transformace 22 = uy, y?> = vz spottéte obsah mnoziny M, kterd je ohrani¢end kiivkami y = 22,

y =322,z =19°% x=2y°%

Népoveéda: Je potieba ziskat explicitni vyjddfeni transformaénich vztahu z = fi(u,v) a y = fa(u,v), urcit
jakobian této transformace a urcit meze pro nové proménné u a v.

Resen{ piikladu 17:

Transformacni rovnice jsou r = Vv, Yy = Vu?, jakobidn vyjde % Meze pro integraci jsou % <u<l,
% <wv <1 avysledny obsah mnoziny M je é.
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Aplikace trojného integralu (kde o(x,y, z) je prostorové hustota):
a) V(M) = [[[1dzdydz ...objem télesa M.
M

b) m(M) = [[[ o(z,y, z)dzdydz ... hmotnost télesa M.
M
¢) Spy(M) = [[[ zo(z,y, z)dzdydz ...staticky moment télesa M vzhledem k roviné z = 0.
M
Sez(M) = fff yo(z,y, z)dzdydz .. .staticky moment télesa M vzhledem k roviné y = 0.
M

Sy=(M) = [[[ zo(z,y, z)dzdydz ...staticky moment télesa M vzhledem k roviné z = 0.
M

Syz(M) Spe(M) Say(M BTN
e) T(M) = [ m(g\/[)), m(gw)), m(g\/[))} ... téziste télesa M.

f) L;(M) = [[[(y* + z*)o(z,y, z)dzdydz ... moment setrvacnosti télesa M vzhledem k ose x.
M

I,(M) = [[[(z*+ 2*)o(z,y, z)dzdydz ... moment setrvacnosti télesa M vzhledem k ose y.
M

L (M) = [[[(z* + y*)o(z,y, z)dzdydz ... moment setrvacnosti télesa M vzhledem k pocétku.
M

10.

. Spoctéte [[[ycos(x + z)dedydz, kde M je omezena plochami y =0, 2 =0,z +2 =5, y = /2. [ﬂ]
M

. Spoctéte [[[ zdxdydz, kde M je urcena vztahy 0 < z <4 — 24/z? + y? [L8 7]
M

. Spoctéte [[[zy + zdxdydz, kde M je uréena vztahy 0 <z <1,0<y<1-2,0<2<2—xz—2y.
M

Spoctéte {\{f drdydz, kde M je uréena vztahy ?ygzgm—&—y—i—&xz& S30-3<y<0. [8+V7]

Zapiste obé varianty pro transformaci do sférickych soutadnic, vysvétlete, v ¢em spociva jejich rozdil
a vypoctéte jejich jakobidny. Zapiste vélcové soutadnice a spocCtéte jakobian.

E3

Spoctéte f]\{f Va2 +y? + 22 dedydz, kde M je uréena vztahy y <,y >0, 2> 0, 2* + 3> 4+ 22 < 1. [ ]

Spoctete [[f z\/mdw dydz, kde M je uréena vztahy 2 =0, 2 =3, y > 0, 22 + % — 2z = 0. (8]
M

Spoctéte [[[ dzdydz, kde M je uréena vztahy \/aﬁy2 <z<6-—2%2—9% y>2. [%77]
M

Spoctéte [[[ dzdydz, kde M je uréena vztahy z? + y? < z <6 — /22 + 2, y > |z]. [%7‘(]
M

Spoctéte [[[ dzdydz, kde M je uréena vztahy 22 +y? < 2 <24 /22 +y2, y > |z]. [%7‘(]
M
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Aplikace trojného integrélu:

1. a) Trojnym integralem uréete objem télesa daného nerovnostmi 2 < z <4 — 22 — 2%, y > ?x, x> 0.
b) Spoctéte si objem ¢dsti vhodného télesa béznym vzorcem. Vysledek porovnejte s vasim vypoctem
a vyslovte zavér, zda si myslite, Ze mate vypocet spravneé.

2. a) Uréete objem télesa daného nerovnostmi z2 + 3% + 22 < 1% a z > /22 + 2. [@ (1 - g)]

b) Spoctéte si objem €dsti vhodného télesa béznym vzorcem. Vysledek porovnejte s vasim vypoctem
a vyslovte zdvér, zda si myslite, ze mate vypocet spravneé.
3. a) Uréete objem télesa daného nerovnostmi z <1 —z? —y?, 2 >0, y > |z|. [%]

b) Spoctéte si objem ¢dsti vhodného télesa béznym vzorcem. Vysledek porovnejte s vasim vypoctem
a vyslovte zavér, zda si myslite, Zze mate vypocet spravneé.

2 -2 [ 87]

Ndpovéda: Prumétem rovinného tezu na paraboloidu do roviny kolmé k ose rotace je kruzZnice.

4. a) Urcete objem télesa daného nerovnostmi 6 — 2y < z <9 — =z

b) Spoctéte si objem ¢dsti vhodného télesa béznym vzorcem. Vysledek porovnejte s vasim vypoctem
a vyslovte zdvér, zda si myslite, ze mate vypocet spravneé.

5. a) Uréete objem télesa daného nerovnostmi z > 0, 22 + y? < 2y, z < 22 + y2. [3n]
b) Spoctéte si objem ¢dsti vhodného télesa béznym vzorcem. Vysledek porovnejte s vasim vypoctem
a vyslovte zavér, zda si myslite, Zze mate vypocet spravneé.

6. Vypoctéte hmotnost télesa omezeného soustiednymi kulovymi plochami o polemérech r a R, kde r <
R;r, R € R. Prostorova hustota je nepifimo imérnd vzdalenosti od stfedu kulovych ploch.

[2km (R? —1r?), kde k je koeficient neprimé dmérnosti]

7. Uréete celkovy naboj télesa M : 22 4+ 32> <9, -3 < 2 <10 — /a2 +y2, y > —x, y < éx Rozlozeni
niboje je pfimo imérné tiet{ mocniné y-ové soufadnice. Tedy Q = [[[ y*dzdydz.
M

8. Spoctéte hmotnost nehomogenniho télesa M s hustotou, kterda je pfimo umérna vzdalenosti od osy z.
T: 22 +9%2<2z2,9y>0,0<2<3.
Resen{ piikladu 8:
Pokud zvolime transformaci do posunutych valcovych soufadnic, tak ziskdme sice pékné meze, ale integral
bude problematicky. Vyplati se pouzit obycejné vdlcové soutadnice, kde se pak vyskytne [ cos® ode.
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9. Spoctéte objem télesa ohrani¢eného plochou (x +y?+z )2 =a3z, a > 0. ’m
Napovéda: Transformujte do sférickych souradnic. Plocha ohranicujici téleso je zobrazena na obrazku 1

Obrézek 1: Plocha (2% 4+ y* + 22)2 = a3z pro a = 1 z pitkladu 9

2

10. Spoctéte objem télesa ohrani¢eného plochou 14—2 + g—; + %23 = xyz. l—gow
Népovéda: Transformujte do zobecnénych sférickych souradnic. Plocha ohrani¢ujici téleso je zobrazena na
obrazku 2.

2
Obrazek 2: Plocha (%2 + g—; + i—;) = xyz z piikladu 10

Reseni pifkladu 10:

Po transformaci do zobecnénych sférickych souradnic x = 2pcos @ cos?, y = Hosinpcosd, z = 4psin ¥,

jejiz jakobidn v absolutni hodnoté je |J| = 2 -5 - 40? cos?, dostaneme ze zadané funkce vztah o =

40 sin ¢ cos psin ¥ cos? 9, ktery déle analyzujeme a tim uréime meze pro proménné ¢ a 9. Vime, ze

o musi byt neziaporné, coz nastane pravé kdyz sin@cospsindg > 0. U thlu ¥, ktery jsme zavedli jako

odklon od piidorysny, plati navic podminka, Ze nabyva hodnot z intervalu (-7, 7). Rozborem podminky
s

sin ¢ cos psiny > 0 v kombinaci s podminkou ¥ € (=%, 5) ziskdme tedy celkem Ctyfi varianty mezi pro

0, a v, coz je v souladu s obrazkem 2, kde jsou vidét ¢tyti casti télesa M.



