16 Substituce (transformace) ve dvojném a trojném integralu

Pfipomeiime nejprve, jak vypadd véta o substituci v ptipadé funkce jedné proménné: Je-li f spojitd funkce na {(a,b) a ¢
je rostouci (a tedy prostd) funkce na (o, ), kterd zde ma spojitou derivaci, pti¢emz ¢(«) = a, ¢(8) = b, pak

b B
/ Fx)dx = / Flo)g' (1) dr.

Je-li naopak ¢ klesajici na (o, B), pficemZ nyni (o) = b, ¢(B) = a, pak se vzorec modifikuje

b o B
/ F(x)dx = / Flo)e' (1) dt = — / Flo)e' (1) dr.
a B o

Zaménime-li pfedpoklad ryzi monotonie funkce ¢ predpokladem ¢’(¢) # 0 pro kazdé t € («, B) (to ndm zarudi, Ze ¢ je
zde rostouci, nebo je klesajici), pak 1ze oba vzorce psét v jednom jako

b B
/ Fx)dx = / Flo)lg' ()] dr. %)

Definice 16.1 (reguldrni 2-funkce). Nechf .# : R?> — R? je 2-funkce, kterd je spojité diferencovatelnd na oteviené
mno%iné M. Rekneme, 7e .7 je reguldrni na M, jestlize Jz # 0 v kazdém bod& mnoziny M.

Véta 16.2 (o substituci ve dvojném integrdlu). Nech? M* C R2 Je uzaviend mévitelnd mnoZina, 2 C R2 Je oteviend
mnoZina a necht M* C 2. Nech? ddle F (u,v) = [g(u, v), h(u, v)] je prostd a reguldrni 2-funkce na 2 a f : R? — R
je spojita na M = % (M™). Pak plati

// F(x.y)dxdy = // F(F ) |5 (i, v)] dudv.
M M* ——
f(gu,v),h(u,v))

Pozndmka. a) Vzorec véty formdln€ odpovida vzorci ().

b) Ve vété vystupuje predpoklad, Ze 2-funkce .# je prostd a reguldrni na oteviené oblasti §2. Potom, je-li M omezena
mnoZina takové, 7e M C £2, tak plati, e M je méfitelnd, pravé kdyZ .% (M) je méfiteln4.

¢) Vysvétleme si vyznam jakobidnu na pravé strané rovnosti. Zvolme f(x, y) = 1 a pfedpoklddejme pro jednoduchost,
Ze jakobidn Jg # 0 je konstantni. Potom podle pfedchozi véty je

// dxdy = |Jg;|[/ dudv, tj. A(M) = |Jz|A(M¥).
M M*

Jako piiklad uvazujme étverec M* = (0, 1)2 a linedrni 2-funkci % (u,v) = [au + bv,cu + dv], kde a,b,c,d € R.
Protoze J#(u,v) = ad — bc, je tieba pozadovat ad — bc # 0. Dosazenim do vySe uvedeného vzorce tedy mame
AMM) = |ad — bc|, kde M = F(M?™) je rovnob&Znik s vrcholy [0, 0], [a,c], [b,d] a [a + b,c + d]. To odpovida
znamému faktu z analytické geometrie, kdy obsah rovnobéZniku uréeného vektory (a, ¢) a (b, d) je roven absolutni hodnoté

determinantu
det a b
c dj’

Pokud jakobidn Jz nen{ konstantni, pak na zdklad¢ integralni{ véty o stiedni hodnoté 1ze psat A(M) = |J .z (1o, vo)|A(M ™),
kde [ug, vo] € M*. V jakobidnu je tedy ,,schovdn‘ pomér obsahti mnoZin M* a M.

Priklad 16.3. Urcete miru (obsah) mnoZiny M, kter4 je vymezena kfivkami xy = a, xy = b (0 < a < b), y?> = cx,
y2=dx (0 <c<d).

v
L =
u23y=1/3 y = y1/3y1/3 je prostd uvniti I. kvadrantu (kazdému bodu [u, ve] odpovida jediny bod [xg, yo], ktery leZi na
hyperbole xy = uq a parabole y?/x = vg). Plati

Reseni. Oznac¢ime-li xy = u, v, pak M* je vymezena nerovnostmi ¢ < u < b, ¢ < v < d a 2-funkce x =

2y-13y=1/3 _1y2/3,-4/3 1
J(u,v) = det (3%14_2/31)1/3 %3141/31)_2/3 ) =3 # 0 ve vnitiku I. oktantu.

ProtoZe Jacobiova matice je spojitd ve vnitfku I. oktantu, nase 2-funkce je reguldrni a podle véty 16.2 plati

//dedyZ//M*lJ(u,v)ldudv:/ab(/cd%dv)du:%(b_a)ln%
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Pozndmka. Pozadavek véty 16.2, aby bylo mozné 2-funkci .% prosté rozsifit na otevienou nadmnozZinu integraéniho oboru
M * pti zachovéni regularity, je ¢asto nesplnitelny (i v pfipadé pomérné jednoduchych transformaci). Tento poZadavek

Ize oslabit, byt za cenu komplikovanéjsi formulace tvrzeni. Zhruba feceno, substitu¢ni vzorec ztistane v platnosti, pokud
predpoklady véty 16.2 nejsou splnény na mnoZzindch miry nula, viz nésledujici tvrzeni.

Véta 16.4 (o substituci ve dvojném integrélu za slabsich predpokladii). Necht 2* C R? je oteviend mnozina, M* C R?
je mé¥itelnd mnoZina a plati 2* € M*, A\(M* \ 2*) = 0. Ddle, necht 2-funkce .7 : R?> — R? dand jako .F (u,v) =
[g(u, v), h(u, v)] je spojité diferencovatelnd na M*, pricem? je prostd a reguldrni v 2*. Oznacme 2 = F(2*), M =
F(M*) a predpoklddejme, Ze M je méFitelnd s A\(M \ 2) = 0. Necht f : R? — R je funkce ohranicend na M, spojitd
na 2 a necht funkce f(g(u,v), h(u,v))|Jz(u,v)| je ohranicend na 2*. Pak plati

J| ey = | pF o) 150 dud,
M M* ————
S (g w,v),h(u,v))

Poznamka. Diikazy vét 16.2 a 16.4 jsou dosti ndro¢né (vyuZivd se zde nékterych specidlnich vlastnosti reguldrnich zobra-
zeni).

Bézné pouzivané transformace

1. Posunuti (translace): x =u +a,y =v + b, kde a,b € R,

1 0
J(u,v) = det (0 1) =1.

2. Dilatace (zména méfitka): x = au, y = bv,kdea,b € R,a # 0,b # 0,

J(u,v) = det (g 2) = ab.

3. Transformace do polarnich soufadnic: x = pcosg, y = psing, kde p > 0 a ¢ nabyva obvykle hodnot z intervalu 2
(mtze byt ale i delsi),

_ cosp —psing) 2 U
J(p, p) = det (singo pcosgo) = p(cos” @ + sin” @) = p.

4. Transformace do zobecnénych poldrnich soufadnic: x = apcos¢, y = bpsing,a,b € RT,

acose bpsing

o, ¢) = det (a sing bpcosg

) = abp(cos? ¢ + sin? @) = abp.

Priklad 16.5. Urcete hodnotu dvojného integralu // x2dxdy, kde M je mnoZina vymezend nerovnosti x> + y2? < 4.
M

Reseni. Mnozina M je uzavieny kruh se stfedem v po&atku o polomé&ru 2. Tomu odpovidd mnozina M * = (0,2) x (0, 27),
tj. uzavieny obdélnik. V tomto piipadé nelze splnit pfedpoklady véty 16.2, protoze 2-funkce .7 (p, ¢) = [pcos ¢, p sin ¢]
neni prostd na M*. To je zpisobeno tim, Ze vSechny body leZici na levé hrani¢ni dsecce obdélnika se zobrazi na pocatek
[0, 0] a pro kazdé ¢ € (0,2) se body [c, 0] a [¢, 27r] zobrazi na bod [c, 0] € M. Prostd by byla, kdybychom uvazovali napf.
M* = (0,2) x (0,27m), ale pak by M * nebyla uzaviend, coz je téZ ve vété€ pozadovano.

Lze v8ak pouZit vétu 16.4. Za mnoZinu £2* vezmeme vnitiek obdélnika M* = (0,2) x (0,27). MnoZina M* \ 2*
predstavuje hranici obdélnika M * atedy A(M* \ 2*) = 0. MnoZina M \ 2 se sklad4 z kruznice x? + y? = 4 a tGsecky
spojujici body [0, 0] a [2, 0], coZ je mnoZina miry nula. Zobrazeni .# je na £2* prostou a reguldrni 2-funkci (J(p, ¢) =
p # 0 pro Y[p, ¢] € £2%). Integrovand funkce je spojitd na M (a tedy ohrani¢end na M a spojitd na £2) a funkce p> cos? ¢
je spojitd na M * (a tedy ohraniend na £2*). Podle véty 16.4 tedy mdme

2 2 42 o
// xzdxdy = / p3dp-/ cosz(pd(p = |:p—i| . [f] = 47.
M 0 0 4 1, L21o

Priklad 16.6. Urcete obsah mnoZiny vymezené Bernoulliovou lemniskatou, coz je kiivka uréend jako mnoZina bodd
[x, y] € R? vyhovujici rovnici (x2 + y2)? = 2a?(x? — y?) (a > 0).

Reseni. Pomoci substituce do poldrnich soufadnic x = pcosg, y = psing piejde rovnice na tvar p> = 2a? cos2¢.
Uvédomime-li si, kfivka musi byt symetrickd vzhledem k ose x i y (zména x — —x i y +— —y rovnici nezméni), staci
uvazovat obrazec, jehoZ miru mame spocitat, napt. jenom v I. kvadrantu. Vyslednd mira pak bude ctyfndsobek této Casti.
Prvnimu kvadrantu odpovid4 thel z intervalu (O, %) ProtoZe leva strana rovnice p? = 2a? cos 2¢ je nezdpornd, musi byt
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nezdpornd také prava strana, coZ v uvaZovaném intervalu nastane, je-li ¢ € (0, %) Ctvrtina mnoZiny M * je tedy vymezena
. - .
nerovnostmi 0 < ¢ < 7.0=<p= a+/2cos2¢ aplati

n/4 | rayZes2e /4
/\(M)=4//M*dpd(p=4/0 (/ Pdp)dfﬂzz/o [Pz]gmd(p

0

/4
= 4a2/ cos 2¢ dg = 2a°[sin 2¢]7/* = 24°.
0
V piipadé substituce ve trojném integralu by za analogickych pfedpokladt vét 16.2 a 16.4 piislusny vzorec vypadal

// f(x,y,z)dxdydyz// f(Fu,v,w)|Jzu,v,w)|dudvdw.
M M*

Vedle translace a dilatace jsou béZné pouZivanymi transformacemi transformace do cylindrickych (védlcovych) soufadnic
a do sférickych soufadnic.
1. Transformace do cylindrickych soufadnic: x = pcos¢g, y = psing, z = z, kde p > 0 a ¢ nabyva obvykle hodnot
z intervalu délky 27,
cosp —psing O
J(p,p,z) =det|sing pcosp O] =p.
0 0 1
2. Transformace do sférickych soufadnic: I. zp. x = pcos@cos?t, y = psingcos?, z = psind, kde p > 0, ¢ je
obvykle z intervalu délky 27 a omezeni na thel 9 je —% << %
cospcost? —psingcost —pcos g sin
J(p,p,¥) = det | sing cos ¥ pcospcostt —psingsin® | = p?cos v.
sin ¥ 0 pcos

IL zp. x = pcosgsind, y = psingsind, z = pcos¥, kde p > 0, ¢ je obvykle z intervalu délky 2 a omezeni na
thel 9 je 0 < ¥ <.

cospsinty —psingsind  pcos g cos
J(p,¢,¥) = det | singsind pcosgsin®  psingcos? | = p?sin V.
cos ¥ 0 psin

Priklad 16.7. Odvodte znamy vzorec pro objem kuZele o poloméru podstavy r a vysce h.

Reseni. PouZijeme transformace do cylindrickych soufadnic x = pcosg, y = psing, z = z. KuZel umistéme napt. tak,
Ze jeho podstava leZi v roviné xy a ma stfed v pocatku. Pak primétem kuZele do roviny xy je kruh o poloméru r, ktery je
v polarnich soufadnicich vyjadfen nerovnostmi 0 < ¢ < 2m, 0 < p < r. Samotnd kuzelova plocha ma rovnici

h
z=h——yx%2+y2?
r

a v cylindrickych soufadnicich (toto vyjadfeni dostaneme po dosazenizax a y)z = h — %p. MnoZina M *, pies kterou
budeme integrovat, je tedy vyjaddiena nerovnostmi

a objem télesa je dan integralem

27 r h—hp/r 2 r
won = [If oapapaz = [T([([ p)az)an)as = [ ([ 1peti " ap) e
r hp? hp*>  hp*]’ hr?  hr? 1
:2,,/ (hp_i)dp:[i_i} :zﬂ(;_;):_mz_
0 r 2 r o 2 3 3

Piiklad 16.8. Urcete objem télesa vymezeného nerovnostmi x2 + y2 + z2 < 2z a kuZelem x? + y? < z2

Reseni. PouZijeme substituce do sférickych soufadnic. Hrani¢ni plochy t&lesa se sklddaji z &4sti kulové plochy x? + y? +
z2 = 2z o poloméru 1 se stfedem v bodg [0, 0, 1] (rovnice psdna ve stfedovém tvaru totiz je xZ + y2 4+ (z —1)2 = 1) a &4sti
kuZelové plochy z2 = x2 + y2. Po dosazeni vyrazii x = pcosgsin®, y = psingsin®, z = pcos ¥ md kulové plocha
ve sférickych soufadnicich vyjadieni p = 2cos . Z geometrického ndhledu (viz obrdzek 10) vidime, Ze mnoZina M *,
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Obrizek 10: Rez t&lesem rovinou xz (z obrazku je patrno, Ze priivodic¢ p se skute¢né méni s thlem %)

pies kterou integrujeme, je vymezena nerovnostmi 0 < ¢ < 27,0 <9 < Z,0 < p < 2cos ¥ (plati x> + y% 4 z% = p?).
Objem télesa je pak ddn integrdlem

27 /4 2cos ¥ 2 /4 cos
A(M) :///M* pzsinﬁd¢dl9dp=/0 d(p/o (/0 pzsinﬁ)dp)dz? = Tn/o [p3sin19]§ ? 49

U=t
1 /4 COos 1 1
= % cos® ¥ sin 9 o = dy = —dt/sind = % 3 dt
0 0—1,7/4— +/2/2 v2/2

167 [14]1 4n( 1)
=22 =Z(1-2)=nx
3 4]y, 3 4

Pozndmka. Transformaci do cylindrickych i sférickych souradnic Ize zobecnit podobné jako v piipadé€ polarnich soufadnic,
tji. x = apcos¢,y = bpsing, z = z, J(p,,z) = abp, resp. x = apcosgcos?, y = bpsingpcost, z = cpsind,
J(p, ¢, ®) = abc p? cos V.

17 Aplikace dvojného a trojného integralu v mechanice

//dedy
///dedydz
//Mf(x,y)dxdy,

kde f(x,y) > 0, pfedstavuje objem t€lesa pod plochu f(x, y). Oznaéme

JiZ vime, Ze integral
predstavuje rovinny obsah mnoZiny M, integral

predstavuje objem télesa M a integral

dm = p(x, y)dxdy, resp. dm = p(x, y,z)dxdydz,
kde funkce p(x, y), resp. p(x, y, z) je hustota v bod& [x, y] € M C R2, resp. [x,y,z] € M C R3 (veli¢ing dm se Fikd

hmotnostni element). Pak (zejména v mechanice) jsou uZiteCné nasledujici integraly:
1. hmotnost desky M, resp. t€lesa M

m(M)://Mdm, resp. m(M):///Mdm,

2. statické momenty desky M vzhledem k osdm x a y

scon = [ yam s,00 =[] xam,

3. statické momenty télesa M vzhledem k soufadnym rovindm xy, xz a yz

Sxy(M)z///Mzdm, SXZ(M)=///dem, SyZ(M)z///dem,
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4. momenty setrvacnosti desky M vzhledem k osdm x a y, a poldrni moment setrvac¢nosti

Ix(M)=//My2dm, Iy(M)=//Mx2dm, IP(M)=//M(x2+y2)dm,

My

o SO SO
T mn)y T m(M)
6. souradnice tézisté télesa M
. Syz(M) . Sz (M) . Sy (M) . Sxy(M)
— s yr = s XT = s ZT = s
m(M) m(M) m(M) m(M)

7. momenty setrvacnosti t€lesa M vzhledem k osdm x, y a z

Ix(M)z//M(y2~|—zz)dm, Iy(M)=//M(x2+22)dm, IZ(M)=//M(x2+y2)dm,

8. poldrni moment setrvacnosti télesa M
// (x% + y2 +z%)dm,
M

9. plosné momenty setrvacnosti télesa M vzhledem k soufadnym rovindm xy, xz a yz

Ixy(M)=///Mzzdm, Ixz(M)=///My2dm, Iyz(M):///szdm,

10. devia¢ni momenty télesa M vzhledem k soufadnym rovindm xy, xz a yz

ny(M)z///Mxydm, sz(M)z///szdm, Dyz(M):///Myde.

Momenty setrvacnosti 1ze usporddat do tzv. tenzoru setrvacnosti
I X -D Xy _sz

I=\|—-Dyy I, -D,,
—Dy, _Dyz I,
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