18 KF¥ivky v roviné a prostoru

Definice 18.1 (rovinné kiivky). Necht .# () = [¢(?), ¥ (¢)] je 2-funkce spojitd na (a, b). Rovinnou kiivkou nazveme
mnoZinu I' := {Z () : t € {a,b)} C R?, pficemz 2-funkce .¥ = [p, V] se nazyva parametrizace kiivky I". Body
A= [p(a), ¥(a)], B := [p(b), ¥ (D)] nazyvime koncové body kiivky I' . Ktivka I" se nazyva uzaviend, je-li A = B.

Pozndmka. a) Viimnéme si, Ze kiivkou zde nenazyvdme samotnou 2-funkci .7, ale jeji obraz v R? (takové mnoZiné se iiké
také hodograf). V tomto i dalSich pojmech tykajicich se kiivek nepanuje v literatufe jednotnost, nékdy se kiivkou mysli
zobrazeni .% a mnoziné I" se fikd (vedle jiz zminéného pojmu hodograf) geometricky obraz kiivky.
b) Na kiivku lze nahliZet jako na pohyb hmotného bodu v roviné (¥idiciho se 2-funkci .%) v ¢asovém intervalu {a, b).
¢) Definice ptipousti i mnoziny I", které priliS neodpovidaji intuitivni predstave o ktivce. Napft., zndima Peanova kiivka
vypliiuje ¢tverec v rovingé, md tedy nenulovou Jordanovu miru. NiZe proto poZadavky na kiivku postupné zpfisnime tak,
abychom se v dals{ kapitole (kde se budeme vénovat kiivkovym integralim) nedostali nikde do problémti.

Definice 18.2 (kiivek se specidlnimi vlastnostmi). 1. Ktivka I" se nazyva jednoduchd, je-li .% prostd na {a, b). Geome-
tricky to znamend, Ze kfivka se nikde neprotind (postacujici podminkou pro to, aby .% byla prostd, je ryzi monotonie
alespori jedné z funkci ¢, ¥ na (a, b)).

2. Kiivka I" se nazyvd jednoduchd uzaviend (neboli jordanovska), je-li uzaviend a .% je prostd na (a, b).

3. Kiivka I' se nazyva tFidy C!, jestliZe jeji paramterizace .# md spojitou Jacobiovu matici na {(a, b) (tj. funkce ¢ a ¥
maji spojité derivace na (a, b)).

4. Ktivka I" se nazyvé jednoduchd hladkd, je-li jednoduchd, je tfidy C! a navic ¢2(¢) + ¥2(t) > 0 Vt € (a,b) (jinak
fe¢eno, hodnoty ¢’(t), ¥’ (¢) nejsou v Zidném bod€ intervalu souc¢asné nulové).

5. Kfivka I" se nazyva jednoduchd uzaviend hladkd, je-li jednoducha uzaviend, je tiidy C!, plati @2 (¢) + ¥2() > 0
Vt € (a,b), anavic ¢/, (a) = ¢’ (b), ¥ (a) = ¥ (b).

6. Ktivka I' se nazyva jednoduchd po cCastech hladka, je-li spojenim kone¢né mnoha jednoduchych hladkych kiivek,
pti¢emz toto spojent je pouze skrz koncové body. Presnéji, existuje parametrizace .7, kterd je na intervalu (a, b) spojitd,
aexistuje déleni D intervalu {a, b) takové, Ze na kazdém dil¢im intervalu (#;_1, t;) pfedstavuje .# jednoduchou hladkou
kiivku. Zde jizZ nebudeme rozliSovat, zda vyslednd kiivka je nebo neni uzaviena.

Poznamka. a) Kazda jednoduchd (a jednoduchd uzaviend kfivka) md nekone¢né mnoho parametrizaci, napf. jednot-
kovd kruZnice se stiedem v pocdtku md parametrizaci [cost,sint], ¢ € (0,27w), nebo [cos2¢,sin2¢], ¢ € (0, ), nebo
[sint,cost], t € (0,2m).

b) Je-li f : R — R funkce spojitd na (a, b), pak jeji graf je k¥ivka s parametrizaci ¢(¢) = ¢, ¥ (t) = f(¢),t € {a,b).

c)Je-li I kiivka tiidy C'! a pro n&jaké 19 € {(a, b) je F'(to) = [0,0], pak bod P = [¢(to), ¥ (t9)] nazveme singularnim
bodem kfivky, v opacném piipadé jej nazveme reguldrnim bodem. Mame-1i dvé rizné parametrizace téZe kiivky, miZe se
stat, Ze néktery bod je regularni v jedné parametrizaci a singuldrni v druhé. Napf tsecka spojujici body [—1,—1] a [1, 1]
mé pfi parametrizaci [t,7], t € (—1,1) viechny body reguldrni, ale p¥i parametrizaci [t3,13], ¢t € (—1,1) je po&atek
singuldrnim bodem. Jednoducha (resp. jednoduché uzaviend) hladkd kiivka md tedy vSechny body reguldrni. Neni tezké
si rozmyslet, Ze .%’(t) predstavuje teény vektor ke kiivee I' v bodé % (t) = [¢(t), ¥ ()] (viz obrazek 11). Tento te¢ny

Obrézek 11: Jacobiova matice .% () je v pfipadé 2-funkce .# : R — R? vektorem v roving, ktery piedstavuje teény vektor
ke kiivce v bodé .7 (t) = [¢(t), ¥ (t)]

vektor lze také interpretovat jako vektor okamZité rychlosti, kterou md hmotny pfi pohybu po kfivce v Case . KdyZ je
tento vektor v kazdém Case ¢ € (a, b) nenulovy a ménf se spojité, nemize hmotny najednou prudce zménit smér, nemtize
zastavit a pak se vydat opaénym smérem, atp. Jeho pohyb je skutecné ,hladky*. Pfikladem kfivky, kdy hmotny bod zastavi
(v singuldrnim bod€) a vyda se jinym smérem, je napt. ¢ast cykloidy o parametrizaci .% () = [a(t —sint), a(l — cos?t)],
t € (0,47) (a > 0), viz obrdzek 12. Na tomto piikladu vidime, Ze samotn4 spojitost Jacobiovy matice parametrizace .#
hladkost, tak ji i intuitivné chdpeme, nezaruci.

Pro piipad kiivkového integrélu II. druhu je navic potfeba zavést pojem orientace kiivky. Orientovat kiivku znamena
urcit smér, ve kterém jsou body kfivky prochdzeny (to 1ze dvéma zpisoby).
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Obrézek 12: Dva oblouky cykloidy pfi parametrizaci % (1) = [a(t —sint), a(1—cost)],0 <t < 47 (a > 0 je parametr).
Tato kfivka m4 tfi singuldrni body (poc¢atek a body [27a, 0], [47a, 0])

Definice 18.3 (souhlasné a nesouhlasné orientace jednoduché (uzaviené) kiivky). 1. Bud " = {[p(t), ¥ (¢)] : t € (a,b)}
jednoducha k¥ivka a zvolme na ni dva rizné body Py = [p(t1), ¥ (¢1)] a P2 = [¢(t2), ¥ (£2)]. Orientujme kiivku tak,
7e se pohybujeme od bodu P; smérem k bodu P, (fikdme také, Ze bod P; je pfed bodem P, zapisujeme P; < P»).
Je-lit; < tp, fekneme, Ze kfivka I" je orientovina souhlasné s parametrizaci [, ¥]. Je-li naopak t; > t,, fekneme, Ze
k¥ivka I" je orientovdna nesouhlasné s parametrizaci [, V].

2. V piipadé€ jednoduché uzaviené kiivky I ji orientujme pomoci tif bodt P;, P, a P3 tak, Ze se po kiivce pohybujeme
zbodu P; do P, az P> do P3 (bodu P; odpovida parametr ¢;,i = 1,2,3).Je-lit; < ¢, < t3 nebo t3 < t; < t, nebo
Iy < t3 < ty, pak fekneme, Ze kiivka I" je orientovdna souhlasné s parametrizaci [¢, V] a je-li t; > t, > t3 nebo
ty > 13 > t; nebo t3 > t; > t,, pak fekneme, Ze k¥ivka I" je orientovdna nesouhlasné s parametrizaci [, V].

Priklad 18.4. Jednotkova kruZnice se stfedem v pocétku orientovana proti obéhu hodinovych ruci¢ek je orientovana sou-
hlasné vzhledem k parametrizaci .% (¢) = [cos?, sin¢], ale nesouhlasné vzhledem k parametrizaci ¢4(¢) = [sinz, cost].

Prostorovou kfivku bychom definovali jako mnoZinu

I =A{lp@), ¥, x(1)] : t € (a,b)} < R,

kde 3-funkce .# = [, V¥, x] je spojitd na {a, b). Ostatni pojmy jako jednoduchd nebo hladka kiivka by se zavedly analo-
gicky. Pozor, kiivku v prostoru nelze zadat explicitné pomoci funkce!

19 KFrivkovy integral

Definice 19.1 (kiivkového integralu I. druhu ze spojité funkce). Nechf I” je jednoducha (nebo jednoduchd uzaviend) hladka
kfivka s parametrizaci .# = [p,¥]a f : R> — R je spojitd funkce na n&jaké oteviené mnoziné obsahujici kiivku I".
Potom definujeme kiivkovy integral I. druhu jako

b
[ renasi= [ oo o) e@or+ e )
UkaZme, co nds vedlo ke vzorci v pfedchozi definici. Jako motivaci uvaZzujme tlohu urcit obsah plochy
t={[x,y,z] eR*: [x,y] € 0 <z < f(x,y)}
Provedme néjaké d€leni intervalua = 19 < t1 < --- < t, = b intervalu (a, b). Timto délenim je ureno také déleni

A= Py< P <Py <---< P, =BXkiivky I' (P = [¢(tx), ¥ (tx)], kK = 0,1,...,n). Potom je pfirozené aproximovat
hledany obsah ¢islem

Sni= Y Ftr), v )V (lp(t) — ot + [¥ (i) — ¥ (1))

k=1

Potfebujeme ukazat, Ze S, konverguje k hodnoté na pravé strané () pro kazdou nulovou posloupnost déleni intervalu
{a,b) (ptipomeiime, Ze se jednd o posloupnost déleni, ve které norma déleni maxgef12,...n} |tk — fx—1| jde s rostoucim
n k nule). Podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté (viz véta 16.2 v SA1) existuji Cisla &, nx € (tk—1, 1) takova, Ze
@(te) — o(tk—1) = ¢ () (te — tr—1) a ¥ (k) — ¥ (tk—1) = ¥’ (k) (tk — tx—1). Hodnotu S, tedy miiZzeme prepsat

Sn =D f@). v @) Ve EOP + W ()P (k= tr—1).

k=1

Kdyby pod odmocninou byly hodnoty derivaci v bod€ ¢ (namisto & a nx ), pak by S, predstavoval piimo integralni soucet
(s vybérem reprezentanti & = {t; : k = 1,2,...,n}) a v limité€ bychom ihned dostali poZzadovany integril (protoZe f
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je spojitd nad ktivkou I' a vyraz /¢’ + ¥'? je také spojitd funkce diky pfedpokladu hladkosti I"). Jako posledni krok je
tedy potieba ukazat, Ze

n
Jim S, = lim D fe@), v e)WIe' @ + W @) (i — tr-)-
k=1

Dtikaz tohoto kroku vyuzivd Heineho—Cantorovy véty (viz véta 13.14 v SA1), kterd fik4, Ze spojitd funkce na uzavieném
intervalu je jiZ stejnomérné spojitd.
Pozndmka. a) Pfedpoklad hladkosti k¥ivky lze v definici ki'ivkového integralu oslabit, zejména lze pfipustit jednoduché C'!
ktivky, které maji kone¢ny pocet singuldrnich bodd, piipadné lze porusit ,,jednoduchost* kiivky ve smyslu, Ze dovolime
konec¢ny pocet protnuti.

b) Je-li ki‘ivka tiidy C!, pak je tzv. rektifikovatelnd. To znamend, 7e délka lomené &4ry pii zjemilovani déleni neroste
nade vSechny meze, a tedy kifivka md konecnou délku (délka kiivky je pravé takto definovdna — jako supremum délek
lomenych &ar pfes vSechna mozn4 déleni). Pfikladem nerektifikovatelné kiivky je kfivka o parametrizaci .% = [p, V], kde

0 prot =0
1
t

o)y =1t, ()= § t €(0,1), ' neni spojitd v bodé& 0.

tsinl protr>0."

Pro délku rektifikovatelné kiivky plati

b
or) = /F ds = / V@O T W02,

Veli¢ing ds = /(¢'(¢))? + (¥/(t))2 dt se fikd diferencidl oblouku, ptitemz vyraz /(¢'(t))? + (¥'(¢))? predstavuje
velikost te¢ného vektoru ke kiivee (vektoru rychlosti hmotného bodu) v bodé .7 (t) = [¢(¢), ¥ (¢)].

c) Lze ukazat, Ze za predpokladi kladenych na kfivku a integrovanou funkci hodnota integralu nezavisi na zvolené
parametrizaci dané kiivky.

d) Krivkovy integril je moZné definovat obecnéji neZ v definici 19.1, kdy vychdzime z ohranicené funkce na oblasti
obsahujici kiivku a zavedeme podobné jako u standardniho Riemannova integrdlu horni a dolni soucty funkce nad ktivkou,
piipadné integralni soucty.

e) Krivkovy integral pfes jednoduchou po ¢astech hladkou kiivku bychom definovali jako soucet integralti pies jednot-
livé ¢asti.

f) V piipadé uzaviené kiivky se nékdy znak integrélu pise jako ¢.

Priklad 19.2. Urcete hodnotu integralu

/F(x + y)ds,

kde I" je obvod trojihelnika ABC, A = [0,0], B = [0,2], C =[1,0].

Reseni. Jedna se o po &astech hladkou k¥ivku, pokud budeme strany trojiihelnika parametrizovat napf. takto: stranu AB
je nejjednodussi parametrizovat 2-funkci .7 (t) = [0,¢], ¢ € (0,2), stranu BC 2-funkci .Z,(t) = [t,2 —2t], ¢ € (0,1)
a stranu AC 2-funkef F3(¢) = [t,0], ¢t € (0,1). Protoze Z|(t) = [0, 1], Z,(t) = [1,-2] a F}(t) = [1,0], jednotlivé
kiivkové integraly jsou dany

2

2 [2
(x+y)d52/(0+l)\/02+12dt:|:5i| =2,
AB 0

0

1
/ (x+y)dS=/l(t+2_2t) /12+(_2)2dt=\/§|:2[_fi| =3\/§’
BC 0 2 o
! 21t 1
(X+y)ds=/(t+0)\/12+02dz=[_} = _.
AC 0 2

o 2

Celkové tedy

= %(5+ 3V5).

3V5 1
/F(x‘i‘)’)ds—/ﬁ(x+y)d5+/ﬁ(x+y)ds+/ﬁ(x+y)ds—2+T-}-E

Priklad 19.3. Urcete hodnotu integralu

T
/ arctg Y ds, kde I' je ¢ast Archimédovy spirdly p = ¢ leZici v kruhu se stfedem v poc¢atku o poloméru 3
r X
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Reseni. Archimédova spiréla zaéind v po¢étku (pro ¢ = 0) a s rostoucim tihlem roste (line4rn&) vzdalenost p bodu kfivky

od pocdtku. Bodu na kruZnici o poloméru 7 tedy dosahne, je-li p = ¢ = 7. Odvodme nejprve, jak vypadd diferencidl

oblouku ds, je-li kfivka vyjddiena v poldrnich soufadnicich. Vzhledem k transformacnim rovnicim mezi kartézskymi
a polarnimi soufadnicemi x = p(¢)cos¢ ay = p(¢) sin ¢ plati
ds® = dx? 4+ dy? = (p'(9) cos ¢ — p(¢) sin )*de?® + (0'(¢) sin @ + p(¢) cos p)*dg?
= ((0'(9))? cos® g — 20" (9) p(p) cos @ sin g + p*(p) sin” ¢
+ (0'(9))? sin® ¢ + 20/ (9) p(p) cos g sin g + p*(p) cos® 9) de? = ((0'(9))* + p*(9)) do?
Odtud

s = V(' (9)?* + p*(p) do.

Nyni jiz stadi dosadit do zadaného integrélu (nyni mame p’(¢) = 1), coZ vede na
by /2 @ sing +¢?2 =12, dp =tdt/g
tg —ds = tg ——— /12 2de = V1 dy =
/Farcgy ’ /0 aIchOCOS(/) e /0 pvitetde = ‘0_’1”/2—>v1+ﬂ2/4
/\/1+T[2/4 1 > 1 2\ 3/2
—/ T e N /4——(( z ) —1).

=—((1+=—
. 3l AL

4

Poznamka. V ptipadé€ prostorové kiivky I' by se za analogickych pfedpokladl vzorec definice 19.1 modifikoval na

b
/F F(x.y.2)ds = / £y (). x0) Vig OF + W OF + L OF dr.

Priklad 19.4. Urcete hodnotu integralu
/ V2y2 +z2ds, kde I'={x,y,z]eR3>:x2+y2+z2=4, x=y, x<0,z>0}.
r

Reseni. Prostorova kiivka I" je prinikem kulové plochy (sféry) x2 + y? + z2 = 4 s rovinou y = x (prochdzejici osou

z), coZ je kruZnice o poloméru 2. Omezeni x < 0, z > 0 pak ddva ¢tvrtkruZznici (leZici ve III. oktantu). Tuto kiivku lze
snadno parametrizovat pomoci Ghld ¢, &, které vystupuji v substituci do sférickych soufadnic:

5 5
x=ZCosTﬂcosz9=—\/§cosﬁ, y=2sinTncosz9=—\/§cosﬁ, z = 2sint, 0

IA

3

IA
|

Pro diferencidl oblouku jesté potiebujeme derivace parametrickych rovnic:
x' = /2sin?, y = +/2sin?, z' = 2cos .

Podle vyse uvedeného vzorce pak plati

/2 /2
/ \/2y2+22ds:/ \/4c0s219+4sin219\/2sin219+2$in219+4cos219dz9:4/ dz9:4[19]g/2=27r.
r 0 0

V piipad€ kiivkového integrdlu druhého druhu pies rovinnou kfivku budeme hodnoty 2-funkce dvou proménnych
interpretovat jako vektory, budeme tedy hovofit o vektorovém poli a znadit ho f'(x,y) = (P(x,y), O(x, y)).

Definice 19.5 (kiivkového integralu II. druhu ze spojitého vektorového pole). Nechf I” je orientovand jednoduchd (nebo

jednoduchd uzaviend) hladka ktivka s parametrizaci % = [p, ¥] a f je vektorové pole spojité na néjaké oteviené mnoZziné
obsahujici kfivku I". Pak definujeme kfivkovy integral II. druhu

. . b
/F Flxny)-ds = /F P(r.y)dx + 0(x, y)dy = + / (PO Y (O)6' () + 0O YOI O]d. (x%)

kde znaménko ,,4“ bereme v piipadé souhlasné orientace kiivky s parametrizaci .% a znaménko ,,—“ v ptipad€ nesou-
hlasné.

Motivace pro vzorec (xx*) je nasledujlcl Bud A B orientovand tsecka s po&ateénim bodem A a koncovym bodem B.
UvaZujeme-li konstantni silové pole f pak z fyziky je zndmo, Ze price, kterou vykond silové pole f po tisedce AB, je

dédna skaldrnim soucinem f (B — A). Je-li tento skalarni soucin kladny, jednd se o vykonanou praci, je-li zdporny, jedna
se o spotfebovanou praci. Opacna orientace isecky by znamenala praci s opa¢nym znaménkem.
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Jakd bude prace, kterou vykond/spotiebuje silové pole ]7 = f (x, y) po orientované kiivce I"? UvaZujme opét néjaké
délenia =ty <t < --- < t, = b intervalu (a, b) (to opét uréi déleni A = Py < Py < --- < P, = B kiivky I').
Nahradime-li orientované kiivky Iy := {[o(?), ¥ (¢)] : t € {tg—1,tx)} (k = 1,2, ..., n) orientovanymi dseCkami Py_; Py
a na kazdé z nich silové pole f konstantnim silovym polem s hodnotou ]7 (¢p(tg—1), ¥ (tx—1)), pak ziskdme aproximaci
vykonané prace

W =Y f@ti-t). ¥ (te1))  (Pe = Pect) = Y F(@(te—1). ¥ (te—1)) - (@(tk) — 9(ti—1). ¥ (ti) — ¥ (tk—1))-

k=1 k=1

PrepiSeme-li rozdily ¢(tx) — ¢(tx—1) a ¥ (tx) — ¥ (tx—1) pomoci Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté, dostaneme

Wa = > f(@mn). ¥ (te-1) - (' E- V' i)t — i)

k=1

Pomoci Heineho—Cantorovy véty lze opét ukédzat, Ze

n—oo

lim Wy = lim 3 F@tk-1) ¥ t1) - @ ) ¥ ) O~ 111),
k=1

Suma za znakem limity na pravé stran¢ pfedchoziho vztahu pfedstavuje integralni soucet spojité funkce, takze v limité
(pro n — oo) W, ddva pravou stranu vzorce () pro libovolnou nulovou posloupnost délen{ intervalu (a, b).

Priklad 19.6. Urcete / (xy,0)- ds, kde I' je &ast paraboly x = y? jdouci z bodu [1, 1] do po&itku [0, 0].
r

Reseni. Vzhledem k parametrizaci x = t2, y =1t,0 =<t < 1jekfivka I' orientovdna nesouhlasné. Dosazenim do vzorce

(*x) pak mame
R 1 1 245 1 2
/(xy,O)-ds =—/ (t3,0)- (21, 1) dt = —/ 214de =—[—] =2,
r 0 0 5 o 5

Pozndmka. Vztah mezi kfivkovym integralem I. a II. druhu je nésledujici. Je-li I" jednoducha (resp. jednoduchd uzaviend)
hladka kiivka s parametrizaci .% = [g, ¥], tak tecny vektor .%'(t) = (¢’ (¢), ¥'(¢)) je nenulovy v kazdém V¢ € (a,b).
Potom vektor | (t) = F#'(t)/|.%'(t)| je jednotkovy (|-| je eukleidovskd velikost vektoru). UvaZzujeme-li spojité vektorové

pole ]7 v néjaké oblasti obsahujici kiivku I', pak plati

/f-(fs::l:/f-ﬁ{ds
r r

(,+ v pfipad€ souhlasné orientace kiivky I” s parametrizaci .# a ,,— v pfipad€ nesouhlasné).

Nasledujici tvrzeni dava do souvislosti dvojny integral pfes mnoZinu M s kiivkovym integralem II. druhu pfes hranici
mnoziny M . Rekneme, Ze hranice M mnoZiny M je orientovina kladné, jestliZze mnozZina pfi pohybu po dM zistava po
levé ruce.

Véta 19.7 (Greenova pres normdlni mnozinu vzhledem k ose x, George Green 1793-1841, Angli¢an). Nechf M je nor-
mdlni mnoZina vzhledem k ose x (tj. M = {[x,y] € R? :a < x < b, ¢(x) < y < ¥ (x)} a jeji hranice IM je kladné
orientovand k¥ivka, pricem? predpokladdame, Ze funkce ¢, maji spojitou derivaci na {a, b). Necht ddle vektorové pole

-

f = (P, Q) je spojité na M a md zde spojité parcidlni derivace P)i a Q'.. Pak plati

[ @=rhaxy = ¢ r.0)-d

Diikaz. Protoze M je normalni vzhledem k ose x, jeji hranici 0M lze sloZit ze Ctyf Casti [y - x = a,y € (p(a), ¥ (a)),
Iyj:y=¢x),x€{ab),l,:x=>bye{pb),yb)aly:y=1y(x),x € (a,b).Césthranice Iy a I, jsou zfejmé
(vzhledem ke vhodné parametrizaci) jednoduché hladké kiivky a diky pfedpokladu spojitosti derivaci funkei ¢, ¥ jsou i
¢asti hranice I'y a I, jednoduché hladké kiivky (napft. vzhledem k parametrizaci [z, ¢(t)], resp. [¢, ¥ (¢)]). Platnost tvrzen{
bude prokdzana, pokud ukdZeme, Ze

—//MPJ’,(x,y)dxdyz/aMP(x,y)dx a //MQ;(x,y)dxdy=/BMQ(x»y)dy-

Plat{
/ P(x,y)dx = / P(x,y)dx +/ P(x,y)dx + / P(x,y)dx +/ P(x,y)dx,
oM Iy Ty Iy Iy
N— N e’
=0, protoze ¢’ (t)=0 =0, protoZe ¢’ (t)=0
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t.
b b
/8M P(x,y)dx = /Fd P(x,y)dx + /Fh P(x,y)dx = /a P(x,p(x))dx —/a P(x,¥(x))dx

b
— [Pt - e vt ar.

Na druhou stranu, podle Fubiniovy véty

b ) b ¥ (x)
X
- [ Pmaxay == [([ " piwar)ar == [peoi@a
a Moe(x) a

b
- / [P(x.0(x)) — P(x. ¥ (x))]dx.

tj. plati — [, P(x,y)dxdy = [5,, P(x, y)dx.

//////

grélu zavislého na parametru:

Necht f : R? — R je spojitd na néjaké oteviené mnoZiné 2 obsahujici normdlni mnozZinu M = {[x,y] € R? : a <
x <b, p(x) <y < ¥ (x)}. Potom integrdl F(x) := f(;lzg) f(x,y)dy je spojitd funkce na {a, b). Ma-li navic f spojitou
parcidlni derivaci f] na 2 a ¢', ' jsou spojité na (a, b), pak F md derivaci na {a, b) a plati

¥ (x)
F(x) = / FLe ) dy + e Y () — £ 90’ (). L)
[

(x)

Rovnost (A) vyuZijeme pfi vypoctu [[ u Q% (x,y)dxdy. Fubiniova véta ddvd

//M Q' (x,y)dxdy = /;(/W()X) Q' (x,y) dy)dx.

o(x

PoloZime-li f = Q v rovnosti (A), pak

¥ (x)
/ 0L(x.y)dy = F'(x) — 0(x. y ()Y (x) + 0(x. ()¢ (x)
(4

(x)

atedy
b b
// 0/, (x. y) dxdy = [F()]2 — / 0(x. Y (Y (x) dx + / 0(x. 9 ()¢ (x) dx
M a a

¥ (b) ¥(a) b b
- / F(b,y)dy — / Fla,y)dy — / 0(x. Y ()Y (x) dx + / 0(x. 9(x))¢/ (x) dx.
o(b) v(a) a a

Zaroven vsak plati

/BM Q(x,y)dy=/rp Q(x’y)der/er(x’y)dH/ph Q(x,y)dy+/rd O(x,y)dy

¥ (b) v(a) b b
- / F(b.y)dy — / Fla.y)dy - / O (x, Y ()Y (x) dx + / 0 (x. ()¢ (x) dx.
o(b) © a a

(@)

tj.//MQ(x,y)dxdy :/3M O(x,y)dx. O

Pozndmka. a) Analogicky by se tvrzeni dokdzalo pro normdlni mnoZinu vzhledem k ose y.

b) Tvrzeni zlistane v platnosti, i kdyZ ¢asti hranice I'y a I';, budou po ¢astech hladké kiivky.

c¢) Tvrzeni dile bude platit i v piipadé, kdy M je regularni mnoZina (pfipomeiime, Ze to je mnoZina, kterou lze
,roziezat™ na kone¢ny pocet normalnich mnoZzin).

d) Platnost tvrzeni lze rozsitit i na pripad jest€¢ komplikovanéjSich mnoZin neZ jsou reguldrni mnoZiny (napf. typu
ez ementdlem s nepiili§ péknymi oky*). Zejména lze (za urcitych dalSich predpokladi) pripustit hranice, které obsahuji
kone¢ny pocet singuldrnich bodd.

e) Obsah (miru) ohrani¢ené mnoZiny M lze pomoci Greenovy véty pocitat jako

1
AM) = E/adey—ydx.
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Priklad 19.8. Urcete obsah eliptické vysece mezi body A = [p(t1), ¥ (11)] a B = [p(t1), ¥ (£2)], kde [p(?), v (?)] =
[acost,bsint], a,b >0, 0<t; <t <m/2.

Reseni. Budeme integrovat pies hranici eliptické tsece, kterd se sklddé ze t¥f hladkych &asti: dsecky OA, oblouku elipsy
4B a tisecky BO (O znadi pocitek). Aby platil vzorec nad piikladem, je potfeba hranici tsede orientovat kladng, tj. ve
sméru O — A — B — 0. Usetku OA parametrizujme napf. rovnicemi x = at costy, y = bt sinty, t € (0, 1), viiéi této
parametrizaci je orientace usecky souhlasnd. Prislusny kiivkovy integral je potom vyjadien

1 1
/ (=y,x)-ds = / (—btsinty,at costy) - (acosty,bsint;)dt = / 0dr = 0.
0A 0 0
Oblouk 2179 je vaci parametrizaci x = acost, y = bsint, t € (t1, t) (viz zaddni) orientovan souhlasné, plati tedy

/,-\ (—y,x)-ds = / (—bsint,acost) - (—asint,bcost)dt
AB t

1

15 2]
:ab/ (sin® ¢ + cos? ¢) dt =ab/ dt = ab(t, —t1).
t n
Integral pies iseku BO bude, podobné jako integral pres tisecku OA, nulovy. Celkové tedy

1 - 1 - 1 - 1 1
A(dsece) = 3 /m(—y,x) -ds + 5 /A/E(—y,x) -ds + 3 /ﬁ(—y,x) -ds =0+ Eab(lz —H)+0= Eab(tz —1).

Poznamenejme, Ze pro t; = 0 a t, = 2w dostdvame celou elipsu, vzorec tedy souhlasi se zndmym vzorcem pro obsah
mnoziny ohrani¢ené elipsou S = wab (ten se redukuje na vzorec pro obsah kruhu, je-li a = b).

Poznamka. To, Ze v predchozim ptikladu byly integraly pres obé tisecky vychdzejici z poc¢atku nulové, neni ndhoda. Plyne
to z faktu, Ze praci pres isecku spojujici pocatek s né¢jakym bodem roviny kond silové pole f (x,y) = (=y,x).Vkazdém
bod€ [x, y] usecky je tento vektor kolmy k tsecce, coz znamend, Ze Zddnou préci nevykond. Obecné tedy, pti vypoctu
obsahu pomoci Greenovy véty, integraly pies tsecky vychazejici z pocatku nenf potfeba pocitat.
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