19 Nezavislost krivkového integralu na integracni cesté

Definice 19.1 (nezévislosti k¥ivkového integralu na integra¢ni cesté). Necht Q je oblast (tj. souvisla a oteviend
mnozina) v R?, f= (P, Q) je spojité vektorové pole na Q, A = [r4,ya] a B = [zp,ys] jsou body v Q2 aT je po
¢astech regularni kiivka lezici v € jdouci z bodu A do bodu B. Pokud hodnota integralu fF f - ds nezavisi na
volbé kiivky T', fikdme, ze integrdl nezdvisi na integracni cesté mezi body A, B a piSeme

B O
/ f-ds.
A

Jestlize uvedeny integral nezavisi na integra¢ni cesté mezi libovolnymi body A, B (zvolenymi kdekoliv v oblasti
0), fikdme, ze integrdl nezdvisi na integracni cesté v oblasti .

Véta 19.2. Necht [.(P,Q) - ds nezdvisi na integracni cesté v oblasti ). Potom vijraz
P(z,y)dz + Q(z,y)dy (Pfaffova forma, Johann Friedrich Pfaff 1765-1825, Némec)

je totdlnim diferencidlem kmenové funkce (potencialu)

[z,y] .
B(z,y) = /[ (P.Q) - di

UUAvyA]
(zdpis chdpeme tak, Ze integrujeme po libovolné kiivce leZici v oblasti Q a spojujict body [x a,ya] a [z,y]).

Véta 19.3. Necht P,Q jsou spojité v rovinné oblasti Q a necht Pfaffova forma Pdx + Qdy je totdinim dife-
rencidlem néjaké funkce ® (4. plati P = @), Q = @, ). Potom integrdl fr Pdx + Qdy nezdvisi na integracéni
cesté v Q a plati

/BPd:c+Qdy = &(B) — B(A).
A

Poznamka. Predchozi dveé véty tedy fikaji, Ze pro nezavislost integralu na integracni cesté je nutné a staci, aby
existovala funkce ®, pro kterou plati, ze Pdx + @ dy je jejim totalnim diferencidlem.

7Z praktického hlediska je podstatna nasledujici véta, kterd dava postacujici podminku pro nezavislost na in-
tegracni cesté. Oblast €2 se nazyva jednoduse souvisld, jestlize kazdou uzavienou kiivku lezici v € lze ,stahnout*
v bod, aniz bychom oblast opustili. Jednoduse souvisla oblast tedy nemé zadné ,diry“.

Véta 19.4 (postacujici podminka pro nezévislost integralu na integracéni cesté). Necht Q je jednoduse souvisld
oblast v R?, P,Q jsou spojité spolu s parcidlnimi derivacemi Pé, QL. na Q a plati

Py(z,y) = Qu(z,y) V[z,y] € Q.
Potom fr Pdx + Qdy nezavisi na integracni cesté v 2.

Pozndmka. a) Pfedpoklad jednoduse souvislé oblasti obecné nelze vynechat — pokud oblast neni jednoduse
souvisla, tak vektorové pole f muze, ale také nemusi mit potencial. Napft. pole

- xT Y
fla,y) = <\/x2+y27 \/x2+y2>

je spojité na Q = R2\ {[0,0]} a neni tézké nalézt potencial (Ize i uhodnout) ®(z,y) = /22 +y2 + C. Podle
véty 19.3 tedy integral fF f - ds nezavisi na integracni cesté.
Uvazujme nyni napf. vektorové pole

—;( ) _y x
€T = _—
g 7y I2+y27$2+y2 Y

které je spojité opét na oblasti 2 = R?\ {[0,0]}. Spocitejme integrél fF g - ds pres jednotkovou kruznici se
stfedem v pocatku:

27 27
/ﬁ-ds:/ (—sint(—sint)+costcost)dt:/ 1dt = 2m,
r 0 0

coz znamena, 7e integral zavisi na integracéni cesté (podle véty 19.3 tedy § nemtize mit v R? \ [0, 0] potenciél).
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b) V piipadé integralu vektorového pole f = (P, Q, R) pfes prostorovou kiivku I' bychom nezévislost na inte-
gracni cesté definovali analogicky. Obsah vét 19.2, 19.3 a 19.4 ztstava v platnosti, pfiCemZ podminka z véty 19.4
se modifikuje na

_(2R_29 oR_oR 09 0Py _,

i
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To znamenad, ze postacujici podminkou pro nezavislost integralu na integracni cesté v jednodusSe souvislé pro-
4 : : : !/ / / / ! /
storové oblasti {2 jsou rovnosti R, = @, P, = R, Q;, = P, v Q.

Priklad 19.5. Rozhodnéte, zda vektorové pole f = (zy? — 2, 2%y + 5y?) je potencidlové (konz ervativni) pokud
ano, naleznéte p¥islusny potencial. [@(z,y) = $2%y* — 2z + 33 + C]

—

Pfiklad 19.6. f[l 0 01] 3] (2zy, 2% — 2,1 —y) - ds. 2]

20 Plochy v prostoru

Definice 20.1 (prostorové plochy a souvisejicich pojmt). 1. Necht S, je uzaviend a ohranicend mnoZina
v R? takova, Ze existuje oblast  C R? spliiujici Q C Sy, (Su tedy nemiize byt bod nebo kfivka)
a necht .7 = [p, 1), x] je 3-funkce spojitd na Sy,. Plochou v R* (prostorovou plochou) nazveme mnozinu
S ={[r,y,2] ER®: 2 = p(u,v),y = Y(u,v), 2z = x(u,v), [u,v] € Sy} a 3-funkci .# nazveme parametrizaci

plochy S.
2. Necht mnozina Suv z predchoziho bodu mé po ¢astech regularni hranici 9Sy,, # je prostd na S,,,
Jacobiova matice &' je spojitd na S, a tefné vektory

tu(u,v) = (¢4 (u,0), 9, (u,0), X4 (w,0),  olu,v) = (93, (u,0), 94 (u, ), X4, (u,v))

jsou linedrné nezavislé pro V[u,v] € Sy,. Pak plochu S nazveme (jednoduchou) hladkou plochou. Obraz
F(0Suw) kfivky 0S5y, nazveme okrajem plochy S, budeme znacit 95 (s védomim, Ze jsme v kolizi se
zna¢enim, nebot symbol 95 jsme pouzivali také pro hranici mnoZiny, coz je v naSem piipadé opét S).
Z uvedenych predpokladu je ziejmé, ze hladké plochy se nikde neprotinaji, nemaji zadné ,ostré* hrany
ani vrcholy, a v kazdém bodé plochy lze sestrojit te¢nou rovinu.

3. Plochu S C R3 nazveme po cdstech hladkou plochou, existuji-li hladké plochy Si,Ss, ..., S, takové, Ze
plati

(i) S=5USyU---USy;

(i) S;NS; CIS;NOS;, Vi # j, pficemz S; N S; je bud regularni kiivka, nebo po ¢astech regularni kiivka
(mdze byt i uzaviend) — v tomto piipadé fikdme, Ze S; a S; jsou prilehlé plochy, nebo bod, nebo
prazdnad mnozina;

(iii) Pro i # j # k je S; N.S; NSy jednobodova nebo prazdna mnozina;

(iv) Pro kazdé ¢ =2,3,...,n je plocha S; pfilehla k nékteré z ploch Sy, Ss,...,S;—1.

4. K¥ivku I' nazveme édsti okraje po ¢astech hladké plochy S (ktera se skldda z n hladkych ploch), jestlize
existuje pravé jedno i € {1,2,...,n} tak, ze ) T NAS; C dS;. Okraj DS po édstech hladké plochy S pak
definujeme jako sjednoceni vSech ¢asti hranice této plochy.

5. Po ¢astech hladkéd plocha S se nazyva uzaviend, jestlize S = (. Piikladem uzaviené plochy je kulova
plocha, povrch kvadru, valce, kuzele, atp.

Poznamka. a) V dalsim uvidime, Ze dilezitou roli bude hrat normalovy vektor v bodech plochy. Protoze t,,
t,, jsou te¢né vektory, normalovy vektor je dan vektorovym soucinem ¢, x t,. V pfipadé hladké plochy linearni
nezévislost vektort £, a f, na celé mnoziné S,, zarucuje, 7e vektorovy soucin je nenulovy, a tedy normalovy
vektor v kazdém bodé hladké plochy existuje. Navic se spojité méni diky predpokladu spojitosti .#".

b) Graf funkce dvou proménnych z = f(x,y), [z,y| € Sz, pfedstavuje plochu. Lze ji vidy zparametrizovat
nekone¢né mnoha zptisoby, napt. * = u, y = v, z = f(u,v), [u,v] € Sgy. Analogicky pro graf funkci y = g(x, 2)
a z = h(y,z).

c¢) Hladké plochy maji dvé ,strany“. Nepatii mezi né napf. zndmy Mobitv list (August Ferdinand Mobius
1790-1868, Johann Benedikt Listing 1808-1882, Némci), ktery lze popsat parametricky x = cost+pcost/2 cost,
x = sint + pcost/2sint, z = psint/2, t € (0,27), p € (Pmin, Pmax) (takto popsany list by mél jednotkovou
délku). Druhym nejznadméjsim piikladem plochy, kterd nemé dvé strany, je Kleinova nddoba (Felix Christian
Klein 1849-1925, Némec). Tu si lze zjednodusené predstavit jako uzavienou nddobu, kterd nemé vnitiek ani
vnéjsek. Podobnych ploch je zndmo vice, nazyvame je jednostrannymi plochami.

d) Pro potfeby plogného integralu II. druhu je tfeba plochu orientovat. Plochu orientujeme tak, ze vybereme
smér vektoru normaély. Jednostranné plochy nelze orientovat.
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