21 Plosny integral

Definice 21.1 (plosného integrélu I. druhu pfes hladkou plochu). Necht S je hladkd plocha s parametrizaci
F = [p,,x] a f: R® — R je spojita funkce na néjaké prostorové oblasti obsahujici plochu S. Potom definujeme
plosny integrdl I. druhu vztahem

//Sf(w,y,z) ds = //S Flo(u,v), v (u,v), x(u, 0))|u(u, v) x £ (u,v)| dudv. (%)

Pozndmka. a) Za uvedenych predpokladit je funkee f(p(u,v), v (u, v), X (u, )|t (u, v) X ty(u, v)| spojita na Sy,
tudiz je integrovatelna a definice tedy ma smysl.

b) Jako motivace pro takto zavedeny integral poslouzi tloha spoéitat hmotnost plochy S, kde funkce f
predstavuje plosnou hustotu. Pro jednoduchost pfredpokladejme, ze Sy, je obdélnik. Uvedeny vzorec se odvodi
tak, Ze mnozina S, se (stejné jako u zavedeni dvojného integralu) ,rozfeze“ na malé obdélniky I = (u;—1, u;) X
(vj_1,v5), 1 =1,...,n, 7 =1,...,m. Tyto obdélniky zaroven urcuji déleni plochy pomoci malych plosek S;;.
Myslenka je, ze obsah kazdé plosky S;; nahradime obsahem €asti te¢né roviny (nad obdélnikem I;;), napiiklad
v bodé . (u;_1,vj_1). Lze ukézat, Ze obsah této Casti te¢né roviny je roven |ty (u;—1,v;i—1) X ty(wi—1,vi—1)|(w; —
u;—1)(v; — v;—1). Aproximace hmotnosti plosky S;; je pak dana hodnotou f(ﬁ(ui_l,vj_l))|fu(ui_1,vi_1) X
ﬁ,(ui,l, vi—1)|(u; — w;—1)(v; — v;_1) a aproximace hmotnosti celé plochy S je

n m
-

SN HF (Wic, vj-1))Eu(uizt, vim1) X £y (i1, vie)| (ws — wim1) (v — visa).

i=1 j=1

To ale neni nic jiného nez integralni soudet, ktery v limité (pro kaZdou nulovou posloupnost déleni S, ) dava
pravou stranu rovnosti (x).

¢) Stejné jako u kiivkového integralu lze ukézat, ze hodnota integralu nezavisi na zvolené parametrizaci.

d) Integrél [[4 dS pfedstavuje obsah plochy S.

e) Je-li plocha S déna explicitné, napi. jako z = f(x,y), [,y] € Sy, a jsou-li parcialni derivace f;, f, spojité

na Sy, pak pro velikost normélového vektoru v bodé [z, y] € Sy, plati |7i(z,y)| = \/1 + e (@, )2 + [f) (2, y)].
f) Je-li S po ¢astech hladka plocha skladajici se z hladkych ploch S;, i = 1,...,n, pak definujeme

//S f(,y,2)dS = ; //5 w9248

kde S; jsou hladké. Opét 1ze ukazat, ze hodnota nezéavisi na konkrétnim rozkladu na hladké plochy.

Piiklad 21.2. [[4(2* +3*)dS, kde S je povrch kuzele /22 +¢? < z < 1. [Z(1+V2)]

Definice 21.3 (plosného integrélu II. druhu pfes hladkou plochu). Necht S je orientovana hladkd plocha
s parametrizaci .# = [p, 9, x] a vektorové pole f = (P,Q, R) je spojité v n&jaké prostorové oblasti obsahujici
plochu S. Ozna¢me dS = (dydz,dzdz,dzdy) (orientovany diferenciél plochy). Potom plosnyg integrdal II. druhu
definujeme jako

//Sf(x,y,z) Ld§ = i//s Flo(u, v, v, 0), x (1, 0)) - (Fa (1, 0) % £ (u, v)) dudo. (54)

uv

Poznamka. a) Motivace pro takto zavedeny integral je nasledujici. Bud 7 rovinné plocha, pfes kterou protékéa
ve sméru jejiho jednotkového normélového vektoru 7i; nestladitelna kapalina konstantni rychlosti (tj. nezévislou
na poloze i ¢ase) danou vektorem fc Potom (objemové) mnozstvi kapaliny, které protece pfes plochu 7 za
jednotku ¢asu je dano ¢islem f, - 7iyA(7), kde A(7) je obsah plochy 7. Jaky bude tok vektorového pole f pres
plochu S?7 Uvazujeme-li opét pro jednoduchost mnozinu S, jako obdélnik, ktery rozdélime na malé obdélniky
Ii; = (ui—1,u;) x (vj_1,v;), pak aproximace toku pres ¢ast plochy S;; (ta je ddna obrazem .#(I;;)) bude dana

—

tokem vektoru f(u;—1,vj_1) pfes ¢ast tetné roviny (nad obdélnikem I;;) v bodé .#(u;—1,v;_1), tj. hodnotou

— —

tu(Ui1,05-1) X ty(Uim1,vj—1)|(wi — ui—1)(v; —vj—1)
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Aproximaci celkového toku pak bude soucet pres vSechny obdélniky I;;, coz ale neni nic jiného nez integralni
soudet, ktery v limité (pro kazdou nulovou posloupnost déleni S,,,,) davé pravou stranu vzorce (xx).
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b) Pokud plochu S 1ze vyjadrit explicitné zaroven jako x = x(y, 2), [y, 2] € Sy=, resp. y = y(z, 2), [z, 2] € Sz,
resp. z = 2(x,y), [,y] € Sy, pak lze integral vyjadrit jako

/ Pdydz + Qdxdz + Rdxdy

—i// x(y,2),y, 2 dydzi/ Qz,y(x,2), 2z dxdzi/ R(z,y, z(x, 2)) dady,

yz

kde ,,+“ bereme, pokud normalovy vektor svira s kladnym smérem osy x, resp. ¥, resp. z ostry uthel a ,,—* bereme,
pokud svira tupy thel. Je-li primétem plochy do néjaké ze soutadnych roviny kiivka, klademe piislusny integral
roven nule (to odpovid4 situaci, kdy normalovy vektor je kolmy na vektor toku, tedy pfes plochu nic neprotece).

Priklad 21.4. Urcete tok kapaliny s rychlostnim polem ]? = (x,y, z) pres valcovou plochu 2% + y? = 1 mezi
rovinami z = 0 a z = 1. Plocha je orientovana tak, ze normélovy vektor sméfuje od osy z ,,pryc“. [27]

Pozndmka. Vztah mezi plosnym integralem I. a II. druhu je nésledujici. Je-li S hladka plocha potom jeji

normalovy vektor 7 = t, x t, lze normalizovat vydélenim jeho velikosti, tj. vektor @i, = t“x =~ je jednotkovy

£ XEo|
//gf.drg:i/sf.ﬁlds.

Véta 21.5 (Gaussova—Ostrogradského, Michail Vasiljevi¢ Ostrogradskij 1801-1862, kozak z Ukrajiny). Necht
M je normdlni mnoZina v R? takovd, Ze jeji hranice OM je po castech hladkd uzaviend plocha orientovand ve
sméru vnéjsi normdly a necht vektorové pole f = (P,Q, R) je spojité na M a md zde spojité parcidlni derivace

P, Q) a R,. Potom plati
JJ]| div iy 2 dodsdz = Fip2) - 0B,
M oM

a plati

kde div f := P, + Q!, + R..

Pozndmka. Platnost tvrzeni lze rozsirit i na komplikovanéjsi mnoziny nez je normélni, uplné libovolné mnoziny
to ale byt nemohou.

Priklad 21.6. Urcete tok vektorového pole fz (yz, xz, xy) pres boéni stény ¢tyfsténu s vrcholy [0, 0, 0], [2, 0, 0],

[0,1,0] a [0,0,2], které jsou orientovény tak, ze normalovy vektor sméfuje z télesa ,ven“. Vyuzijte faktu: Tok

pfes bocni stény = tok pfes povrch — tok pies podstavu. [%]

Pozndmka. Objem télesa ) lze pomoci Gaussovy—Ostrogradského véty pocitat jako

—

V(Q) = %ﬁgﬂ(x,y,z) -dS.

Véta 21.7 (Stokesova, George Gabriel Stokes 1819-1903, Ir). Necht S je hladkd plocha, kterd je spolu se svym
okrajem 0S orientovdna dle obrdzku a f je vektorové pole, které md spojité parcidlni derivace na néjaké oblasti

obsahugict plochu S. Potom plati
// rot dS = f(:c,y, z) - ds.
as

Pozndmka. Tvrzeni zustane v platnosti i v pfipadé po ¢astech hladké plochy, kterd ma neprazdny okraj.

Pf'iklad 21.8. Pomoci Stokesovy véty (po horni poloviné kulové plochy 22 + y? + 22 = r?) vypoctéte integrél
fr y3,1,2) - ds, kde T je kruznice 22 + y? = r2 (r > 0), z = 0 orientovéna tak, Ze v roviné (z,y) ,obihdme*
proti smyslu pohybu hodinovych rucicek.

Reseni. Pro rotaci zadaného vektorového pole plati

rot f = (0,0, 32%y?).

I://(0,0,3x2y2) -dS
S

Podle Stokesovy véty tedy plati
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Parametrické vyjadieni zadané ¢4sti kulové plochy je x = rcospcosd, y = rsinpcosdd, z = rsind, ¢ € (0, 2),
¥ € (0,7/2). Teéné vektory jsou dany

-

t, = (—rsingcos ¥, rcospcos,0), ty = (—rcospsind, —rsinpsind,rcos?).

Dale

—

t, X ty = (r? cos pcos® ¥, 7% sin p cos® I, 7% cos ¥ sin ) ,

27 /2
1= / (/ (0,0,3r* cos? psin? p cos® ¥) - (r? cos @ cos? ¥, r? sin @ cos? ¥, r? cos ¥ sin ) dvd) dp =
0 0

27 /2
= 3r® / cos? psin? o dyp / cos® ¥sind dv =
0 0

cost =t 27 1 27 671
t 1 1
=| dv=-% = %rﬁ/ sin? 230/ 5 dt = %7‘6/ (1 —cosdp)dy [6] = ggrﬁ[w]g’r = gmﬁ.
0—1,7/2—=0 0 0 0 0
Né&kolik operatorovych identit
Platt:
Ldivf=V-f,
2. rot f =V x f,
3. rot Vf = 0,
4. div rot f =0,
5 divVf = fil. + f,, + fl. =1 Af (Laplacetv operator, Pierre Simon de Laplace 1749-1827, Francouz).

Poznamka. Stokesovu vétu lze interpretovat také takto: je-li néjaké vektorové pole f rotaci jiného vektorového
pole, pak plosny integral [, g [+dS zavisi pouze na okraji plochy 05, nikoliv na jejim vnitiku. V takovém piipadé

je podle bodu 4. predchozich identit div f: 0 a fikdme, ze pole fje nezridlove.
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