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4. Funkce

S pojmem funkce jsme se setkali jiz v Kapitole 1F Zobrazeni. Pfipomenme zakladni pojmy.
Zobrazeni z mnoziny X do mnoziny Y je formalné podmnozina F kartézského souc¢inu X x Y
(mnozina uspotddanych dvojic [x,y], kde x € X a y € Y) spliujici vlastnost: [z, y1], [x,y2] € F
= Y1 = Y2, tj. pro kazdé x existuje nejvyse jedno y, ze [x,y] € F. Mnozina F tak jednoznacné
urcuje predpis f : z — y = f(z). Misto [z,y] € F tak piseme y = f(z). Prvku x fikdme vzor
a prvek y = f(z) je obraz prvku x v zobrazeni f.

Pokud X a Y jsou mnoziny ¢iselné, zobrazeni obvykle nazyvame funkce. Proménné x
fikdme nezavisla proménna a y je zavisla proménna.

Definiéni obor D(f) funkce f je mnozina vsech z, kterd maji svij obraz (funkéni hod-
notu) y, a obor hodnot #(f) je mnozina vsech hodnot y = f(z). Pokud dvé funkce nemaji
stejny definiéni obor, povazujeme je za ruzné, i kdyz je urcuje stejny ,predpis®. Napriklad
funkce z — 22, x € R je jind funkce nez x — 22, x € (0,00).

Daéle fekneme, ze funkce F' je rozsiteni (extenze) funkce f (a soucasné f je ziizenim
(restrikce funkce F')), pokud D(f) C D(F) a F(z) = f(x) Vo € D(f). Funkce f: X - Y a
g:Y — Z lze slozit, pokud H(f) C D(g). Slozend funkce g o f (¢ti g ,po“ f) je dand vztahem
(go f)(x) =g(f(x)). Piipomenme déle, ze funkce f: X =Y s D(f) = X je

(a)
(b) ma Y (surjektivni), pokud obor hodnot je celé Y, tj. H(f) =Y,

(¢) vzajemné jednoznacna (bijektivni), pokud f je prostd ina Y.

prosta (injektivni), pokud ruzné x davaji ruzné y = f(x), tj. ©1 # xo = f(x1) # f(x2),
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Obr. 4.1: ,Sipkové“ diagramy funkce (zobrazeni). fi je funkce X — Y, fo je funkce prostd,
f3 je funkce na Y, f; je funkce vzdjemné jednoznacnd, f5 je funkce inverzni k fy.

Jestlize funkce f : X — Y je bijektivni, potom existuje funkce g : Y — X inverzni k funkci
f, takova, ze g(y) = = prave kdyz f(x) = y. Funkci inverzni funkci f oznac¢ujeme obvykle f=1.
Plat{ také D(g) = H(f) a H(g) = D(f). Inverzni funkci f~! lze urcit také jako funkci splaujic
flof=1Ixafof! =TIy, kde Ix je identickd funkce na X, tj. Ix(z) = x pro vsechna
r € X aly(y) =y je identicka funkce na mnoziné Y.

Poznamenejme, ze pokud prosta funkce f : X — Y nenf na, tj. H(f) neni celé Y, potom
funkei inverzni 1ze definovat jen na H(f). Pokud funkce f neni prosta na celém D(f), potom
pro inverzni funkce je nutno ji omezit na podmnozinu X; mnoziny X, na které uz je prosta.

Funkci lze znazornit, tak jako zobrazeni, ,Sipkovym* diagramem, viz Obr. 4.1. Pro funkce
se ¢astéji uziva znazornéni pomoci grafu v roviné, viz Obr. 4.2.
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Obr. 4.2: Grafy funkci: fi neni funkce X — Y, f5 je prosta funkce z X do Y, f3 je funkcez X na Y,
f1 je funkce vzdjemné jednoznacnd z X na Y, f5 je graf funkce inverzni k funkci fy.

4A. ZAKLADNI POJMY

V dalsim textu pod funkci budeme rozumét funkci f : R — R s definiénim oborem D(f) C R.
Takovym funkcim fikdme realné funkce jedné realné promeénné. Jsou ustfednim pojmem
matematické analyzy, takzvaného kalkulu.

Poznamenejme, ze i kdyz f(z) znamend hodnotu funkce v bodé z, tj. jedno ¢islo, budeme
misto [ psat f(z), aby se zduraznilo, ze jde o funkci s proménnou z.

Poznamky 4.1.

(a) Funkci zaddvame tak, ze stanovime defini¢ni obor a uréime funkéni predpis. Funkéni
predpis ma obvykle tvar jednoho nebo vice explicitnich vzorcu nebo vycet, pripadné
kombinace obojiho.

(b) Neni-li stanoven defini¢ni obor, rozumi se jim vSechny prvky z R, pro néz maji vzorce
smysl.

(¢) Ve vyuce matematiky se obvykle zabyvame funkcemi zadanymi néjakym (relativné) jed-
noduchym predpisem. Nutno si ale uvédomit, ze funkci, které nelze zadnym jednoduchym
predpisem urcit, je mnohem, mnohem vic.

(d)  Funkce se zndzornuje grafem. Je to mnozina bodu {[z,y] € R* : y = f(x),2 € D(f)}.

(e) Pozor, ne kazda mnozina nebo kiivka v roviné je grafem néjaké funkce. Napiiklad para-
bola # = y? nenf grafem funkce f(x), protoze kazdému z > 0 pati{ dvé hodnoty y = /=
a y = —/x. Podobné pifmka = = 0 a kiivka 2 = sin y nejsou grafem zddné funkce f(x).

(f)  Jsou funkce, jejichz graf ,nelze” nacrtnout. Piikladem muze byt graf Dirichletovy funkce,
kterd nabyva hodnoty 1 pro raciondlni z a 0 pro iracionélni x, viz Piiklad 4.2 (d).

(g) Mame-li funkei f s definiénim oborem D(f), potom novou funkei f|; dostaneme restrikef
funkce na néjakou podmnozinu U C D(f). Novou funkci dostaneme také rozsitenim
funkce na vétsi definiéni obor. Novou funkci dostaneme také zménou hodnoty v jednom
nebo vice bodech .

sgn(z) xa(x)

T

. , A

X

Obr. 4.3: Funkce znaménka sgn(x) a charakteristickd funkce x 4(z) mnoziny A

Piiklady 4.2. Vedle tzv. elementérnich funkei, napt. mocniny f(x) = 2", exponencialni funkce
e”, logaritmické funkce log, x, goniometrickych funkei sinz, cosz, tg z, cotg z uvedme nékolik
nestandardnich funkef:
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(a) Funkce signum (znaménko) (Obr. 4.3) je urcena predpisem

—1 pro z < 0

sgn(z) =4¢ 0 proz =0 P
1 proxz > 0. | E[ff]
(b) Charakteristicka funkce y4 mnoziny A C R (Obr. 4.3) je =
1 proz € A ‘ ‘ « ‘ ;
XA(x)_{O prox ¢ A. v
(¢) Predpis z — n € N spliujici n < x < n+ 1 urCuje
funkei cela ¢ast ¢isla x, piseme [z] = n. Funkce
necela ¢ast (také zlomkova ¢ast) je urcena vzta- {z}
hem {z} = z— [z]. Defini¢cnim oborem obou funkef
je R, obor hodnot prvni jsou cela ¢isla Z, druhé -
(0,1), viz (Obr. 4.4). Plati [z] + {2} = . Obr. 4.4: Funkce celd a neceld ¢ést.

(d) Dirichletova funkce (Obr. 4.5) je uréena predpisem

D(z) 1 pro x racionalni
x) = L,
0 pro x iraciondlni .

Obr. 4.5: Dirichletova funkce D(x)

Funkce suda, licha a periodicka

Definice 4.3. (Suda a licha funkce) Rekneme, ze mnozina M C R je symetricka, pokud:
x € M prave kdyz —x € M.
Funkci f : R — R nazveme sudou, pokud
definiéni obor D(f) je symetrickd mnozina a plati f(—z) = f(z) pro kazdé x € D(f) a
funkci f : R — R nazveme lichou, pokud
definiéni obor D(f) je symetrickd mnozina a plati f(—z) = —f(z) pro kazdé z € D(f).

e o
x T N NS z|

Obr. 4.6: Funkce suda, licha a periodickd s periodou p.

Poznamky 4.4.

(a) Funkce x, 2, 1/x, sinz, tgx, cotgx jsou funkce liché, funkce 1, 2%, z?, #, cosx jsou
funkce sudé. Naproti tomu funkce e”, In x nejsou ani sudé ani liché.

(b) Soucet sudych funkei je funkce sudé a soucet lichych funkef je funkce licha. Déle soucin
dvou sudych i dvou lichych funkei je funkce suda a soucin sudé a liché funkce je funkce
lichd. Kazdou funkci f(z) definovanou na symetrické mnoziné lze rozlozit na soucet

f(z) = fi(x) + fi(x) funkee sudé fy(x) = 3[f(z)+ f(—2)] aliché fi(z) = 3[f(z) = f(~2)].
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Definice 4.5. (Periodicka funkce) Necht existuje kladné ¢islo p takové, ze
(a) definiéni obor funkce f je mnozina ,periodickd“, tj. = € D(f) < =+ p € D(f).
(b) plati f(z+p) = f(z) pro viechna x € D(f).

Potom tekneme, ze funkce f je periodicka s periodou p, zkracené funkce f je p-periodicka.

Poznamky 4.6.

(a) Goniometrické funkce sinz, cosz, tgx, cotgz jsou funkce periodické. Nejmensi periodou
prvnich dvou funkci je p = 27, periodou jsou vsak i nasobky 27. Nejmensi periodou funkci
tgx a cotgx je p = w. Také funkce neceld ¢ast {x} je periodickd s (nejmensi) periodou
p = 1. Funkce celd ¢ést [z] periodicka neni.

(b) Ma-li funkce periodu p, periodou jsou i nasobky kp, k& € N. Obvykle za periodu bereme
nejmensi kladné p splaujici f(x + p) = f(z). Tuto podminku vsak spliuje i konstantni
funkce pro libovolné p > 0, a nejmensi periodu tudiz nem&. Nékteii autoii proto funkce,
které nemaji nejmensi periodu, za periodické nepovazuji.

(¢) Zajimavé je i Dirichletova funkce. Pro ni je podminka f(z + p) = f(x) splnéna pro kazdé
kladné racionalni p. Tato funkce tudiz také nema nejmensi periodu a néktefi autoii ji proto
za periodickou nepovazuji.

Funkce omezena, rostouci a klesajici

Definice 4.7. (Omezené funkce) Bud f funkce a M C D(f). Rekneme, Ze funkce f je

(a) zdola omezenad na M, jestlize existuje K € R takové, ze pro véechna z € M je f(z) > K.
(b) shora omezend na M, jestlize existuje L € R takové, ze pro vsechna z € M je f(z) < L.
(c) omezend na M, je-li na M soucasné zdola omezend i shora omezena.
)

(d) neomezena na M, neni-li na M omezend zdola nebo shora.

Poznamky 4.8.
) Misto slova omezené a neomezené se také casto iikd ohrani¢ené a neohranicené.

2

(b) Funkce e” je omezena zdola na celém R. Funkce 1/x je omezend shora na (—o0,0) a
omezend zdola na (0, 00). Funkce sin z, cos z jsou omezené, tgz i cotg x jsou neomezené
na celém svém definicnim oboru.

Definice 4.9. (Funkce rostouci a klesajici) Bud f funkce a I C D(f) interval. Rekneme,
ze funkce f je

(a) rostoucina I, jestlize pro kazdé x1,x € I plati 21 < xo = f(21) < f(x2),
(b) neklesajici na I, jestlize pro kazdé z1,z5 € I plati x; < 29 = f(z1) < f(29),
(c) klesajici na I, jestlize pro kazdé x1,z5 € I plati x; < z9 = f(x1) > f(x2),
(d) mnerostouci na I, jestlize pro kazdé x1, 29 € I plati z; < 29 = f(x1) > f(22),
(e) konstantni na I, jestlize pro kazdé x1,z, € I plati f(x1) = f(z2),

(f) monoténni na I, jestlize je neklesajici na I nebo nerostouci na I.

(g) ryze monoténni na I, jestlize je rostouci na I nebo klesajici na I.
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Poznamky 4.10.
(a) Na intervalu I je kazda rostouci funkce také ne-

klesajici a kazdé klesajici funkce je i nerostouci. f(z)
Je-li funkce nerostouci a soucasné neklesajici, je f(x2) flz) < f(@2)
konstantni.
(b)  Je-li funkce rostouci (neklesajici, klesajici, neros- f(z1)
touci, konstantni) na prekryvajicich se intervalech ] < X9
Iy a Iy (I;N 1y # (), potom je takova i na sjedno- a I Z9 bz
ceni intervalu I; U I5. Obr. 4.7: K definici funkce rostouci.
Y
f(x)
| L | I Iy Iy I5 T

Obr. 4.8: Funkce f(z) je rostouci na intervalu I, neklesajici na I, klesajici na I3,
konstantni na I; a nerostouci na I5.

Funkce konvexni a konkavni

Déle zkouméme, zda je funkce konvexni nebo konkavni. Rozhodujici pritom je, zda spojnice
dvou bodu grafu lezi nad nebo pod grafem funkce.

K tomu potfebujeme popsat souradnice bodu na
usecce s krajnimi body Py = [zo, ] a P1 = [x1, 1] P
Pro t € (0,1) polozme .

z(t)=(1—tro+tz, yt)=1—tyo+ty 0 , Py e
i) r1 X
a oznatme P = [z(t),y(t)]. Zfejmé pro t = 0 Obr. 4.9: Popis bodu tsecky.
dostavame bod Py, pro ¢ = 1 bod P, bod Py je
stied tsecky PyP;. Body P, pro t € (0, 1) tvoii celou
otevienou tusecku.

Vyjadreni vyuzijeme pii definici konvexni funkce.
Bod tsecky s koncovymi body [z, f(xo)] a [z1, f(x1)]
se soufadnici z = z(t) md piislusnou y-novou y(t) AN
soufadnici danou y(t) = (1 — t)f(xo) + ¢ f(x1). Tuto  f(z(?))
hodnotu budeme v definici porovnavat s hodnotou a x w1 b
f(z(t)): Obr. 4.10: K definici funkce konvexni.

Definice 4.11. (Funkce konvexni a konkdvni) Bud f funkce a I C D(f) interval.
Rekneme, ze funkce f je

(a) konvexnina I, jestlize pro vSechna xg,z; € I a vSechna t € (0,1) plati

FI=t)xo +txr) < (1 —=1)f(w0) + 1 (21),

(b) ryze konvexni na I, jestlize pro v8echna xg, 1 € I, xy # x1 a vSechna t € (0, 1) plati

FIA =)o + 1) < (1 =1)f(wo) + (1),

Studijn{ text UM FSI VUT v Brné 5



4. Funkce 4A. Zékladni pojmy

(c) konkavnina I, jestlize pro vSechna xg,z1 € I a vSechna t € (0,1) plati
f((A=t)zo +tz1) > (1 —1t)f(w0) + tf(71),
(d) ryze konkavni na I, jestlize pro vSechna zg,z, € I, 2y # 1 a v8echna t € (0, 1) plati

F((1—t)xo +txy) > (1 —1t) f(xg) +tf(x1).

(e) Bod x = a nazveme inflexnim bodem funkce f(z), jestlize v levém okoli bodu a je
funkce f(z) konvexni a v pravém okoli konkavni, nebo naopak.

N / N

Obr. 4.11: Funkce f; je konvexni, fo je konkdvni a bod z* je inflexnim bodem funkce fs.

Priklady 4.12.

(a) Funkce e” a sudé mocniny 2%, 2, ... jsou ryze konvexn{ na celém R, logaritmicka funkce

Inz je ryze konkdvni na (0,00). Odmocniny /z, /z, /x,... jsou ryze konkdvni na
(0, 00).

(b)  Liché mocniny z3, x
maji inflexni bod.

® ... jsouryze konvexni na (0, 00) a ryze konkdvni na (—oo,0), v nule

¢ unkce sinx je ryze konkavni na intervalec , + 1)) a konvexni na intervalec
Funkce si j konkavni ' lech (2km, (2k + 1 k { ' lech
— 1)m, 2km € Z). V x = km jsou inflexni body.
2k — 1)m, 2k keZ).V kT ] inflexni bod

(d) Funkce arctgz je konvexni na (—oo,0), konkdvni na (0,00) a z = 0 je inflexni bod.

Poznamky 4.13.

(a) Je-li funkce ryze konvexni, je také konvexni a podobné ryze konkavni je konkavni. Funkce,
ktera je soucasné konvexni i konkavni na intervalu I, je na tomto intervalu linearni, tj.
tvaru f(z) = ax + b, a jejim grafem je tsecka.

(b) Necht v bodé grafu funkce existuje tecna ke grafu funkce. Potom:

e je-li funkce ryze konvexni, tato tecna je pod grafem funkce,
e je-li funkce ryze konkavni, tato teéna je nad grafem funkce,
e je-li bod inflexni, tato tecna je na jedné strané bodu pod grafem, na druhé nad grafem.

(c) Predchozi vlastnosti nejsou vhodné pro definici konvexni a konkdvni funkce. Museli
bychom nejprve definovat, co je to tecna ke grafu funkce. Také by definice nezahrno-
vala pripady, kdy graf funkce v uvazovaném bodé tecnu nema4.
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Funkce algebraické a transcendentni

I kdyz néazvoslovi neni zcela jednotné, tzv. analytické funkce délime nasledovné:

Definice 4.14. (Funkce algebraické a transcendentni)
Funkci y = f(z) nazveme algebraickou, jestlize je ur¢ena rovnici P(z,y) = 0, kde P(z,y)
je polynom v proménnych z,y. Algebraické funkce délime na podskupiny:

(a) raciondlni funkce celistvé zvané polynomy, ¢esky mnohocleny. Jsou to funkce
y = Q(z), kde Q(x) je polynom proménné x.

(b) raciondlni funkce lomené, zkricené raciondlni funkce nebo lomené funkce. Jsou
to funkce, které vzniknou podilem dvou polynomu Q(z) a R(x), pticemz R(x) # 0.

(¢) 1iraciondlni funkce — ostatni algebraické funkce, které nelze vyjadrit jako podil dvou
polynomu.

Analytické funkce, které nejsou algebraické, nazyvame transcendentni.
Mezi tzv. nizsi transcendentni funkce radime elementarni funkce: mocniny s iracionalnim

exponentem, exponencialni a logaritmické funkce, funkce goniometrické, cyklometrické, hy-
perbolické atd.

Mezi tzv. vyssi transcendentni funkce fadime naptiklad funkce definované pomoci integralu,
napifklad y = [ et dt a dalsf.

Poznamky 4.15.

(a) Polynom v proménnych x,y je linedrni kombinace mocnin z° 47, tj. soucet koneé¢né mnoha
nasobku ¢clenu z'y’, kde i,j € Ng = {0,1,2,3, ...}, naptiklad funkce

_ .3 2 2 3 2
P(r,y) =2" =227y —3zy" + 32 —mxy+2—4y— T
(b) Polynom k-tého stupnevpromennexlze zapsat Q(z) = ap 2* +ap_ 12" 1+ +ax+ag,

kde a; € R, napifklad z° + 3z — 5. Polynom Q(z) pati{ mezi algebralcke funkce, v tomto
ptipadé v rovnici P(z,y) = 0 je polynom P(z,y) = Q(z) —

(c) Piikladem raciondlni lomené funkce je funkce

Qx)  22°+a%—2r+3
R(x) at—Ba2—7max+2

V tomto pripadé je polynom P(z,y) = Q(z) — R(zx) - y.

fz) =

(d) Tracionalni funkce jsou urcéeny polynomem P(x,y), ktery obsahuje alesponi druhou moc-
ninu proménné y, naptiklad P(x,y) = x*>+y*—4 = 0. Pokud existuje explicitni vyjddieni
funkce ve tvaru y = f(x), potom obsahuje odmocniny, napiiklad y = /4 — 2.

(e) Predchozi definice se tyka jenom tzv. analytickych funkei, s jejich pfesnou definici se
setkame v kurzu Matematika 3: jsou to spojité funkce, které maji derivace vSech radu a
v okoli kazdého bodu piislusna Taylorova rada konverguje k dané funkci. Mezi analytické
funkce nepatii napiiklad funkce znaménka sgn(z), absolutni hodnoty |z| v okoli nuly,
funkce cela [z] i neceld ¢ast {z}. Ani Dirichletova funkce D(z) neni analyticka, i kdyz
spliuje rovnici y(y — 1) = 0.
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Posloupnosti

Zobrazeni (funkce) definované na mnoziné prirozenych ¢isel N se nazyvaji posloupnosti.
Misto a(n) piseme {a,} a myslime tim uspofddanou nekone¢nou mnozinu {a,as,as, ...},
kterou zapisujeme zkracené {a,}>2; nebo jenom {a,}. Nékdy je vhodné zac¢inat posloupnost
nultym ¢lenem, tj. {ag, a1, as, as, ... }, potom je definicnim oborem mnozina Ny = N U {0}.

Jaky je rozdil mezi posloupnosti a mnozinou? V mnoziné nezdlezi na potradi uvedenych
prvku, kazdy prvek je v mnoziné jen jednou (pokud je ndhodou zapsan vicekrat, je povazovan
za jeden). Naproti tomu v posloupnosti zalezi na poradi prvku, prvky se mohou opakovat:
napiiklad v konstantni posloupnosti se jeden prvek stale opakuje.

Rada pojmiu definovanych pro funkce lze pfirozené prevést také posloupnosti. Napiiklad
posloupnost {a,}°, je neklesajici, jestlize a,,+1 > @, pro vSechna n € N. Podobné se zavadi
pojem rostouci, klesajici, nerostouci, omezené (ohrani¢ené) posloupnosti.

U posloupnosti je dulezitym pojmem jeji limita, budeme ji vénovat v ¢asti 5.

Piiklady 4.16. Nékolik konkrétnich posloupnosti

(a) Posloupnost konstantni je posloupnost {a,a,a,a,a,...,a,...}, kde a € R.

(b) Posloupnost aritmeticka s diferenci d a poc¢étecnim ¢lenem ag = a je posloupnost defi-
novand rekurentné a, ., = a, + d, neboli a, =ag+n-d. Proag =3 ad=2je

{a,a+d,a+2d,a+3d,a+4d,a+5d,...} ={3,5,7,9,11,13,... }.

Pro d > 0 je posloupnost rostouci a neomezena (roste do nekone¢na), pro d < 0 je
klesajici do —oo a pro d = 0 je konstantni.

(c) Posloupnost geometricka s pocatecnim ¢lenem ay = a a kvocientem ¢ je definovand
rekurentné a,, .1 = a, - ¢, neboli a, = ag - ¢" = a - ¢". Naptiklad pro ap =3 a ¢ =2 je

{a,aq,aq?, aq¢’, aq*, aq’,...} = {3,6,12,24,48,96,...}.

Necht naptiklad a > 0. Potom podle hodnoty ¢ rozlisujeme pét piipadis:

qg>1 — posloupnost roste do nekonecna,
g=1 — posloupnost je konstantni,

0<qg<1 — posloupnost klesa k nule,

—-1<q¢g<0 — cleny a, ,skacou“ kolem nuly a blizi se k ni,
g=—-1 — posloupnost ,osciluje*: {a, —a,a, —a,a,...} a
q<—1 — posloupnost diverguje, ,rozbihd se“ do £oo.

Pro a < 0 je situace analogicka.

Studijni text UM FSI VUT v Brné 8
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4B. ELEMENTARNI FUNKCE

V dalsim se budeme vénovat funkcim, které nazyvame elementarni. Jsou to zejména funkce:

(a) exponencidlni a logaritmické;
(b) obecné mocninné;
)

(c

(d) hyperbolické a hyperbolometrické.

goniometrické a cyklometrické;

Exponencialni funkce

Funkee typu a”, kde zdklad a je pevné kladné ¢islo ruzné od jednicky, tj. a € (0,1)U(1, ), a
exponent x je proménnd, nazyvame exponencialni funkce. Tyto funkce jsou pfirozené definované
pro prirozena ¢isla x € N: a” je soucin x cisel a. Jeji zdkladni vlastnosti je rovnost

a*t =a%-a¥.

70 — g% . a" plyne a® = 1 a ze vztahu a® - a™® = a*® = a° = 1 plyne

7, rovnosti a¢* = a
—x x < : 1 l-q 1 i e

a™® = 1/a*. Déle z rovnosti (a7)? = a+? = a' = a pro ¢ € N plyne a« = a. Diky tomu

muzeme rozsitit funkei a® na vSechna raciondlni éisla z = . vztahem

P

aE:q

ar . (%)
Pro iracionalni x je funkce definovéna jako limita (pojem definujeme pozdéji) a™ hodnot funkce
v racionalnich ¢isel r; blizicich se k iraciondlnimu x. Piipad zdkladu a = 1 se nepovazuje za
exponencialni funkei, protoze 1¥ =1 je konstantni funkce.

Definice 4.17. (Exponencidlni funkce) Bud a kladné realné ¢islo ruzné od 1. Potom
funkei f(z) = a” s definiécnim oborem R, a oborem hodnot (0, 00), ktera vznikne rozsitenim
funkce (*) z raciondlnich na redlnd ¢isla, nazveme exponencialni funkef se zédkladem a.

V matematice se uziva zejména tzv. prirozend exponencialni funkce e* se zdkladem a = e,
kde e je Eulerova konstanta, e = 2.7182 818. Misto e” se pise také exp(z).

Poznamka. Eulerovu konstantu Ize definovat jako limitu

) \"
e = lim (1 + —) .
n—o00 n

S funkci e” se jesté mnohokrat setkame. V aplikacich se uzivaji také exponencialni funkce se
zakladem a = 2, a = 3, a = 10.

Véta 4.18. Funkce a” je pro kazdé kladné a # 1 omezend zdola a neomezena shora.
Pro a > 1 je rostouci a pro 0 < a < 1 klesajici na celém R.

V obou pripadech je funkce na celém R ryze konvexni.

Vyznamné hodnoty funkce jsou @’ =1, a! =a aa™t = 1/a.

Z pravidel pro poéitdni s exponencidlni funkef uvedme

a @
C o @r=av. =@ @A0).

X
a®V =a" - a¥ a® Y =

9
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4. Funkce 4B. Elementarni funkce

2 1 Yy
(3)° (2)°
o1
9
~1 1 | | | T
Obr. 4.12: Exponenciédlni funkce a” pro a = % a= %, a= % a =2 a a=e. VSimnéte si

) )
zrcadlové symetrie grafii funkef 27 a (3)® =272, (3)% a %)x = (2)77, obecné a” a (1)* = a2,

Logaritmické funkce

Exponencidlni funkce a* jsou pro zdklad a € (0, 1) klesajici a pro a € (1, 00) rostouci, tedy
v obou piipadech funkce prosté. Existuji proto funkce inverzni, které se nazyvaji logaritmické.
Graf logaritmické funkce y = log, z je zrcadlové symetricky podle osy y = = ke grafu funkce
y = a”, specidlné prirozeny logaritmus y = In x je zrcadlové symetricky ke grafu funkce y = e”.

Definice 4.19. (Logaritmické funkce) Necht a € R, a > 0,a # 1. Inverzn{ funkce k funkci
f(z) = a® se nazyva logaritmicka funkce o zakladu a. Znadi se f(x) = log,(x) nebo bez
zavorek jen log, z. Jsou definovany na (0,00) s oborem hodnot (—oo,00) a plati

log,x =y — T =aY.

Prirozeny logaritmus je logaritmus se zédkladem a = e. Znac¢ime ho Inz = log, z.
Uziva se také dekadicky logaritmus se zdkladem a = 10, ktery se ¢asto piSe bez zakladu:
log z = log,, x. Je to funkce inverzni k funkci 10.

Vlastnosti logaritmické funkce shrneme v tvrzent:

Véta 4.20. Necht a € (0,1) U (1, 00).

Logaritmické funkce f(x) = log, x jsou definovany jen pro kladna cisla z.

Pro a > 1 jsou to funkce rostouci a ryze konkavni ,jdouci“ od —oo do oo.
Pro 0 < a < 1 jsou to funkce klesajici a ryze konvexni ,jdouci* od oo do —oo.
Vyznamné hodnoty jsou log, 1 =0, log,a =1 a log,() = —1.

Z pravidel pro pocitdni s logaritmickymi funkcemi uved me:

log,(xy) = log, z + log, v, loga(i) =log, z —log, v,
log,(2?) =p-log,z,  log,(Vx) = log, .

Pravidla dostaneme z definice logaritmu a vlastnosti exponencialni funkce. Prvni tvrzeni
plyne z rovnosti e™@) = xy = e® ey = M@y Rovnost eM@/Y) = g /y = en? /ey = elnz—Iny
dava druhé tvrzeni. Tret{ plyne z rovnosti (@) = 2P = (e"®)P = ePIn* Posledni tvrzeni je
diisledkem rovnosti eV = ¢/z = /P = (el®)l/p = el/plne
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Exponencidlni a logaritmické funkce s ruznymi zéklady lze navzajem prevadét.

Véta 4.21. Bud a,b € (0,1) U (1,00). Potom plati a® =e*!"®  p* = (¢*)a, Yz €R a
| | Ina dlns 1 | Inx | Inx Vi > 0
og,r =log,x —, specidlné logx =log v = —— 0g, T = x .
gb ga ln b I p g gl(] h’l 10 ? ga hl a ?
Naznaéme odvozeni uvedenych vzorcli. Z rovnosti a = e plyne a® = (e"?)* = e¥lne,

Diikaz druhého vzorce: b* = e®nb = egzlnalnb/lna —_ (qenaynb/lna _ (gzynb/lna Ciglo 2 > 0 lze

napsat jako x = @'°8® = (el9)l08a® = elnalosa® 5 také jako x = bloBr® = P18 Poroynan{

exponentu davéa Ina - log, z = Inb - log, x, odkud plyne tfeti vzorec, dalsi jsou jeho dusledky.

Yy
1
NY 2 ‘ ‘
0 ¢ 10 E
1
log: x
=
logz x
3
Obr. 4.13: Logaritmické funkce log, x pro a = %, a= %, a= %, a = 2. Funkce In x je inverzni k e”.

Funkce Inx a e® jsou navzijem zrcadlové symetrické podle osy y = x, stejné navzijem symetrické
jsou 1 funkce log, x a a”. Vsimnéte si také zrcadlové symetrie podle osy x funkef log, = a log; /, 2.

Obecné mocninné funkce

V exponencidlnich funkcich byl zaklad pevny a exponent proménnd, u mocninnych funkei

je to naopak: exponent p je pevny, proménnou x je zaklad. Mocninné funkce jsou ptirozené
definovany pro exponenty p = 0,1,2,3,4,... na celém R, pro zaporné celé exponenty na celém
R kromé z = 0. Obecné jsou hodnoty z? definovdny pro x € RT = (0, 00) vztahem 2P = eP!n®,

Definice 4.22. (Obecna mocninna funkce) Necht p € R. Funkce f(x) = 2” je definovans
vztahem 27 = e’ pro vechna kladna ¢isla z € RT = (0, 00).

Pro p > 0 lze polozit 07 = 0. V pripadé celych exponentu p € 7Z lze funkci rozsitit pro
x € R\ {0}, pokud navic p € N, funkce z” je definovana na celém R.
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4. Funkce 4B. Elementarni funkce

Uved'me grafy nékolika mocninnych funkef na intervalu (0, 00). Funkce 2° = 1, 2!, 22, 23
jsou definované na celém R, funkce 2%, 272,273, ... jsou definované na R kromé nuly.

PRI

Yl 2

1

0 1 + + + + + + -
Obr. 4.14: Mocninné funkce z? prop=—1,p =0, p = %, p =1 ap=2 na intervalu (0, 00).

Véta 4.23. (Vlastnosti obecnych mocninnych funkci)

Necht p € R. Obecnd mocninnd funkce f(z) = 2P ma pro x € (0, 00) vlastnosti:

(a) je rostouci v pitipadé exponentu p > 0 a klesajici v piipadé p < 0,

(b) funkce je ryze konvexni pro p > 1 a pro p <0, pro 0 < p < 1 je ryze konkdvni.

(c) Plati P p
(zy)? = 2P - oP Ty _ 2%
Ty -y,

y)
(d) V obecném piipadé p € R a p # 0 funkce aP zobrazi interval (0, co) na celé (0, co).

Goniometrické funkce

Na zékladni a stfedni skole byly goniometrické funkce defi-
novany pro thel « pravothlého trojiuhelnika AABC' s ihlem « pii

B
vrcholu A, pravym thlem pf#i vrcholu C, odvésnami BC' délky a,
AC délky b a preponou AB délky ¢, (viz obr. 4.15) jako: c a
(a) sina =% tj. pomér (délky) protilehlé odvésny ku preponé, /
(b) cosa = % tj. pomeér piilehlé odvésny ku preponé, A b C

Obr. 4.15: Oznaceni

)
)
(c; tga = § tj. pomér protilehlé odvésny ku prilehlé odvésné a trojihelnfka AABC.

cotgav = 3 tj. pomér prilehlé odvésny ku protilehlé odvésné.
Pro tiplnost uved'me, Ze zbyvajici pomér stran ¢ : b definuje funkci sekans: seca = 1/ cos a
a pomér ¢ : a funkci kosekans: coseca = 1/sina. Tyto funkce se vsak pouzivaji jen velmi
ziidka. Nejsou omezené a nejsou definovany pro hodnoty «, kdy sina = 0 nebo cos a = 0.
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Goniometrické funkce rozsiifime z ostrého tihlu na libovolny thel. Budeme uvazovat orien-
tovany thel s vrcholem v pocatku, jehoz prvni (pocatecni) rameno sméfuje od poc¢atku vpravo.
Velikost uhlu budeme métit v radianech, tj. pomoci délky orientovaného oblouku na jednot-
kové kruznici, ktery za¢ind na poc¢atecnim rameni a konc¢i na koncovém rameni. Pokud je tento
oblouk orientovan v kladném smeéru, tj. proti sméru pohybu hodinovych rucicek, bereme tihel
kladny, v opacném piipadé zaporny. Vyznam orientovaného tihlu uz neni plocha mezi rameny
uhlu, ale otacivy pohyb, kterym se pocatecni rameno premisti na koncové rameno.

Protoze délka jednotkové kruznice je 27, orientované uhly x, x+27, o —2n, v +4n, x —4x, . ..
maji stejna ramena.

Protoze 180° je 7 radianu, prepocet velikosti ihlu v radidnech na stupné a obracené je:

180
x [radidnu] = x - — [stupnu] a obracené x [stupnu] = x - % [radidnu] .
T

Pamatujte si prevod ostrych ihlu v prvnim kvadrantu a nasobku pravého thlu:

Stupné | 0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 180° | 270° | 360° | 540° | 720°
Radigny | 0 '

T %ﬂ' %ﬂ' s 3o 21 3 47

T 2

1 1
6 4

Definice 4.24. (Goniometrické funkce). Bud k jednotkova kruznice se stredem v pocatku
H

O = [0,0] a orientovany thel s poc¢ateénim ramenem OA sméfujicim vpravo a koncovym
ramenem O—é , pricemz body A = [1,0] a B jsou pruseciky ramen s kruznici k.

Potom délka orientovaného oblouku AB uréuje velikost thlu z,

,svisla® souradnice bodu B je hodnota sin x funkce sinus,

,vodorovna“ souradnice B je hodnota cos z funkce kosinus, tj. B = [cos z, sin x].

Funkce tangens a kotangens jsou definovany jako podily

sin COS T
tgx = , cotgxr = — .
COS T sin
\>
1
D
p
y tgx
sin x B, c
b
A 5
-1 [0 cosx |1 cotg x Yy
p ~1

Obr. 4.16: K definici goniometrickych funkei sin x, cosz, tgx, cotgx.
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Poznamky 4.25.

(a)

Pii psani argumentu goniometrickych funkci se casto zavorky vynechavaji, napf. misto
sin(z) se piSe jenom sinz, také misto sin(2x) se piSe sin 2x a misto sin (%) se pise jenom
sin 2. Mocniny se pis{ pied argument sin*z nebo sin®(z) misto tézkopadného (sin(z))?, bez

zavorek sin z? totiz znamend sin(z?).

Na obrazku jsou vidét také hodnoty funkci tangens a kotangens. Protoze x oznacuje veli-
kost iihlu (métreného délkou orientovaného oblouku na kruznici k), oznaé¢me ,,vodorovnou*
soutfadnicovou osu ¥y a ,svislou“ soutradnicovou osu z. Koncové rameno thlu ,,prodlouzime*
na piimku p a obrazek doplnime ,svislou® ptimkou y = 1 a ,,vodorovnou“ piimkou z = 1.
Potom funkce tgx je ,svisla“ soutadnice pruseciku C' ptimky p a ptimky y = 1, a cotgx
je ,vodorovna“ soutadnice pruseciku D piimky p a ,,vodorovné“ piimky z = 1.

7. definice a obrazku je také vidét, ze funkce sinz a coszx jsou definovany pro vsechny
hodnoty thlu x € R.

Z definice tgx = sinz/ cosx plyne, ze funkce tgx neni definovana pro z = %7? + km, kdy
cos z = 0. Pro tyto hodnoty = na obrazku primka p neprotina primku y = 1. Také z definice
cotgx = cosx/sinx plyne, ze funkce cotgx neni definovana pro = = km, kdy sinz = 0.
Pro tyto hodnoty ptimka p neprotina primku z = 1.

Z obrazku lze dale usoudit, Ze zatimco funkce sin a cos maji (nejmensi) periodu 27, funkce
tg a cotg maji (nejmensi) periodu poloviéni, tj. 7.

Protoze délka OB je rovna jedné, z Pythagorovy véty plyne rovnost sin®  + cos?z = 1.

y
1 COsS T
0 T T 17r T 2 4 3 2 6
5§ 1 3 3 T E3 2 x
sin
-1

Obr. 4.17: Grafy funkei sinz a cosx na zakladni periodé (0, 27).
Zapamatujte si vybrané hodnoty funkci v prvnim kvadrantu a znaménka v dalsich kvadran-

tech. Jako mnemotechnickd pomucka pro hodnoty funkce sinus pro x = 0,7/6,7/4,7/3,7/2
slouzi rada: %\/6, % 1, % 2, L3 % 4 a v opacném poradi pro kosinus.

) 9 )

x 0 | g7 (30°) | g7 (45°) | 3w (60°) | 5m (90°) || (0,%) | (5. 7) | (x. ) | (F,27)
sin 0 : ‘/75 \/75 1 + A+ N =N -
cosz | 1 | ¥ 7 ; 0 [+ N|=N |-+
tg x 0 3 1 V3 Joo |+ /A= A+ A =
cotg x || oo\ V3 1 */?g 0 + N N T N N\

Zékladni vlastnosti goniometrickych funkci shrneme ve véte:
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Véta 4.26. (Vlastnosti goniometrickych funkci)

Defini¢éni obory: D(sinz) = (—o00,00), D(cosz) = (—00,00),
D(tg) = Upep (=5 + km, 5+ kn), D(cotg) = Uyey(km, km + ).
Obory hodnot: H(sinz) = H(cosz) = (—1,1), H(tgx) = H(cotgz) = (—00, 00).
Funkce sin x, tgz a cotgx jsou liché, funkce cos x je suda.
Funkce sin z a cos x maji periodu 27: sin(x + 27) = sinx, cos(z + 27) = cosz
a funkce tgz a cotg x maji periodu 7: tg (x + 7) = tgx, cotg(x + m) = cotg .

Funkce sinx je rostouci na intervalech (—7% + 2kw, T + 2k) a klesajici na intervalech
(3 +2km, 3% + 2km). Funkce cos z je rostouci na intervalech (— + 2k, 2km) a klesajici
na intervalech (2km, 7+ 2km). Funkce tg x je rostouci na intervalech (=% + km, § 4 km)
a funkce cotg x je klesajici na intervalech (km, 7 + k).

Funkce sin x je konvexni na intervalech (—m +2km, 2k7) a konkdvni na (2k7, 7+ 2km),
inflexn{ body jsou km. Funkce cosz je konvexn{ na intervalech (% + 2k, 3% + 2k)
a konkavni na (—% + 2k, § + 2km), inflexni body jsou § + k.

Funkee tg z je konvexni na intervalech (km, Z+k7) a konkavni na (—Z+kn, k), inflexni
body jsou k7. Funkce cotg x je konvexni na (km, 5 + k) a konkdvni na (—7 + km, k),
inflexni body jsou 7 + k.

ol

Y tgx y |cotgx

5~

w3y

ol

E]
[\]

oy
NN
at

3

ol
ESE
ol
NE
ol
NE
Wl

ok
w

S
5

1-2 —21

Obr. 4.18: Definicni obor a graf funkci na zédkladnich periodach: tgz na (-3, %) a cotgx na (0, 7).
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Véta 4.27. (Uzite¢né vzorce pro goniometrické funkce)

(a) Vztahy mezi funkcemi: cosx =sin(z +3), cosz =sin(§ — 1),
sinz = cos(§ —x), cotgx=tg(5—x), tgz=cotg(]—x).
(b) Zakladni rovnosti: sin®x +cos’z =1, tgx-cotgr = 1.
(c) Vzorce pro soucet argumentu pro sinz a cos x:
sin(z £ y) =sinzcosy £ cosz siny, cos(x +y) = cosx cosy Fsinx siny.
(d) Dusledkem jsou vzorce pro dvojndsobny argument:

2

sin(2x) = 2sinx cosw,  cos(2z) = cos’z —sin®z = 2cos’xr — 1 =1 — 2sin’z.

(e) Pro integrovani mocnin funkei sinus a kosinus budou pozdéji uziteéné vztahy,
které snadno plynou z predchozich vzorcu:

sin(z) = 1 (1 — cos(22)), cos?(z) = 3 (1 4 cos(2z)).

(f) Pfi odvozovani derivace vyuzijeme vzorec pro soucet a rozdil hodnot sinus a kosinus,
které lze odvodit z predchozich vzorcu pro soucet argumentu

. . . u+v u—v . . u+v . uU—v
sinu + sinv = 2sin - COS , sinu —sinv = 2cos - sin )
2 2 2 2
U+ v uU—v L utv . u—vw
cosu + cosv = 2 cos 5 - COS 7 COSU — Cosv = —2sin 5 - sin 5

Pro srovnani uvedeme jesté grafy vsech goniometrickych funkei na vétsim intervalu:

Y
9l cotgx tgx
51
coS T
3 _ _|r 3 5
_77r‘ u "0 g T p o,/ 7“ 3 N7 Ar
—27 1/10 1 T
sinx
-3

Obr. 4.19: Grafy funkei sinz, cosz, tgz a cotg x na intervalu (—2, 47).
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Cyklometrické funkce

Cyklometrické funkce jsou funkce inverzni k funkcim goniometrickym. Protoze goniomet-
rické funkce jsou periodické, nejsou prosté. Proto ve vSech pripadech musime zizit defini¢ni obor
puvodni goniometrické funkce na interval, ve kterém je prosta. Z moznych intervali vybirdme

ten interval, ktery je nejblize k nule a obsahuje kladné cisla:

(a
(b

sinz je prostd z (—7, %) na (—1,1), inverzni funkci znacime arcsin z,
m

cosz je prosta z (0

) na (—1, 1), inverzni funkci zna¢ime arccos x,
s

3

)
)

(c) tgw je prostd z (—7%, %) na (—oo,00), inverzni funkci znac¢ime arctg z,
) ) na

(d) cotgx je prostd z (0,7 (—00, 00), inverzni funkci znaéime arccotg x.

Definice 4.28. (Cyklometrické funkce) Inverzni funkce ke goniometrickym funkcim jsou
definovany nésledovné:
1

(a) Funkce arkussinus je inverzni k funkci sinus na (-3, %W>, tj. pro x € (—1,1) plati

arcsinz =y, pokud siny=zaye€ <—%7r, %w)

(b) Funkce arkuskosinus je inverzni k funkei kosinus na (0, 7), tj. pro € (—1,1) plat{
arccosz =y, pokud cosy==xz a ye€ (0,m).

(¢) Funkce arkustangens je inverznf k funkei tangens na (—3m, %7?), tj. pro x € R plati

arctgxr =y, pokud tgy=x a ye(—%w,%w).

(d) Funkce arkuskotangens je inverzni k funkeci kotangens na (0, ), tj. pro z € R plati

arccotgz =y, pokud cotgy =z a y € (0,7).

Y
arccos T
™
3,,
y .
T arcsin x
2 /
/
s
) 7 sinx 21
%
.
/
s
2 -1
T
0 1 5
7,
7, .
// -1 -1 3 T
/
/
// —y
y=x 2 CcOS T
-1

Obr. 4.20: Grafy funkce arcsin « inverzni k sinz a funkce arccos x inverzni k cos x.
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Vybrané hodnoty cyklometrickych funkei (lze vyéist z hodnot goniometrickych funkei):

V3 | _v2 | _1 1| v2 | V3 _
xr —1 2 2100132 ]% > | 1] (=L
: T T T s s s s
arcsin xr -3 -3 — ~% 0 6 1 3 b) /‘
5T 3T 27 T s T T
arccosx m a 1 3 b) 3 2 6 0 \J
x —0o | V3| ~1 —‘/730‘/?51\/300(—00,00)
s T s T T T T T
arctgr | =5 | =5 | =% —6 |0 § 1|5 |3 /
51 3T 2r s s T T
arccotg:z: m &6 e 3 b 3 1 % 0 \‘
Y T
arccotg x 31 tgx Y=z
/
/
/
2 ,
/
24 /
/
/
s
2 v arctg x
/
/
L+ /
T
1 2,
7 4
-3 -2 —1 0 1 2 3
4
_r
4
7’ —1:
/
/
/ _T
/ / 2 cotg x

Obr. 4.21: Graf funkce arctg x inverzni k tgx a graf funkce arccotgx inverzni k cotgx.
Vsimnéte si zrcadlové symetrie funkce a inverzni funkce podle osy y = x.

()

Véta 4.29. (Vlastnosti cyklometrickych funkci)

Definiénim oborem funkei arcsinz a arccos z je uzavieny interval (—1, 1)
a definicnim oborem funkeci arctg z a arccotg x jsou vSechna redlnd ¢isla (—oo, 00).

Oborem hodnot cyklometrickych funkci jsou intervaly:

H(arcsin) = (—%,2), H(arccos) = (0, ), H(arctg) = (—3,%), H(arccotg) = (0, ).

Funkce arcsin z a arctg z jsou rostouci, funkce arccos x a arccotg x klesajici.

Funkce arcsinz a arccotg x jsou konkavni pro x < 0 a konvexni pro x > 0,
funkce arccos x a arctg x jsou konvexni pro x < 0 a konkavni pro x > 0
a vSechny maji inflexni bod = = 0.

Pro z € (—1,1) plati arcsinz + arccosz = 7,

pro z € R plati arctgx + arccotgz = 7.
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4. Funkce 4B. Elementarni funkce

Hyperbolické funkce

Pro tdplnost uvedeme jesté hyperbolické funkce, které maji podobné vlastnosti jako gonio-
metrické funkce a nachazeji vyuziti v nékterych aplikacich.

Definice 4.30. (Hyperbolické funkce) Funkce hyperbolicky sinus oznacovany sinhx
a hyperbolicky kosinus oznac¢ovany cosh x jsou definovany pomoci exponencialni funkce:

sinhz = ; [C“’” — c’ﬂ, coshz = ; [ex + c’ﬂ.

Definiénim oborem funkei sinh x, cosh x je celé R, obor hodnot funkce sinh x je celé R a funkce
cosh je (1, 00). Funkce sinh z je lichd, cosh x je suda.

Podobné hyperbolicky tangens oznaceny tgh a hyperbolicky kotangens cotgh jsou defi-
novany jako podil hyperbolického sinu a kosinu:

sinh z e —e ¥ cosh x e +e™”
tghx = = , cotghxr = — = :
cosh x et e 7 sinh et —e 7

Funkce tanh z je definovana a rostouci na celém R s oborem hodnot (—1, 1). Funkce cotgh x
je klesajici na obou ,castech®: levé zéporné definované na (—oo,0) s hodnotami (—oco, —1) a
pravé kladné zobrazujici (0, 00) na (1,00). Obé funkce jsou liché.

Y Y cotgh x
coshz f sinhx 47
3,,
2,,
1_
tghx
-3 -2 -1 0 1 2 3 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 47

-1 L—1

-2 =2

+—3 cotghx | {—3

Obr. 4.22: Grafy hyperbolickych funkei sinh x, coshx a funkef tghx, cotghz.

V kurzu Matematika 3 uvidime, ze funkce sinz a cosx souviseji s exponencialni funkci
roz§ifenou na komplexni ¢isla. Plati totiz podobné vzorce

Sinx:i. [eix—e’iﬂ a cosle [eix—l—e’ix],
21 2
kde i je imagindrni jednotka i2 = —1. V literatufe lze také najit zkrdceny symbol sh pro hyper-

bolicky sinus, ch pro hyperbolicky kosinus, th pro hyperbolicky tangens a coth pro hyperbolicky
kotangens.
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4. Funkce 4B. Elementarni funkce

Nacrty grafu transformovanych funkci

Dosud jsme se zabyvali elementarnimi funkcemi v zékladnim tvaru. Studenti maji znat, jak
se zmeéni graf funkce pii jednoduchych transformacich. Budeme se zabyvat linearnimi transfor-
macemi jednak hodnoty, tj. zavislé proménné y, a také nezavislé proménné z.

y f(z)+1 3 f(z)
\/
— f(x) f(x)
— T F E
-1 flz) =1 —2 f(x)

Obr. 4.23: Posunuti hodnot funkce a nasobek hodnot funkce.

Véta 4.31. (Zména hodnoty funkce, tj. zavisle proménné y) Méjme funkci f(x) s de-
finicnim oborem D(f) = (a,b) a oborem hodnot H(f) = (A, B). Potom pii nésledujicich
zménach funkce se definiéni obor neméni, méni se vsak obor hodnot a graf funkce:

(a) prictend konstanty f(x)+D: obor hodnot se posune o D na (A + D, B + D). Graf se
pfitom posune o D nahoru pii D > 0 a o |D| dolu v piipadé D < 0.

(b) ndsobek hodnoty C' f(x): obor hodnot se zvétsi C-krat na (C'A, C'B) (piipadné (CB,CA)
pokud C < 0) a graf se C-krét ve svislém sméru ,roztdhne“ pokud C' > 1 nebo ,stdhne“
pokud 0 < C' < 1. V piipadé zaporného C' < 0 se graf natdhne nebo stahne |C|-krat a
navic ,,preklopi“ okolo osy .

(¢) absolutni hodnota |f(x)|: zdporné hodnoty grafu funkce (pokud existuji) se ,preklopi*
na kladné hodnoty grafu, kladné hodnoty se nemeéni.

e Pokud A > 0 obor hodnot H(f) (ani graf funkce) se neméni.
e Pokud A < 0 < B, potom obor hodnot bude H(f) = (0, max(—A, B)).
e Pokud A < B < 0, potom H(f) = (=B, —A).

(d) mazimum max(f(x),g(x)) dvou funkei f(x) a g(x) se stejnym definiénim oborem.
Bereme vzdy graf ,horni“ funkce, tj. té funkce, kterda ma na intervalu vétsi hodnoty.
Tam, kde je f(z) > g(x), vezmeme f(x), tam kde f(z) < g(x), vezmeme g(x).

(e) minimum min(f(z),g(z)) dvou funkei f(x) a g(z) se stejnym definiénim oborem.
Bereme vzdy graf ,dolni“ funkce, tj. té funkce, ktera ma na intervalu mensi hodnoty.

Y

max| f(x),

min(f(z), g(x))

Obr. 4.24: Graf absolutni hodnoty funkce a graf maxima a minima dvou funkei.

Pii transformaci argumentu funkce je situace je jind. Obor hodnot se neméni (kromé pripadu
absolutni hodnoty), méni se defini¢ni obor a to obrdcené nez hodnoty v predchozim pripadeé:
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A fen) ) ) f@ 1 (3)

Obr. 4.25: Graf funkce a definiéni obor posunutého argumentu f(z + d) a ndsobku argumentu f(cx).

(a)
(b)

Véta 4.32. (Zména argumentu funkce, tj. nezavisle proménné x) Méjme funkci f(x)
s defini¢nim oborem D(f) = (a, b) a oborem hodnot H(f) = (A, B). Potom pfi linedrni zméné
argumentu se obor hodnot neméni, méni se vSak definicni obor a graf funkce:

prictent konstanty f(x+d): definiéni obor se posune o —d na {(a — d,b— d). Graf funkce
se pritom posune o d doleva pii d > 0 a o |d| doprava pii d < 0.

ndsobek argumentu f(cx): definién{ obor se ,zaz{“ c-krat na (¢,2) (piipadné (2, %) pro
¢ < 0). Graf se c-krat ve ,vodorovném* sméru ,zizi“ pokud ¢ > 1 nebo ,roztdhne“ pii
0 < ¢ < 1. V piipadé zaporného ¢ < 0 se graf natdhne nebo stdhne |c|]-krat na sitku a
navic ,,preklopi“ okolo osy .

absolutni hodnota f(|z|): pro kladné z se graf funkce neméni. Graf f(x) pro zéporna x
zmizi, misto ného zde bude graf funkce pro kladné = ,preklopeny* kolem osy y.

e Pokud a > 0 defini¢ni obor D(f) ani obor hodnot H(f) se neméni.

e Pokud a < 0 < b, potom definiéni obor bude (—b,b) a obor hodnot bude oborem
hodnot funkce f(z) na intervalu (0, b).

e Pokud a < b < 0, potom f(|z|) nebude definovana pro zadné x.

f(l=[) vy )
()

f(l=)

WN_ Y

Obr. 4.26: Graf a defini¢ni obor absolutni hodnoty argumentu f(|z|), piipad a <0 <ba 0 < a <b.

Poznamky 4.33.

(a)

(b)

Necht konstanty d, D jsou kladné. Pamatujte si, ze pii f(z)+D se graf posouvd nahoru,
zatimco f(x+d) obracené, tj. doleva. Pro ¢,C > 1 se graf funkce C' - f(z) roztahuje na
vysku, zatimco pii f(c-x) se graf neroztahuje, ale zuzuje na sirku.

Jestlize funkce f(x) je definovana pro x € (a,b), potom defini¢ni obor funkce f(cz + d)
zjistime nejsndze feSenim nerovnice a < cx + d < b. Naptiklad pii hledani defini¢niho

oboru funkce arcsin(?’%z) postupujeme takto: funkce arcsin z je definovana pro x splnujici
—1 < x < 1.V této nerovnici x nahradime vyrazem ?’_T”” a reSime nerovnici —1 < ?’_Tw <1.

[jpravou dostdvame —5 < 3 — 2 < 5 odkud plyne —2 <z < 8, tj. x € (—2,8).
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