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4. Funkce
S pojmem funkce jsme se setkali již v Kapitole 1F Zobrazeńı. Připomeňme základńı pojmy.
Zobrazeńı z množiny X do množiny Y je formálně podmnožina F kartézského součinu X × Y
(množina uspořádaných dvojic [x, y], kde x ∈ X a y ∈ Y ) splňuj́ıćı vlastnost: [x, y1], [x, y2] ∈ F
⇒ y1 = y2, tj. pro každé x existuje nejvýše jedno y, že [x, y] ∈ F . Množina F tak jednoznačně
určuje předpis f : x 7→ y = f(x). Mı́sto [x, y] ∈ F tak ṕı̌seme y = f(x). Prvku x ř́ıkáme vzor
a prvek y = f(x) je obraz prvku x v zobrazeńı f .

Pokud X a Y jsou množiny č́ıselné, zobrazeńı obvykle nazýváme funkce. Proměnné x
ř́ıkáme nezávislá proměnná a y je závislá proměnná.

Definičńı obor D(f) funkce f je množina všech x, která maj́ı sv̊uj obraz (funkčńı hod-
notu) y, a obor hodnot H(f) je množina všech hodnot y = f(x). Pokud dvě funkce nemaj́ı
stejný definičńı obor, považujeme je za r̊uzné, i když je určuje stejný

”
předpis“. Např́ıklad

funkce x 7→ x2, x ∈ R je jiná funkce než x 7→ x2, x ∈ (0,∞).

Dále řekneme, že funkce F je rozš́ı̌reńı (extenze) funkce f (a současně f je zúžeńım
(restrikce funkce F )), pokud D(f) ⊂ D(F ) a F (x) = f(x) ∀x ∈ D(f). Funkce f : X → Y a
g : Y → Z lze složit, pokud H(f) ⊂ D(g). Složená funkce g ◦ f (čti g

”
po“ f) je daná vztahem

(g ◦ f)(x) = g(f(x)). Připomeňme dále, že funkce f : X → Y s D(f) = X je

(a) prostá (injektivńı), pokud r̊uzné x dávaj́ı r̊uzné y = f(x), tj. x1 ̸= x2 ⇒ f(x1) ̸= f(x2),

(b) na Y (surjektivńı), pokud obor hodnot je celé Y , tj. H(f) = Y ,

(c) vzájemně jednoznačná (bijektivńı), pokud f je prostá i na Y .
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Obr. 4.1:
”
Šipkové“ diagramy funkce (zobrazeńı). f1 je funkce X → Y , f2 je funkce prostá,

f3 je funkce na Y , f4 je funkce vzájemně jednoznačná, f5 je funkce inverzńı k f4.

Jestliže funkce f : X → Y je bijektivńı, potom existuje funkce g : Y → X inverzńı k funkci
f , taková, že g(y) = x právě když f(x) = y. Funkci inverzńı funkci f označujeme obvykle f−1.
Plat́ı také D(g) = H(f) a H(g) = D(f). Inverzńı funkci f−1 lze určit také jako funkci splňuj́ıćı
f−1 ◦ f = IX a f ◦ f−1 = IY , kde IX je identická funkce na X, tj. IX(x) = x pro všechna
x ∈ X a IY (y) = y je identická funkce na množině Y .

Poznamenejme, že pokud prostá funkce f : X → Y neńı na, tj. H(f) neńı celé Y , potom
funkci inverzńı lze definovat jen na H(f). Pokud funkce f neńı prostá na celém D(f), potom
pro inverzńı funkce je nutno ji omezit na podmnožinu X1 množiny X, na které už je prostá.

Funkci lze znázornit, tak jako zobrazeńı,
”
šipkovým“ diagramem, viz Obr. 4.1. Pro funkce

se častěji už́ıvá znázorněńı pomoćı grafu v rovině, viz Obr. 4.2.
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Obr. 4.2: Grafy funkćı: f1 neńı funkce X → Y , f2 je prostá funkce z X do Y , f3 je funkce z X na Y ,

f4 je funkce vzájemně jednoznačná z X na Y , f5 je graf funkce inverzńı k funkci f4.

4A. Základńı pojmy

V daľśım textu pod funkćı budeme rozumět funkci f : R → R s definičńım oborem D(f) ⊂ R.
Takovým funkćım ř́ıkáme reálné funkce jedné reálné proměnné. Jsou ústředńım pojmem
matematické analýzy, takzvaného kalkulu.

Poznamenejme, že i když f(x) znamená hodnotu funkce v bodě x, tj. jedno č́ıslo, budeme
mı́sto f psát f(x), aby se zd̊uraznilo, že jde o funkci s proměnnou x.

Poznámky 4.1.

(a) Funkci zadáváme tak, že stanov́ıme definičńı obor a urč́ıme funkčńı předpis. Funkčńı
předpis má obvykle tvar jednoho nebo v́ıce explicitńıch vzorc̊u nebo výčet, př́ıpadně
kombinace oboj́ıho.

(b) Neńı-li stanoven definičńı obor, rozumı́ se j́ım všechny prvky z R, pro něž maj́ı vzorce
smysl.

(c) Ve výuce matematiky se obvykle zabýváme funkcemi zadanými nějakým (relativně) jed-
noduchým předpisem. Nutno si ale uvědomit, že funkćı, které nelze žádným jednoduchým
předpisem určit, je mnohem, mnohem v́ıc.

(d) Funkce se znázorňuje grafem. Je to množina bod̊u {[x, y] ∈ R2 : y = f(x), x ∈ D(f)} .
(e) Pozor, ne každá množina nebo křivka v rovině je grafem nějaké funkce. Např́ıklad para-

bola x = y2 neńı grafem funkce f(x), protože každému x > 0 patř́ı dvě hodnoty y =
√
x

a y = −
√
x. Podobně př́ımka x = 0 a křivka x = sin y nejsou grafem žádné funkce f(x).

(f) Jsou funkce, jejichž graf
”
nelze“ načrtnout. Př́ıkladem může být graf Dirichletovy funkce,

která nabývá hodnoty 1 pro racionálńı x a 0 pro iracionálńı x, viz Př́ıklad 4.2 (d).

(g) Máme-li funkci f s definičńım oborem D(f), potom novou funkci f |U dostaneme restrikćı
funkce na nějakou podmnožinu U ⊂ D(f). Novou funkci dostaneme také rozš́ı̌reńım
funkce na větš́ı definičńı obor. Novou funkci dostaneme také změnou hodnoty v jednom
nebo v́ıce bodech x.
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Obr. 4.3: Funkce znaménka sgn(x) a charakteristická funkce χA(x) množiny A

Př́ıklady 4.2. Vedle tzv. elementárńıch funkćı, např. mocniny f(x) = xn, exponenciálńı funkce
ex, logaritmické funkce logz x, goniometrických funkćı sin x, cos x, tg x, cotg x uved’me několik
nestandardńıch funkćı:
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(a) Funkce signum (znaménko) (Obr. 4.3) je určena předpisem

sgn(x) =


−1 pro x < 0
0 pro x = 0
1 pro x > 0 .

(b) Charakteristická funkce χA množiny A ⊂ R (Obr. 4.3) je

χA(x) =

{
1 pro x ∈ A
0 pro x /∈ A .

(c) Předpis x 7→ n ∈ N splňuj́ıćı n ≤ x < n+ 1 určuje
funkci celá část č́ısla x, ṕı̌seme [x] = n. Funkce
necelá část (také zlomková část) je určena vzta-
hem {x} = x− [x]. Definičńım oborem obou funkćı
je R, obor hodnot prvńı jsou celá č́ısla Z, druhé
⟨0, 1), viz (Obr. 4.4). Plat́ı [x] + {x} = x.

[x]

{x}

x

x

Obr. 4.4: Funkce celá a necelá část.

(d) Dirichletova funkce (Obr. 4.5) je určena předpisem

D(x) =

{
1 pro x racionálńı
0 pro x iracionálńı .

Obr. 4.5: Dirichletova funkce D(x)

Funkce sudá, lichá a periodická

Definice 4.3. (Sudá a lichá funkce) Řekneme, že množina M ⊂ R je symetrická, pokud:

x ∈ M právě když −x ∈ M .

Funkci f : R → R nazveme sudou, pokud

definičńı obor D(f) je symetrická množina a plat́ı f(−x) = f(x) pro každé x ∈ D(f) a

funkci f : R → R nazveme lichou, pokud

definičńı obor D(f) je symetrická množina a plat́ı f(−x) = −f(x) pro každé x ∈ D(f).
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Obr. 4.6: Funkce sudá, lichá a periodická s periodou p.

Poznámky 4.4.

(a) Funkce x, x3, 1/x, sin x, tg x, cotg x jsou funkce liché, funkce 1, x2, x4, 1
x2 , cos x jsou

funkce sudé. Naproti tomu funkce ex, ln x nejsou ani sudé ani liché.

(b) Součet sudých funkćı je funkce sudá a součet lichých funkćı je funkce lichá. Dále součin
dvou sudých i dvou lichých funkćı je funkce sudá a součin sudé a liché funkce je funkce
lichá. Každou funkci f(x) definovanou na symetrické množině lze rozložit na součet
f(x) = fs(x)+fl(x) funkce sudé fs(x) =

1
2
[f(x)+f(−x)] a liché fl(x) =

1
2
[f(x)−f(−x)].
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Definice 4.5. (Periodická funkce) Necht’ existuje kladné č́ıslo p takové, že

(a) definičńı obor funkce f je množina
”
periodická“, tj. x ∈ D(f) ⇔ x+ p ∈ D(f).

(b) plat́ı f(x+ p) = f(x) pro všechna x ∈ D(f).

Potom řekneme, že funkce f je periodická s periodou p, zkráceně funkce f je p-periodická.

Poznámky 4.6.

(a) Goniometrické funkce sinx, cosx, tg x, cotg x jsou funkce periodické. Nejmenš́ı periodou
prvńıch dvou funkćı je p = 2π, periodou jsou však i násobky 2π. Nejmenš́ı periodou funkćı
tg x a cotg x je p = π. Také funkce necelá část {x} je periodická s (nejmenš́ı) periodou
p = 1. Funkce celá část [x] periodická neńı.

(b) Má-li funkce periodu p, periodou jsou i násobky kp, k ∈ N. Obvykle za periodu bereme
nejmenš́ı kladné p splňuj́ıćı f(x + p) = f(x). Tuto podmı́nku však splňuje i konstantńı
funkce pro libovolné p > 0, a nejmenš́ı periodu tud́ıž nemá. Někteř́ı autoři proto funkce,
které nemaj́ı nejmenš́ı periodu, za periodické nepovažuj́ı.

(c) Zaj́ımavá je i Dirichletova funkce. Pro ni je podmı́nka f(x+ p) = f(x) splněna pro každé
kladné racionálńı p. Tato funkce tud́ıž také nemá nejmenš́ı periodu a někteř́ı autoři ji proto
za periodickou nepovažuj́ı.

Funkce omezená, rostoućı a klesaj́ıćı

Definice 4.7. (Omezené funkce) Bud’ f funkce a M ⊂ D(f). Řekneme, že funkce f je

(a) zdola omezená naM , jestliže existujeK ∈ R takové, že pro všechna x ∈ M je f(x) ≥ K.

(b) shora omezená na M , jestliže existuje L ∈ R takové, že pro všechna x ∈ M je f(x) ≤ L.

(c) omezená na M , je-li na M současně zdola omezená i shora omezená.

(d) neomezená na M , neńı-li na M omezená zdola nebo shora.

Poznámky 4.8.
(a) Mı́sto slova omezené a neomezené se také často ř́ıká ohraničené a neohraničené.

(b) Funkce ex je omezená zdola na celém R. Funkce 1/x je omezená shora na (−∞, 0) a
omezená zdola na (0,∞). Funkce sinx, cosx jsou omezené, tg x i cotg x jsou neomezené
na celém svém definičńım oboru.

Definice 4.9. (Funkce rostoućı a klesaj́ıćı) Bud’ f funkce a I ⊂ D(f) interval. Řekneme,
že funkce f je

(a) rostoućı na I, jestliže pro každé x1, x2 ∈ I plat́ı x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2),

(b) neklesaj́ıćı na I, jestliže pro každé x1, x2 ∈ I plat́ı x1 < x2 ⇒ f(x1) ≤ f(x2),

(c) klesaj́ıćı na I, jestliže pro každé x1, x2 ∈ I plat́ı x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2),

(d) nerostoućı na I, jestliže pro každé x1, x2 ∈ I plat́ı x1 < x2 ⇒ f(x1) ≥ f(x2),

(e) konstantńı na I, jestliže pro každé x1, x2 ∈ I plat́ı f(x1) = f(x2),

(f) monotónńı na I, jestliže je neklesaj́ıćı na I nebo nerostoućı na I.

(g) ryze monotónńı na I, jestliže je rostoućı na I nebo klesaj́ıćı na I.
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Poznámky 4.10.

(a) Na intervalu I je každá rostoućı funkce také ne-
klesaj́ıćı a každá klesaj́ıćı funkce je i nerostoućı.
Je-li funkce nerostoućı a současně neklesaj́ıćı, je
konstantńı.

(b) Je-li funkce rostoućı (neklesaj́ıćı, klesaj́ıćı, neros-
toućı, konstantńı) na překrývaj́ıćıch se intervalech
I1 a I2 (I1 ∩ I2 ̸= ∅), potom je taková i na sjedno-
ceńı interval̊u I1 ∪ I2.

a x1 x2

x1 < x2
b x

f(x1)

f(x2)

f(x)
f(x1) < f(x2)

Obr. 4.7: K definici funkce rostoućı.

I1

f(x)

I2 I3 I4 I5 x

y

Obr. 4.8: Funkce f(x) je rostoućı na intervalu I1, neklesaj́ıćı na I2, klesaj́ıćı na I3,

konstantńı na I4 a nerostoućı na I5.

Funkce konvexńı a konkávńı

Dále zkoumáme, zda je funkce konvexńı nebo konkávńı. Rozhoduj́ıćı přitom je, zda spojnice
dvou bod̊u grafu lež́ı nad nebo pod grafem funkce.

K tomu potřebujeme popsat souřadnice bodu na
úsečce s krajńımi body P0 = [x0, y0] a P1 = [x1, y1].
Pro t ∈ ⟨0, 1⟩ položme

x(t) = (1− t)x0 + t x1 , y(t) = (1− t)y0 + t y1

a označme Pt = [x(t), y(t)]. Zřejmě pro t = 0
dostáváme bod P0, pro t = 1 bod P1, bod P1/2 je
střed úsečky P0P1. Body Pt pro t ∈ (0, 1) tvoř́ı celou
otevřenou úsečku.

Vyjádřeńı využijeme při definici konvexńı funkce.
Bod úsečky s koncovými body [x0, f(x0)] a [x1, f(x1)]
se souřadnićı x = x(t) má př́ıslušnou y-novou
souřadnici danou y(t) = (1 − t)f(x0) + t f(x1). Tuto
hodnotu budeme v definici porovnávat s hodnotou
f(x(t)):

x0 x1

y0

y1

x

P0
P 1

4

P 1
2

P 3
4

P1

Obr. 4.9: Popis bod̊u úsečky.

a x0 xt x1 b x

f(x(t))
y(t)

f(x)

f(x(t)) < y(t)

Obr. 4.10: K definici funkce konvexńı.

Definice 4.11. (Funkce konvexńı a konkávńı) Bud’ f funkce a I ⊂ D(f) interval.
Řekneme, že funkce f je

(a) konvexńı na I, jestliže pro všechna x0, x1 ∈ I a všechna t ∈ (0, 1) plat́ı

f((1− t)x0 + tx1) ≤ (1− t)f(x0) + tf(x1),

(b) ryze konvexńı na I, jestliže pro všechna x0, x1 ∈ I , x0 ̸= x1 a všechna t ∈ (0, 1) plat́ı

f((1− t)x0 + tx1) < (1− t)f(x0) + tf(x1) ,
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(c) konkávńı na I, jestliže pro všechna x0, x1 ∈ I a všechna t ∈ (0, 1) plat́ı

f((1− t)x0 + tx1) ≥ (1− t)f(x0) + tf(x1),

(d) ryze konkávńı na I, jestliže pro všechna x0, x1 ∈ I , x0 ̸= x1 a všechna t ∈ (0, 1) plat́ı

f((1− t)x0 + tx1) > (1− t)f(x0) + tf(x1) .

(e) Bod x = a nazveme inflexńım bodem funkce f(x), jestliže v levém okoĺı bodu a je
funkce f(x) konvexńı a v pravém okoĺı konkávńı, nebo naopak.

f1
f2

x∗
f3

Obr. 4.11: Funkce f1 je konvexńı, f2 je konkávńı a bod x∗ je inflexńım bodem funkce f3.

Př́ıklady 4.12.

(a) Funkce ex a sudé mocniny x2, x4, . . . jsou ryze konvexńı na celém R, logaritmická funkce
lnx je ryze konkávńı na (0,∞). Odmocniny

√
x, 3

√
x, 4

√
x, . . . jsou ryze konkávńı na

⟨0,∞).

(b) Liché mocniny x3, x5, . . . jsou ryze konvexńı na ⟨0,∞) a ryze konkávńı na (−∞, 0⟩, v nule
maj́ı inflexńı bod.

(c) Funkce sinx je ryze konkávńı na intervalech ⟨2kπ, (2k + 1)π⟩ a konvexńı na intervalech
⟨(2k − 1)π, 2kπ⟩ (k ∈ Z). V x = kπ jsou inflexńı body.

(d) Funkce arctg x je konvexńı na (−∞, 0⟩, konkávńı na ⟨0,∞) a x = 0 je inflexńı bod.

Poznámky 4.13.

(a) Je-li funkce ryze konvexńı, je také konvexńı a podobně ryze konkávńı je konkávńı. Funkce,
která je současně konvexńı i konkávńı na intervalu I, je na tomto intervalu lineárńı, tj.
tvaru f(x) = ax+ b, a jej́ım grafem je úsečka.

(b) Necht’ v bodě grafu funkce existuje tečna ke grafu funkce. Potom:
• je-li funkce ryze konvexńı, tato tečna je pod grafem funkce,
• je-li funkce ryze konkávńı, tato tečna je nad grafem funkce,
• je-li bod inflexńı, tato tečna je na jedné straně bodu pod grafem, na druhé nad grafem.

(c) Předchoźı vlastnosti nejsou vhodné pro definici konvexńı a konkávńı funkce. Museli
bychom nejprve definovat, co je to tečna ke grafu funkce. Také by definice nezahrno-
vala př́ıpady, kdy graf funkce v uvažovaném bodě tečnu nemá.
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Funkce algebraické a transcendentńı
I když názvoslov́ı neńı zcela jednotné, tzv. analytické funkce děĺıme následovně:

Definice 4.14. (Funkce algebraické a transcendentńı)
Funkci y = f(x) nazveme algebraickou, jestliže je určena rovnićı P (x, y) = 0, kde P (x, y)

je polynom v proměnných x, y. Algebraické funkce děĺıme na podskupiny:

(a) racionálńı funkce celistvé zvané polynomy, česky mnohočleny. Jsou to funkce
y = Q(x), kde Q(x) je polynom proměnné x.

(b) racionálńı funkce lomené, zkráceně racionálńı funkce nebo lomené funkce. Jsou
to funkce, které vzniknou pod́ılem dvou polynomů Q(x) a R(x), přičemž R(x) ̸≡ 0.

(c) iracionálńı funkce – ostatńı algebraické funkce, které nelze vyjádřit jako pod́ıl dvou
polynomů.

Analytické funkce, které nejsou algebraické, nazýváme transcendentńı.

Mezi tzv. nižš́ı transcendentńı funkce řad́ıme elementárńı funkce: mocniny s iracionálńım
exponentem, exponenciálńı a logaritmické funkce, funkce goniometrické, cyklometrické, hy-
perbolické atd.

Mezi tzv. vyšš́ı transcendentńı funkce řad́ıme např́ıklad funkce definované pomoćı integrál̊u,
např́ıklad y =

∫ x

0
e−t2 dt a daľśı.

Poznámky 4.15.

(a) Polynom v proměnných x, y je lineárńı kombinace mocnin xi yj, tj. součet konečně mnoha
násobk̊u člen̊u xiyj, kde i, j ∈ N0 ≡ {0, 1, 2, 3, . . . }, např́ıklad funkce

P (x, y) = x3 − 2x2 y − 3x y2 + 3
7
x2 − π x y + 2− 4 y −

√
7.

(b) Polynom k-tého stupně v proměnné x lze zapsat Q(x) = ak x
k+ak−1x

k−1+ · · ·+a1x+a0,
kde ai ∈ R, např́ıklad x3+3 x− 5. Polynom Q(x) patř́ı mezi algebraické funkce, v tomto
př́ıpadě v rovnici P (x, y) = 0 je polynom P (x, y) = Q(x)− y.

(c) Př́ıkladem racionálńı lomené funkce je funkce

f(x) =
Q(x)

R(x)
=

2x3 + x2 − 2x+ 3

x4 −
√
3 x2 − π x+ 2

.

V tomto př́ıpadě je polynom P (x, y) = Q(x)−R(x) · y.

(d) Iracionálńı funkce jsou určeny polynomem P (x, y), který obsahuje alespoň druhou moc-
ninu proměnné y, např́ıklad P (x, y) = x2+y2−4 = 0. Pokud existuje explicitńı vyjádřeńı
funkce ve tvaru y = f(x), potom obsahuje odmocniny, např́ıklad y =

√
4− x2.

(e) Předchoźı definice se týká jenom tzv. analytických funkćı, s jejich přesnou definićı se
setkáme v kurzu Matematika 3: jsou to spojité funkce, které maj́ı derivace všech řád̊u a
v okoĺı každého bodu př́ıslušná Taylorova řada konverguje k dané funkci. Mezi analytické
funkce nepatř́ı např́ıklad funkce znaménka sgn(x), absolutńı hodnoty |x| v okoĺı nuly,
funkce celá [x] i necelá část {x}. Ani Dirichletova funkce D(x) neńı analytická, i když
splňuje rovnici y(y − 1) = 0.

Studijńı text ÚM FSI VUT v Brně 7



4. Funkce 4A. Základńı pojmy

Posloupnosti
Zobrazeńı (funkce) definované na množině přirozených č́ısel N se nazývaj́ı posloupnosti.

Mı́sto a(n) ṕı̌seme {an} a mysĺıme t́ım uspořádanou nekonečnou množinu {a1, a2, a3, . . . },
kterou zapisujeme zkráceně {an}∞n=1 nebo jenom {an}. Někdy je vhodné zač́ınat posloupnost
nultým členem, tj. {a0, a1, a2, a3, . . . }, potom je definičńım oborem množina N0 ≡ N ∪ {0}.

Jaký je rozd́ıl mezi posloupnost́ı a množinou? V množině nezálež́ı na pořad́ı uvedených
prvk̊u, každý prvek je v množině jen jednou (pokud je náhodou zapsán v́ıcekrát, je považován
za jeden). Naproti tomu v posloupnosti zálež́ı na pořad́ı prvk̊u, prvky se mohou opakovat:
např́ıklad v konstantńı posloupnosti se jeden prvek stále opakuje.

Řada pojmů definovaných pro funkce lze přirozeně převést také posloupnosti. Např́ıklad
posloupnost {an}∞n=1 je neklesaj́ıćı, jestliže an+1 ≥ an pro všechna n ∈ N. Podobně se zavád́ı
pojem rostoućı, klesaj́ıćı, nerostoućı, omezené (ohraničené) posloupnosti.

U posloupnost́ı je d̊uležitým pojmem jej́ı limita, budeme j́ı věnovat v části 5.

Př́ıklady 4.16. Několik konkrétńıch posloupnost́ı

(a) Posloupnost konstantńı je posloupnost {a, a, a, a, a, . . . , a, . . . }, kde a ∈ R.

(b) Posloupnost aritmetická s diferenćı d a počátečńım členem a0 = a je posloupnost defi-
novaná rekurentně an+1 = an + d, neboli an = a0 + n · d. Pro a0 = 3 a d = 2 je

{a, a+ d, a+ 2d, a+ 3d, a+ 4d, a+ 5d, . . . } = {3, 5, 7, 9, 11, 13, . . . } .

Pro d > 0 je posloupnost rostoućı a neomezená (roste do nekonečna), pro d < 0 je
klesaj́ıćı do −∞ a pro d = 0 je konstantńı.

(c) Posloupnost geometrická s počátečńım členem a0 = a a kvocientem q je definovaná
rekurentně an+1 = an · q, neboli an = a0 · qn = a · qn. Např́ıklad pro a0 = 3 a q = 2 je

{a, aq, aq2, aq3, aq4, aq5, . . . } = {3, 6, 12, 24, 48, 96, . . . } .

Necht’ např́ıklad a > 0. Potom podle hodnoty q rozlǐsujeme pět př́ıpad̊u:

q > 1 — posloupnost roste do nekonečna,
q = 1 — posloupnost je konstantńı,

0 < q < 1 — posloupnost klesá k nule,
−1 < q < 0 — členy an ”

skáčou“ kolem nuly a bĺıž́ı se k ńı,
q = −1 — posloupnost

”
osciluje“: {a,−a, a,−a, a, . . . } a

q < −1 — posloupnost diverguje,
”
rozb́ıhá se“ do ±∞ .

Pro a < 0 je situace analogická.
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4. Funkce 4B. Elementárńı funkce

4B. Elementárńı funkce
V daľśım se budeme věnovat funkćım, které nazýváme elementárńı. Jsou to zejména funkce:

(a) exponenciálńı a logaritmické;

(b) obecné mocninné;

(c) goniometrické a cyklometrické;

(d) hyperbolické a hyperbolometrické.

Exponenciálńı funkce

Funkce typu ax, kde základ a je pevné kladné č́ıslo r̊uzné od jedničky, tj. a ∈ (0, 1)∪(1,∞), a
exponent x je proměnná, nazýváme exponenciálńı funkce. Tyto funkce jsou přirozeně definované
pro přirozená č́ısla x ∈ N: ax je součin x č́ısel a. Jej́ı základńı vlastnost́ı je rovnost

ax+y = ax · ay .

Z rovnosti ax = ax+0 = ax · a0 plyne a0 = 1 a ze vztahu ax · a−x = ax−x = a0 = 1 plyne

a−x = 1/ax. Dále z rovnosti (a
1
q )q = a

1
q
·q = a1 = a pro q ∈ N plyne a

1
q = q

√
a. Dı́ky tomu

můžeme rozš́ı̌rit funkci ax na všechna racionálńı č́ısla x = p
q
vztahem

a
p
q = q

√
ap . (∗)

Pro iracionálńı x je funkce definována jako limita (pojem definujeme později) ari hodnot funkce
v racionálńıch č́ısel ri bĺıž́ıćıch se k iracionálńımu x. Př́ıpad základu a = 1 se nepovažuje za
exponenciálńı funkci, protože 1x = 1 je konstantńı funkce.

Definice 4.17. (Exponenciálńı funkce) Bud’ a kladné reálné č́ıslo r̊uzné od 1. Potom
funkci f(x) = ax s definičńım oborem R, a oborem hodnot (0,∞), která vznikne rozš́ı̌reńım
funkce (*) z racionálńıch na reálná č́ısla, nazveme exponenciálńı funkćı se základem a.

V matematice se už́ıvá zejména tzv. přirozená exponenciálńı funkce ex se základem a = e,
kde e je Eulerova konstanta, e

.
= 2.7182 818. Mı́sto ex se ṕı̌se také exp(x).

Poznámka. Eulerovu konstantu lze definovat jako limitu

e = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

.

S funkćı ex se ještě mnohokrát setkáme. V aplikaćıch se už́ıvaj́ı také exponenciálńı funkce se
základem a = 2, a = 3, a = 10.

Věta 4.18. Funkce ax je pro každé kladné a ̸= 1 omezená zdola a neomezená shora.

Pro a > 1 je rostoućı a pro 0 < a < 1 klesaj́ıćı na celém R.

V obou př́ıpadech je funkce na celém R ryze konvexńı.

Významné hodnoty funkce jsou a0 = 1, a1 = a a a−1 = 1/a.

Z pravidel pro poč́ıtáńı s exponenciálńı funkćı uved’me

ax+y = ax · ay, ax−y =
ax

ay
, (ax)y = axy, a

x
y = y

√
ax (y ̸= 0) .
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4. Funkce 4B. Elementárńı funkce

x

y

−1 0 1

2

e

(23)
x (12)

x ex 2x (32)
x

Obr. 4.12: Exponenciálńı funkce ax pro a = 1
2 , a = 2

3 , a = 3
2 , a = 2 a a = e. Všimněte si

zrcadlové symetrie graf̊u funkćı 2x a (12)
x = 2−x, (32)

x a (23)
x = (32)

−x, obecně ax a ( 1a)
x = a−x.

Logaritmické funkce
Exponenciálńı funkce ax jsou pro základ a ∈ (0, 1) klesaj́ıćı a pro a ∈ (1,∞) rostoućı, tedy

v obou př́ıpadech funkce prosté. Existuj́ı proto funkce inverzńı, které se nazývaj́ı logaritmické.
Graf logaritmické funkce y = loga x je zrcadlově symetrický podle osy y = x ke grafu funkce
y = ax, speciálně přirozený logaritmus y = ln x je zrcadlově symetrický ke grafu funkce y = ex.

Definice 4.19. (Logaritmické funkce) Necht’ a ∈ R, a > 0, a ̸= 1. Inverzńı funkce k funkci
f(x) = ax se nazývá logaritmická funkce o základu a. Znač́ı se f(x) = loga(x) nebo bez
závorek jen loga x. Jsou definovány na (0,∞) s oborem hodnot (−∞,∞) a plat́ı

loga x = y ⇐⇒ x = ay.

Přirozený logaritmus je logaritmus se základem a = e. Znač́ıme ho lnx ≡ loge x.
Už́ıvá se také dekadický logaritmus se základem a = 10, který se často ṕı̌se bez základu:
log x ≡ log10 x. Je to funkce inverzńı k funkci 10x.

Vlastnosti logaritmické funkce shrneme v tvrzeńı:

Věta 4.20. Necht’ a ∈ (0, 1) ∪ (1,∞).

Logaritmické funkce f(x) = loga x jsou definovány jen pro kladná č́ısla x.

Pro a > 1 jsou to funkce rostoućı a ryze konkávńı
”
jdoućı“ od −∞ do ∞.

Pro 0 < a < 1 jsou to funkce klesaj́ıćı a ryze konvexńı
”
jdoućı“ od ∞ do −∞.

Významné hodnoty jsou loga 1 = 0, loga a = 1 a loga(
1
a
) = −1.

Z pravidel pro poč́ıtáńı s logaritmickými funkcemi uved’me:

loga(xy) = loga x+ loga y , loga(
x
y
) = loga x− loga y ,

loga(x
p) = p · loga x , loga(

p
√
x) = 1

p
loga x .

Pravidla dostaneme z definice logaritmu a vlastnost́ı exponenciálńı funkce. Prvńı tvrzeńı
plyne z rovnosti eln(xy) = xy = elnx eln y = elnx+ln y. Rovnost eln(x/y) = x/y = elnx/eln y = elnx−ln y

dává druhé tvrzeńı. Třet́ı plyne z rovnosti eln(x
p) = xp = (elnx)p = ep lnx. Posledńı tvrzeńı je

d̊usledkem rovnosti eln(
p
√
x) = p

√
x = x1/p = (elnx)1/p = e1/p lnx .
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4. Funkce 4B. Elementárńı funkce

Exponenciálńı a logaritmické funkce s r̊uznými základy lze navzájem převádět.

Věta 4.21. Bud’ a, b ∈ (0, 1) ∪ (1,∞). Potom plat́ı ax = ex ln a , bx = (ax)
ln b
ln a , ∀x ∈ R a

logb x = loga x
ln a

ln b
, speciálně log x ≡ log10 x =

lnx

ln 10
, loga x =

lnx

ln a
, ∀x > 0 .

Naznačme odvozeńı uvedených vzorc̊u. Z rovnosti a = eln a plyne ax = (eln a)x = ex·ln a.
Důkaz druhého vzorce: bx = ex·ln b = ex·ln a·ln b/ ln a = (ex ln a)ln b/ ln a = (ax)ln b/ ln a. Č́ıslo x > 0 lze
napsat jako x = aloga x = (eln a)loga x = eln a·loga x a také jako x = blogb x = eln b·logb x. Porovnáńı
exponent̊u dává ln a · loga x = ln b · logb x, odkud plyne třet́ı vzorec, daľśı jsou jeho d̊usledky.

x

y

−1

0

1
1 2

e 10

lnx

log 3
2
x

log2 x

log 1
2
x

log 2
3
x

ex y = x

Obr. 4.13: Logaritmické funkce loga x pro a = 1
2 , a = 2

3 , a = 3
2 , a = 2. Funkce lnx je inverzńı k ex.

Funkce lnx a ex jsou navzájem zrcadlově symetrické podle osy y = x, stejně navzájem symetrické

jsou i funkce loga x a ax. Všimněte si také zrcadlové symetrie podle osy x funkćı loga x a log1/a x.

Obecné mocninné funkce
V exponenciálńıch funkćıch byl základ pevný a exponent proměnná, u mocninných funkćı

je to naopak: exponent p je pevný, proměnnou x je základ. Mocninné funkce jsou přirozeně
definovány pro exponenty p = 0, 1, 2, 3, 4, . . . na celém R, pro záporné celé exponenty na celém
R kromě x = 0. Obecně jsou hodnoty xp definovány pro x ∈ R+ = (0,∞) vztahem xp = ep lnx.

Definice 4.22. (Obecná mocninná funkce) Necht’ p ∈ R. Funkce f(x) = xp je definovaná
vztahem xp = ep lnx pro všechna kladná č́ısla x ∈ R+ = (0,∞).

Pro p > 0 lze položit 0p = 0. V př́ıpadě celých exponent̊u p ∈ Z lze funkci rozš́ı̌rit pro
x ∈ R \ {0}, pokud nav́ıc p ∈ N, funkce xp je definovaná na celém R.
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4. Funkce 4B. Elementárńı funkce

Uved’me grafy několika mocninných funkćı na intervalu (0,∞). Funkce x0 = 1, x1, x2, x3, . . .
jsou definované na celém R, funkce x−1, x−2, x−3, . . . jsou definované na R kromě nuly.

x

y

0 1

1

x1

x
1
2

x0

x−1

x2

Obr. 4.14: Mocninné funkce xp pro p = −1, p = 0, p = 1
2 , p = 1 a p = 2 na intervalu (0,∞).

Věta 4.23. (Vlastnosti obecných mocninných funkćı)

Necht’ p ∈ R. Obecná mocninná funkce f(x) = xp má pro x ∈ (0,∞) vlastnosti:

(a) je rostoućı v př́ıpadě exponent̊u p > 0 a klesaj́ıćı v př́ıpadě p < 0,

(b) funkce je ryze konvexńı pro p > 1 a pro p < 0, pro 0 < p < 1 je ryze konkávńı.

(c) Plat́ı

(xy)p = xp · yp ,
(
x

y

)p

=
xp

yp
,

(d) V obecném př́ıpadě p ∈ R a p ̸= 0 funkce xp zobraźı interval (0,∞) na celé (0,∞).

Goniometrické funkce
Na základńı a středńı škole byly goniometrické funkce defi-

novány pro úhel α pravoúhlého trojúhelńıka △ABC s úhlem α při
vrcholu A, pravým úhlem při vrcholu C, odvěsnami BC délky a,
AC délky b a přeponou AB délky c, (viz obr. 4.15) jako:

(a) sinα = a
c

tj. poměr (délky) protilehlé odvěsny ku přeponě,

(b) cosα = b
c

tj. poměr přilehlé odvěsny ku přeponě,

(c) tgα = a
b

tj. poměr protilehlé odvěsny ku přilehlé odvěsně a

(d) cotgα = b
a

tj. poměr přilehlé odvěsny ku protilehlé odvěsně.

A

B

C

a

b

c

α

Obr. 4.15: Označeńı

trojúhelńıka ∆ABC.

Pro úplnost uved’me, že zbývaj́ıćı poměr stran c : b definuje funkci sekans: secα = 1/ cosα
a poměr c : a funkci kosekans: cosecα = 1/ sinα. Tyto funkce se však použ́ıvaj́ı jen velmi
zř́ıdka. Nejsou omezené a nejsou definovány pro hodnoty α, kdy sinα = 0 nebo cosα = 0.
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4. Funkce 4B. Elementárńı funkce

Goniometrické funkce rozš́ı̌ŕıme z ostrého úhlu na libovolný úhel. Budeme uvažovat orien-
tovaný úhel s vrcholem v počátku, jehož prvńı (počátečńı) rameno směřuje od počátku vpravo.
Velikost úhlu budeme měřit v radiánech, tj. pomoćı délky orientovaného oblouku na jednot-
kové kružnici, který zač́ıná na počátečńım rameni a konč́ı na koncovém rameni. Pokud je tento
oblouk orientován v kladném směru, tj. proti směru pohybu hodinových ručiček, bereme úhel
kladný, v opačném př́ıpadě záporný. Význam orientovaného úhlu už neńı plocha mezi rameny
úhlu, ale otáčivý pohyb, kterým se počátečńı rameno přemı́st́ı na koncové rameno.

Protože délka jednotkové kružnice je 2π, orientované úhly x, x+2π, x−2π, x+4π, x−4π, . . .
maj́ı stejná ramena.

Protože 180◦ je π radián̊u, přepočet velikosti úhlu v radiánech na stupně a obráceně je:

x [radián̊u] = x · 180
π

[stupň̊u] a obráceně x [stupň̊u] = x · π

180
[radián̊u] .

Pamatujte si převod ostrých úhl̊u v prvńım kvadrantu a násobk̊u pravého úhlu:

Stupně 0◦ 30◦ 45◦ 60◦ 90◦ 180◦ 270◦ 360◦ 540◦ 720◦

Radiány 0 1
6
π 1

4
π 1

3
π 1

2
π π 3

2
π 2π 3π 4π

.

Definice 4.24. (Goniometrické funkce). Bud’ k jednotková kružnice se středem v počátku

O = [0, 0] a orientovaný úhel s počátečńım ramenem
−→
OA směřuj́ıćım vpravo a koncovým

ramenem
−→
OB, přičemž body A = [1, 0] a B jsou pr̊useč́ıky ramen s kružnićı k.

Potom délka orientovaného oblouku AB určuje velikost úhlu x,

”
svislá“ souřadnice bodu B je hodnota sin x funkce sinus,

”
vodorovná“ souřadnice B je hodnota cos x funkce kosinus, tj. B = [cos x, sin x].

Funkce tangens a kotangens jsou definovány jako pod́ıly

tg x =
sinx

cosx
, cotg x =

cosx

sinx
.

x

−1 O
A
1

B C

D

−1

1

sinx
tg x

cosx cotg x y

z

k
p

p

Obr. 4.16: K definici goniometrických funkćı sinx, cosx, tg x, cotg x.
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4. Funkce 4B. Elementárńı funkce

Poznámky 4.25.

(a) Při psańı argumentu goniometrických funkćı se často závorky vynechávaj́ı, např. mı́sto
sin(x) se ṕı̌se jenom sin x, také mı́sto sin(2x) se ṕı̌se sin 2x a mı́sto sin

(
x
2

)
se ṕı̌se jenom

sin x
2
. Mocniny se ṕı̌śı před argument sin2x nebo sin2(x) mı́sto těžkopádného (sin(x))2, bez

závorek sinx2 totiž znamená sin(x2).

(b) Na obrázku jsou vidět také hodnoty funkćı tangens a kotangens. Protože x označuje veli-
kost úhlu (měřeného délkou orientovaného oblouku na kružnici k), označme

”
vodorovnou“

souřadnicovou osu y a
”
svislou“ souřadnicovou osu z. Koncové rameno úhlu

”
prodlouž́ıme“

na př́ımku p a obrázek doplńıme
”
svislou“ př́ımkou y = 1 a

”
vodorovnou“ př́ımkou z = 1.

Potom funkce tg x je
”
svislá“ souřadnice pr̊useč́ıku C př́ımky p a př́ımky y = 1, a cotg x

je
”
vodorovná“ souřadnice pr̊useč́ıku D př́ımky p a

”
vodorovné“ př́ımky z = 1.

(c) Z definice a obrázku je také vidět, že funkce sin x a cos x jsou definovány pro všechny
hodnoty úhlu x ∈ R.

(d) Z definice tg x = sinx/ cos x plyne, že funkce tg x neńı definována pro x = 1
2
π + kπ, kdy

cos x = 0. Pro tyto hodnoty x na obrázku př́ımka p neprot́ıná př́ımku y = 1. Také z definice
cotg x = cos x/ sinx plyne, že funkce cotg x neńı definována pro x = kπ, kdy sinx = 0.
Pro tyto hodnoty př́ımka p neprot́ıná př́ımku z = 1.

(e) Z obrázku lze dále usoudit, že zat́ımco funkce sin a cos maj́ı (nejmenš́ı) periodu 2π, funkce
tg a cotg maj́ı (nejmenš́ı) periodu polovičńı, tj. π.

(f) Protože délka OB je rovna jedné, z Pythagorovy věty plyne rovnost sin2 x+ cos2 x = 1.

x

−1

0

1

1 2 3 4 5 6
π
6

π
4

π
3

π
2

π 3π
2

2π

sinx

cosx

y

Obr. 4.17: Grafy funkćı sinx a cosx na základńı periodě (0, 2π).

Zapamatujte si vybrané hodnoty funkćı v prvńım kvadrantu a znaménka v daľśıch kvadran-
tech. Jako mnemotechnická pomůcka pro hodnoty funkce sinus pro x = 0, π/6, π/4, π/3, π/2
slouž́ı řada: 1

2

√
0, 1

2

√
1, 1

2

√
2, 1

2

√
3, 1

2

√
4 a v opačném pořad́ı pro kosinus.

x 0 1
6
π (30◦) 1

4
π (45◦) 1

3
π (60◦) 1

2
π (90◦) (0, π

2
) (π

2
, π) (π, 3π

2
) (3π

2
, 2π)

sin x 0 1
2

√
2
2

√
3
2

1 + ↗ + ↘ − ↘ − ↗

cos x 1
√
3
2

√
2
2

1
2

0 + ↘ − ↘ − ↗ + ↗

tg x 0
√
3
3

1
√
3 ↗∞ + ↗ − ↗ + ↗ − ↗

cotg x ∞↘
√
3 1

√
3
3

0 + ↘ − ↘ + ↘ − ↘

Základńı vlastnosti goniometrických funkćı shrneme ve větě:
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4. Funkce 4B. Elementárńı funkce

Věta 4.26. (Vlastnosti goniometrických funkćı)

(a) Definičńı obory: D(sinx) = (−∞,∞) , D(cosx) = (−∞,∞),

D(tg ) =
∪

k∈Z(−
π
2
+ kπ, π

2
+ kπ) , D(cotg ) =

∪
k∈Z(kπ, kπ + π).

(b) Obory hodnot: H(sinx) = H(cosx) = ⟨−1, 1⟩ , H(tg x) = H(cotg x) = (−∞,∞).

(c) Funkce sinx, tg x a cotg x jsou liché, funkce cosx je sudá.

(d) Funkce sinx a cos x maj́ı periodu 2π: sin(x+ 2π) = sin x, cos(x+ 2π) = cos x

a funkce tg x a cotg x maj́ı periodu π: tg (x+ π) = tg x, cotg (x+ π) = cotg x.

(e) Funkce sin x je rostoućı na intervalech ⟨−π
2
+ 2kπ, π

2
+ 2kπ⟩ a klesaj́ıćı na intervalech

⟨π
2
+2kπ, 3π

2
+2kπ⟩. Funkce cos x je rostoućı na intervalech ⟨−π+2kπ, 2kπ⟩ a klesaj́ıćı

na intervalech ⟨2kπ, π+2kπ⟩. Funkce tg x je rostoućı na intervalech (−π
2
+kπ, π

2
+kπ)

a funkce cotg x je klesaj́ıćı na intervalech (kπ, π + kπ).

(f) Funkce sin x je konvexńı na intervalech ⟨−π+2kπ, 2kπ⟩ a konkávńı na ⟨2kπ, π+2kπ⟩,
inflexńı body jsou kπ. Funkce cos x je konvexńı na intervalech ⟨π

2
+ 2kπ, 3π

2
+ 2kπ⟩

a konkávńı na ⟨−π
2
+ 2kπ, π

2
+ 2kπ⟩, inflexńı body jsou π

2
+ kπ.

Funkce tg x je konvexńı na intervalech ⟨kπ, π
2
+kπ) a konkávńı na (−π

2
+kπ, kπ⟩, inflexńı

body jsou kπ. Funkce cotg x je konvexńı na (kπ, π
2
+kπ⟩ a konkávńı na ⟨−π

2
+kπ, kπ),

inflexńı body jsou π
2
+ kπ.

x x

y y

2
√
3

1
√
3
3

0

−
√
3
3

−1

−
√
3

−2

2
√
3

1
√
3
3

0

−
√
3
3

−1

−
√
3

−2

2

−π
2 −π

3 −π
6

π
6

π
4

π
3

π
2

π
6

π
4

π
3

π
2

2π
3

3π
4

5π
6 π

3

tg x cotg x

Obr. 4.18: Definičńı obor a graf funkćı na základńıch periodách: tg x na (−π
2 ,

π
2 ) a cotg x na (0, π).
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Věta 4.27. (Užitečné vzorce pro goniometrické funkce)

(a) Vztahy mezi funkcemi: cosx = sin(x+ π
2
) , cosx = sin(π

2
− x) ,

sinx = cos(π
2
− x) , cotg x = tg (π

2
− x) , tg x = cotg (π

2
− x).

(b) Základńı rovnosti: sin2 x+ cos2 x = 1 , tg x · cotg x = 1.

(c) Vzorce pro součet argument̊u pro sin x a cos x:

sin(x± y) = sinx cos y ± cos x sin y , cos(x± y) = cosx cos y ∓ sin x sin y .

(d) Důsledkem jsou vzorce pro dvojnásobný argument:

sin(2x) = 2 sin x cos x, cos(2x) = cos2 x− sin2 x = 2 cos2 x− 1 = 1− 2 sin2 x .

(e) Pro integrováńı mocnin funkćı sinus a kosinus budou později užitečné vztahy,
které snadno plynou z předchoźıch vzorc̊u:

sin2(x) = 1
2
(1− cos(2x)) , cos2(x) = 1

2
(1 + cos(2x)).

(f) Při odvozováńı derivace využijeme vzorec pro součet a rozd́ıl hodnot sinus a kosinus,
které lze odvodit z předchoźıch vzorc̊u pro součet argument̊u

sinu+ sin v = 2 sin
u+ v

2
· cos u− v

2
, sinu− sin v = 2 cos

u+ v

2
· sin u− v

2
,

cosu+ cos v = 2 cos
u+ v

2
· cos u− v

2
, cosu− cos v = −2 sin

u+ v

2
· sin u− v

2
.

Pro srovnáńı uvedeme ještě grafy všech goniometrických funkćı na větš́ım intervalu:

x

y

−1 0 1

9

5

−3

0
π
2 π

3π
2 2π

5π
2 3π 7π

2 4π
−π

2−π−3π
2

−2π

sinx

cosx

tg xcotg x

Obr. 4.19: Grafy funkćı sinx, cosx, tg x a cotg x na intervalu (−2π, 4π).
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Cyklometrické funkce

Cyklometrické funkce jsou funkce inverzńı k funkćım goniometrickým. Protože goniomet-
rické funkce jsou periodické, nejsou prosté. Proto ve všech př́ıpadech muśıme zúžit definičńı obor
p̊uvodńı goniometrické funkce na interval, ve kterém je prostá. Z možných interval̊u vyb́ıráme
ten interval, který je nejbĺıže k nule a obsahuje kladná č́ısla:

(a) sinx je prostá z ⟨−π
2
, π
2
⟩ na ⟨−1, 1⟩, inverzńı funkci znač́ıme arcsin x,

(b) cosx je prostá z ⟨0, π⟩ na ⟨−1, 1⟩, inverzńı funkci znač́ıme arccosx,

(c) tg x je prostá z (−π
2
, π
2
) na (−∞,∞), inverzńı funkci znač́ıme arctg x,

(d) cotg x je prostá z (0, π) na (−∞,∞), inverzńı funkci znač́ıme arccotg x.

Definice 4.28. (Cyklometrické funkce) Inverzńı funkce ke goniometrickým funkćım jsou
definovány následovně:

(a) Funkce arkussinus je inverzńı k funkci sinus na ⟨−1
2
π, 1

2
π⟩, tj. pro x ∈ ⟨−1, 1⟩ plat́ı

arcsinx = y, pokud sin y = x a y ∈ ⟨−1
2
π, 1

2
π⟩.

(b) Funkce arkuskosinus je inverzńı k funkci kosinus na ⟨0, π⟩, tj. pro x ∈ ⟨−1, 1⟩ plat́ı
arccosx = y, pokud cos y = x a y ∈ ⟨0, π⟩.

(c) Funkce arkustangens je inverzńı k funkci tangens na (−1
2
π, 1

2
π), tj. pro x ∈ R plat́ı

arctg x = y, pokud tg y = x a y ∈ (−1
2
π, 1

2
π).

(d) Funkce arkuskotangens je inverzńı k funkci kotangens na (0, π), tj. pro x ∈ R plat́ı

arccotg x = y, pokud cotg y = x a y ∈ (0, π).

x

x

y

y

−π
2 −1

0 1 π
2

π
2

1

−1

−π
2

−1 0 1 π
2 2 3

π

π
3

2

π
2

1

−1

sinx

cosx

arcsinx

arccosx

y = x

y = x

Obr. 4.20: Grafy funkce arcsinx inverzńı k sinx a funkce arccosx inverzńı k cosx.
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Vybrané hodnoty cyklometrických funkćı (lze vyč́ıst z hodnot goniometrických funkćı):
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−
√
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√
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√
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↗
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π
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π
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x
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−3 −2 −1 0 1 2 3

π
3
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2

π
2

1
π
4

−π
4

−1

−π
2

tg x

cotg x

arctg x

arccotg x y = x

Obr. 4.21: Graf funkce arctg x inverzńı k tg x a graf funkce arccotg x inverzńı k cotg x.

Všimněte si zrcadlové symetrie funkce a inverzńı funkce podle osy y = x.

Věta 4.29. (Vlastnosti cyklometrických funkćı)

(a) Definičńım oborem funkćı arcsinx a arccos x je uzavřený interval ⟨−1, 1⟩
a definičńım oborem funkćı arctg x a arccotg x jsou všechna reálná č́ısla (−∞,∞).

(b) Oborem hodnot cyklometrických funkćı jsou intervaly:

H(arcsin) =
⟨
−π

2
, π
2

⟩
, H(arccos) = ⟨0, π⟩, H(arctg ) = (−π

2
, π
2
), H(arccotg ) = (0, π).

(c) Funkce arcsinx a arctg x jsou rostoućı, funkce arccosx a arccotg x klesaj́ıćı.

(d) Funkce arcsinx a arccotg x jsou konkávńı pro x ≤ 0 a konvexńı pro x ≥ 0,
funkce arccosx a arctg x jsou konvexńı pro x ≤ 0 a konkávńı pro x ≥ 0
a všechny maj́ı inflexńı bod x = 0.

(e) Pro x ∈ ⟨−1, 1⟩ plat́ı arcsinx+ arccosx = π
2
,

(f) pro x ∈ R plat́ı arctg x+ arccotg x = π
2
.
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Hyperbolické funkce
Pro úplnost uvedeme ještě hyperbolické funkce, které maj́ı podobné vlastnosti jako gonio-

metrické funkce a nacházej́ı využit́ı v některých aplikaćıch.

Definice 4.30. (Hyperbolické funkce) Funkce hyperbolický sinus označovaný sinhx
a hyperbolický kosinus označovaný coshx jsou definovány pomoćı exponenciálńı funkce:

sinhx =
1

2

[
ex − e−x

]
, coshx =

1

2

[
ex + e−x

]
.

Definičńım oborem funkćı sinhx, coshx je celé R, obor hodnot funkce sinh x je celé R a funkce
cosh je ⟨1,∞). Funkce sinhx je lichá, coshx je sudá.

Podobně hyperbolický tangens označený tgh a hyperbolický kotangens cotgh jsou defi-
novány jako pod́ıl hyperbolického sinu a kosinu:

tghx =
sinhx

coshx
≡ ex − e−x

ex + e−x
, cotghx =

coshx

sinhx
≡ ex + e−x

ex − e−x
.

Funkce tanh x je definovaná a rostoućı na celém R s oborem hodnot (−1, 1). Funkce cotghx
je klesaj́ıćı na obou

”
částech“: levé záporné definované na (−∞, 0) s hodnotami (−∞,−1) a

pravé kladné zobrazuj́ıćı (0,∞) na (1,∞). Obě funkce jsou liché.

−3 −2 −1 0 1 2 3

y

4

3

2

−1

−2

−3

x−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

y

4

3

2

1

−1

−2

−3

sinhxcoshx

tghx

cotghx

cotghx

Obr. 4.22: Grafy hyperbolických funkćı sinhx, coshx a funkćı tghx, cotghx.

V kurzu Matematika 3 uvid́ıme, že funkce sinx a cos x souvisej́ı s exponenciálńı funkćı
rozš́ı̌renou na komplexńı č́ısla. Plat́ı totiž podobné vzorce

sinx =
1

2 i

[
e ix − e− ix

]
a cosx =

1

2

[
e ix + e− ix

]
,

kde i je imaginárńı jednotka i2 = −1. V literatuře lze také naj́ıt zkrácený symbol sh pro hyper-
bolický sinus, ch pro hyperbolický kosinus, th pro hyperbolický tangens a coth pro hyperbolický
kotangens.
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Náčrty graf̊u transformovaných funkćı

Dosud jsme se zabývali elementárńımi funkcemi v základńım tvaru. Studenti maj́ı znát, jak
se změńı graf funkce při jednoduchých transformaćıch. Budeme se zabývat lineárńımi transfor-
macemi jednak hodnoty, tj. závislé proměnné y, a také nezávislé proměnné x.

x

y

f(x)

f(x) + 1

f(x)− 1

0 1

1

−1

x

y

f(x)

3 f(x)

1
2 f(x)

−f(x)

−2 f(x)

0

Obr. 4.23: Posunut́ı hodnot funkce a násobek hodnot funkce.

Věta 4.31. (Změna hodnoty funkce, tj. závisle proměnné y) Mějme funkci f(x) s de-
finičńım oborem D(f) = ⟨a, b⟩ a oborem hodnot H(f) = ⟨A,B⟩. Potom při následuj́ıćıch
změnách funkce se definičńı obor neměńı, měńı se však obor hodnot a graf funkce:

(a) přičteńı konstanty f(x)+D: obor hodnot se posune o D na ⟨A + D,B + D⟩. Graf se
přitom posune o D nahoru při D > 0 a o |D| dol̊u v př́ıpadě D < 0.

(b) násobek hodnoty C·f(x): obor hodnot se zvětš́ı C-krát na ⟨CA,CB⟩ (př́ıpadně ⟨CB,CA⟩
pokud C < 0) a graf se C-krát ve svislém směru

”
roztáhne“ pokud C > 1 nebo

”
stáhne“

pokud 0 < C < 1. V př́ıpadě záporného C < 0 se graf natáhne nebo stáhne |C|-krát a
nav́ıc

”
překloṕı“ okolo osy x.

(c) absolutńı hodnota |f(x)|: záporné hodnoty grafu funkce (pokud existuj́ı) se
”
překloṕı“

na kladné hodnoty grafu, kladné hodnoty se neměńı.

• Pokud A > 0 obor hodnot H(f) (ani graf funkce) se neměńı.
• Pokud A < 0 < B, potom obor hodnot bude H(f) = ⟨0,max(−A,B)⟩.
• Pokud A < B < 0, potom H(f) = ⟨−B,−A⟩.

(d) maximum max(f(x), g(x)) dvou funkćı f(x) a g(x) se stejným definičńım oborem.
Bereme vždy graf

”
horńı“ funkce, tj. té funkce, která má na intervalu větš́ı hodnoty.

Tam, kde je f(x) ≥ g(x), vezmeme f(x), tam kde f(x) < g(x), vezmeme g(x).

(e) minimum min(f(x), g(x)) dvou funkćı f(x) a g(x) se stejným definičńım oborem.
Bereme vždy graf

”
dolńı“ funkce, tj. té funkce, která má na intervalu menš́ı hodnoty.

x

y

f(x)

|f(x)|

0 x

y

f(x)

g(x)

min(f(x), g(x))

max(f(x), g(x))

Obr. 4.24: Graf absolutńı hodnoty funkce a graf maxima a minima dvou funkćı.

Při transformaci argumentu funkce je situace je jiná. Obor hodnot se neměńı (kromě př́ıpadu
absolutńı hodnoty), měńı se definičńı obor a to obráceně než hodnoty v předchoźım př́ıpadě:
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x

y
f(x+ 2) f(x) f(x− 2)

−2 0 2

1

x

yf(−x) f(2x) f(x) f
(
x
2

)

Obr. 4.25: Graf funkce a definičńı obor posunutého argumentu f(x+ d) a násobku argumentu f(cx).

Věta 4.32. (Změna argumentu funkce, tj. nezávisle proměnné x) Mějme funkci f(x)
s definičńım oborem D(f) = ⟨a, b⟩ a oborem hodnot H(f) = ⟨A,B⟩. Potom při lineárńı změně
argumentu se obor hodnot neměńı, měńı se však definičńı obor a graf funkce:

(a) přičteńı konstanty f(x+d): definičńı obor se posune o −d na ⟨a−d, b−d⟩. Graf funkce
se přitom posune o d doleva při d > 0 a o |d| doprava při d < 0.

(b) násobek argumentu f(cx): definičńı obor se
”
zúž́ı“ c-krát na (a

c
, b
c
) (př́ıpadně ( b

c
, a
c
) pro

c < 0). Graf se c-krát ve
”
vodorovném“ směru

”
zúž́ı“ pokud c > 1 nebo

”
roztáhne“ při

0 < c < 1. V př́ıpadě záporného c < 0 se graf natáhne nebo stáhne |c|-krát na š́ı̌rku a
nav́ıc

”
překloṕı“ okolo osy y.

(c) absolutńı hodnota f(|x|): pro kladné x se graf funkce neměńı. Graf f(x) pro záporná x
zmiźı, mı́sto něho zde bude graf funkce pro kladné x

”
překlopený“ kolem osy y.

• Pokud a > 0 definičńı obor D(f) ani obor hodnot H(f) se neměńı.
• Pokud a ≤ 0 ≤ b, potom definičńı obor bude ⟨−b, b⟩ a obor hodnot bude oborem

hodnot funkce f(x) na intervalu ⟨0, b⟩.
• Pokud a < b < 0, potom f(|x|) nebude definována pro žádné x.

x

y

f(x)

f(|x|)

f(x)

f(|x|)

0 x

y
f(|x|)

f(x)

f(|x|)

Obr. 4.26: Graf a definičńı obor absolutńı hodnoty argumentu f(|x|), př́ıpad a < 0 < b a 0 < a < b.

Poznámky 4.33.

(a) Necht’ konstanty d,D jsou kladné. Pamatujte si, že při f(x)+D se graf posouvá nahoru,
zat́ımco f(x+d) obráceně, tj. doleva. Pro c, C > 1 se graf funkce C · f(x) roztahuje na
výšku, zat́ımco při f(c·x) se graf neroztahuje, ale zužuje na š́ı̌rku.

(b) Jestliže funkce f(x) je definována pro x ∈ ⟨a, b⟩, potom definičńı obor funkce f(cx + d)
zjist́ıme nejsnáze řešeńım nerovnice a ≤ cx + d ≤ b. Např́ıklad při hledáńı definičńıho
oboru funkce arcsin(3−x

5
) postupujeme takto: funkce arcsinx je definována pro x splňuj́ıćı

−1 ≤ x ≤ 1. V této nerovnici x nahrad́ıme výrazem 3−x
5

a řeš́ıme nerovnici −1 ≤ 3−x
5

≤ 1.

Úpravou dostáváme −5 ≤ 3− x ≤ 5 odkud plyne −2 ≤ x ≤ 8, tj. x ∈ ⟨−2, 8⟩.
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