
4. Funkce 4C. Polynomy a racionálńı lomené funkce

4C. Polynomy a racionálńı lomené funkce
Polynomy a racionálńı funkce maj́ı zvláštńı význam zejména v numerické a aplikované matema-
tice. Patř́ı mezi tzv. algebraické funkce, ke kterým patř́ı také funkce s odmocninami. Polynomy
a racionálńı funkce jsou totiž jediné funkce, které dovedeme vyč́ıslit pomoćı operaćı sč́ıtáńı,
násobeńı a děleńı. Pokud potřebujeme vyč́ıslit tzv. transcendentńı funkci (exponenciálńı, loga-
ritmická, sinus, kosinus, atd.) v konkrétńım bodě, použijeme vhodný polynom, který nám dá
s požadovanou přesnost́ı hodnotu funkce.

Polynomy
Polynomy (mnohočleny) jsou nejjednodušš́ı funkce, vzniknou lineárńı kombinaćı mocnin

proměnné x. Stupeň polynomu je nejvyšš́ı mocnina proměnné x. Podle koeficient̊u rozlǐsujeme
polynomy reálné a komplexńı a podle proměnné na polynomy v reálném oboru, kdy definičńım
oborem je množina reálných č́ısel R a polynomy v komplexńım oboru, kdy definičńım oborem
je množina komplexńıch č́ısel C.

Definice 4.34. (Polynomy) Polynom (česky mnohočlen) stupně n je funkce tvaru

P (x) =
n∑

i=0

ai x
i = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a0 ,

kde č́ısla an, . . . , a1, a0 nazýváme koeficienty, koeficient při nejvyšš́ı mocnině však muśı být
nenulový: an ̸= 0. Koeficient a0 se nazývá absolutńı člen polynomu a n je stupeň polynomu,
ṕı̌seme St(P (x)) = n. Když chceme zd̊uraznit, že polynom je stupně n, ṕı̌seme Pn(x).

Polynom, který má za koeficienty a0, . . . , an reálná č́ısla, nazýváme reálným polynomem,
pokud koeficienty mohou být i komplexńı č́ısla, mluv́ıme o komplexńım polynomu.

Pokud za x bereme jenom reálná č́ısla, tj. x ∈ R, mluv́ıme o polynomu v reálném oboru,
připoušt́ıme-li x z komplexńıho oboru, tj. x ∈ C, mluv́ıme polynomu v komplexńım oboru.

Poznámky 4.35.

(a) Každý reálný polynom je také komplexńı, nebot’ každé reálné č́ıslo je i komplexńı.

(b) Budeme se zabývat hlavně reálnými polynomy v reálném oboru, které každému reálnému
č́ıslu x přǐrazuj́ı reálné č́ıslo P (x). Důležité budou i reálné polynomy v komplexńım oboru
a také obecné komplexńı polynomy v komplexńım oboru.

(c) Polynom druhého stupně nazýváme kvadratickým polynomem, třet́ıho stupně kubickým
polynomem. Polynom P (x) = a0 ̸= 0 je polynomem nultého stupně, polynom P (x) = 0
nazýváme nulový polynom; jeho stupeň se někdy definuje jako−1. Obvykle předpokládáme,
že stupeň polynomu je alespoň jedna.

(d) Př́ıkladem polynomu prvńıho stupně je P1(x) = x−2, druhého stupně P2(x) = x2−5x+6,
třet́ıho stupně P3(x) = x3 − 3x, atd. Polynom n-tého stupně je tak jednoznačně určen
n+ 1 koeficienty an, an−1, . . . , a1, a0.

(e) Polynom s prvńım koeficientem an = 1, tj.

Pn(x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a2x

2 + a1x+ a0 ,

nazýváme normovaný polynom nebo polynom v normovaném tvaru. Každý polynom
stupně n vyděleńım prvńım koeficientem an lze převést na normovaný, protože an ̸= 0.
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Operace s polynomy
Připomeňme vlastnosti operaćı s polynomy, které plat́ı pro reálné i pro komplexńı polynomy,

v reálném i komplexńım oboru. Polynom lze násobit č́ıslem, sč́ıtat (a odč́ıtat) a násobit:

Věta 4.36. (Operace s polynomy) Bud’ P (x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0 polynom stupně n

a Q(x) = bmx
m + · · ·+ b1x+ b0 polynom stupně m. Potom plat́ı:

(a) Polynomy P (x) a Q(x) jsou si rovny, pokud jsou stejného stupně a maj́ı stejné koeficienty,
tj. jejich rozd́ıl P (x)−Q(x) je nulový polynom.

(b) Pro č́ıslo c ̸= 0 je násobek cP (x) polynomem stejného stupně s koeficienty cai.

(c) Součet P (x)+Q(x) je polynomem stupně max(n,m) s koeficienty ai+ bi, pokud n > m,
potom pro i > m je bereme bi = 0.

(d) Součin P (x) ·Q(x) je polynom stupně n+m s koeficienty ck rovnými součtu
∑

aibj přes
i ∈ {0, 1, . . . , n}, j ∈ {0, 1, . . . ,m} splňuj́ıćım i+ j = k, tj. c0 = a0b0, c1 = a0b1 + a1b0,
c2 = a0b2 + a1b1 + a2b0, . . . , cn+m−1 = an−1bm + anbm−1, a cn+m = anbm.

Sč́ıtáńı i násobeńı polynomů má stejné vlastnosti jako sč́ıtáńı a násobeńı č́ısel:

Věta 4.37. Sč́ıtáńı a násobeńı polynomů je komutativńı a asociativńı

Q(x) + P (x) = P (x) +Q(x) , Q(x) · P (x) = P (x) ·Q(x) ,

(P (x)+Q(x))+R(x) = P (x)+(Q(x)+R(x)) , (P (x) ·Q(x)) ·R(x) = P (x) · (Q(x) ·R(x))

a obě operace jsou spojeny distributivńım zákonem:

(P (x) +Q(x)) ·R(x) = P (x) ·R(x) +Q(x) ·R(x) .

Tak jako celá nesoudělná č́ısla, také polynomy nelze vždy dělit. Pokud je dělitel nenulový,
lze je však dělit se zbytkem:

Věta 4.38. (Děleńı polynomů se zbytkem) Bud’ P (x) polynom stupněm aQ(x) nenulový
polynom stupně n, n ≤ m. Potom existuje právě jeden polynom Pp(x) stupně m− n zvaný
pod́ıl a polynom Pr(x) stupně r, r < n zvaný zbytek takový, že plat́ı

P (x)

Q(x)
= Pp(x) +

Pr(x)

Q(x)
, neboli P (x) = Pp(x) ·Q(x) + Pr(x) .

Kořeny polynomu

Definice 4.39. (Kořen) Každé č́ıslo α takové, že plat́ı P (α) = 0 se nazývá kořen polynomu
P (x). Č́ıslo α může být reálné nebo komplexńı podle oboru, ve kterém pracujeme.

Poznámka. Každý kořen α polynomu P (x) je tedy řešeńım rovnice P (x) = 0, tj. plat́ı

anα
n + an−1α

n−1 + · · ·+ a2α
2 + a1α+ a0 = 0 .

Studijńı text ÚM FSI VUT v Brně 23
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Graf funkce P (x) prot́ıná osu x v bodech, které jsou reálnými kořeny polynomu P (x). Toho lze
využ́ıt při řešeńı nerovnic grafickou cestou.

Př́ıklady 4.40.

(a) Funkce P (x) = x2 +4x− 5 je reálný polynom druhého stupně a x2 +4x− 5 = 0 př́ıslušná
algebraická rovnice druhého stupně, tzv. kvadratická rovnice. Známým vzorcem pro řešeńı
kvadratické rovnice nebo rozkladem x2+4x−5 = (x−1)(x+5) lze zjistit, že jak polynom
tak rovnice maj́ı stejné kořeny α1 = 1 a α2 = −5.

Grafem polynomu je parabola, která prot́ıná osu x v bodech −5 a 1. Z grafu je vidět, že
řešeńım nerovnice x2 + 4x − 5 < 0 je interval (−5, 1). Polynom v reálném i komplexńım
oboru má dva reálné kořeny α1 = 1 a α2 = −5, které jsou i komplexńı.

(b) Funkce P (x) = x4 − 1 je reálný polynom 4. stupně. Úpravou na tvar P (x) = x4 − 1 =
= (x − 1)(x + 1)(x2 + 1) je vidět, že polynom v reálném oboru má dva kořeny α1 = 1 a
α2 = −1. Rozkladem x2+1 = (x− i)(x+ i) zjist́ıme, že polynom má v komplexńım oboru
daľśı dva ryze imaginárńı kořeny α3 = i a α4 = − i, tj. celkem čtyři komplexńı kořeny. Lze
jej tedy zapsat ve tvaru P (x) = x4 − 1 = (x− 1)(x+ 1)(x− i)(x+ i) .

(c) Funkce P (x) = x3+1 je reálný polynom třet́ıho stupně. Rozklad pomoćı vzorce A3+B3 =
= (A + B)(A2 − AB + B2) dává P (x) = (x + 1)(x2 − x + 1). Vid́ıme, že polynom má
jeden reálný kořen α1 = 1. Řešeńım kvadratické rovnice x2 − x + 1 = 0 dostáváme daľśı
dva komplexńı kořeny α2 =

1
2
(1 +

√
3 i) a α2 =

1
2
(1−

√
3 i), celkem tři komplexńı kořeny.

Polynom tak lze zapsat ve tvaru

P (x) = x3 + 1 = (x+ 1)

(
x− 1

2
(1 +

√
3 i)

)(
x− 1

2
(1−

√
3 i)

)
.

Kořeny polynomu v komplexńım oboru

Základńım problémem teorie polynomů je, zda daný polynom má kořen a kolik jich je. Vı́me,
že polynom prvńıho stupně P (x) = ax + b, a ̸= 0 má jeden kořen α = −b/a, reálný polynom
druhého stupně P (x) = ax2+bx+c, a ̸= 0 podle teorie kvadratických rovnic má bud’ dva reálné
kořeny pokud diskriminant D = b2 − 4ac je kladný, jeden reálný dvojnásobný pokud D = 0
a dvojici komplexně sdružených kořen̊u, pokud je diskriminant záporný, tj. v každém př́ıpadě
dva kořeny v komplexńım oboru. Jak to vypadá u polynomů vyšš́ıho stupně? V předchoźıch
př́ıkladech měl polynom čtvrtého stupně 4 kořeny a polynom třet́ıho stupně 3 kořeny.

Z grafu reálného polynomu P (x) = xn+ an−1x
n−1+ · · ·+ a1x+ a0 lichého stupně v reálném

oboru je vidět, že má alespoň jeden reálný kořen, protože nejvyšš́ı mocnina xn (která
”
přemůže“

pro velká x nižš́ı mocniny) je lichá a jde od
”
minus nekonečna“ do

”
plus nekonečna“. Muśı proto

protnout osu x v nějakém bodě, který je kořenem polynomu. Reálný polynom sudého stupně
však osu x protnout nemuśı, protože jeho graf

”
jde“ od

”
plus nekonečna“ do

”
plus nekonečna“.

Na otázku, zda každý polynom má kořen, odpov́ıdá d̊uležitá tzv. základńı věta algebry:

Věta 4.41. (Základńı věta algebry) Každý polynom stupně n ≥ 1 má v komplexńım
oboru alespoň jeden komplexńı kořen. Plat́ı to pro každý reálný i komplexńı polynom.

Poznámky 4.42.

(a) Existuje několik d̊ukaz̊u této slavné věty. Důkaz však vynecháme, protože k jeho provedeńı
nám zat́ım chyb́ı prostředky.
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(b) Vı́me už, že každý polynom alespoň prvńıho stupně má kořen. Druhou otázkou je:
”
Kolik

těch kořen̊u je?“ Nejdř́ıv si muśıme ujasnit, jakým zp̊usobem budeme počet kořen̊u poč́ıtat.
Uvažujme reálný kvadratický polynom P (x) = ax2 + bx + c. Pokud diskriminant D =
b2 − 4ac je kladný, polynom má dva reálné kořeny α1,2 = (−b ±

√
D)/(2a) a lze ho

zapsat ve tvaru tzv. kořenového součinu P (x) = a(x − α1)(x − α2). Pokud diskriminant
je záporný, máme dva kořeny komplexně sdružené α1,2 = (−b ± i

√
−D)/(2a) a polynom

lze zapsat ve stejném tvaru. V př́ıpadě nulového diskriminantu však existuje jenom jeden
kořen α = −b/(2a). Také v tomto př́ıpadě lze polynom zapsat ve tvaru tzv. kořenového
součinu P (x) = a(x− α)2, ř́ıkáme proto, že tento kořen je dvojnásobný.

(c) Kořeny poč́ıtáme s jejich
”
násobnost́ı“, tj. podle rozkladu polynomu do kořenového součinu

P (x) = an(x− α1)(x− α2) · · · (x− αn) .

Existuje takový rozklad? Pomoćı následuj́ıćıho tvrzeńı existenci snadno dokážeme.

Věta 4.43. Bud’ Pn(x) polynom stupně n > 1 a α jeho kořen. Potom existuje polynom
Pn−1(x) stupně n− 1 takový, že Pn(x) = (x− α)Pn−1(x) .

Důkaz tvrzeńı je jednoduchý, proto ho uvedeme. Bud’ Pn(x) = xn+an−1x
n−1+ · · ·+a1x+a0

a α jeho kořen, tj. Pn(α) = 0. Potom

Pn(x) = Pn(x)−Pn(α) = (xn−αn)+an−1(x
n−1−αn−1)+· · ·+a2(x

2−α2)+a1(x−α)+a0(1−1).

Pomoćı vzorce ak − bk = (a − b)(ak−1 + ak−2b + ak−3b2 + · · · + abk−2 + bk−1) lze každý výraz
xk −αk rozložit do tvaru (x−α)(xk−1+xk−2α+ · · ·+xαk−2+αk−1) a ze všech člen̊u vytknout
výraz (x− α). T́ım je tvrzeńı dokázáno. �

Necht’ Pn(x) je polynom stupně n ≥ 1. Ze Základńı věty algebry plyne, že Pn(x) má alespoň
jeden kořen α1. Podle předchoźıho tvrzeńı existuje polynom Pn−1(x) takový, že plat́ı Pn(x) =
(x−α1)Pn−1(x). Polynom Pn−1(x) stupně n−1 má podle Základńı věty algebry opět kořen α2 a
podle předchoźıho tvrzeńı existuje polynom Pn−2(x) stupně n−2, že Pn−1(x) = (x−α2)Pn−2(x).
Takto postupujeme, dokud stupeň polynomu Pk(x) je větš́ı než 1. �

Následuj́ıćı věta měla pro celou algebru opravdu základńı význam v dobách, kdy se algebra
zabývala studiem č́ıselných struktur. Platnost věty tušili již itaľst́ı matematikové v 16. stolet́ı,
ale prvńı jej́ı správný a úplný d̊ukaz nalezl teprve C. F. Gauss v roce 1799.

Věta 4.44. Každý polynom P (x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 stupně n ≥ 1 má právě

n kořen̊u v komplexńım oboru v následuj́ıćım smyslu:

Existuj́ı (ne nutně r̊uzná) komplexńı č́ısla α1, . . . , αn taková, že

P (x) = (x− α1)(x− α2) · · · (x− αn) .

Pokud se v n-tici kořen̊u α1, . . . , αn vyskytuj́ı dvě stejná č́ısla α, č́ıslo α nazveme dvojná-
sobným kořenem, pokud se v součinu vyskytuj́ı tři stejná č́ısla α, je to trojnásobný kořen.
Polynom tak s násobnostmi mi lze zapsat ve tvaru

P (x) = (x− α1)
m1 (x− α2)

m2 · · · (x− αk)
mk ,

přičemž pro násobnosti kořen̊u plat́ı m1 +m2 + · · ·+mk = n.
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Kořeny reálného polynomu v komplexńım oboru

Uvažujme polynom P (x) stupně n s reálnými koeficienty ai. Pokud komplexńı č́ıslo β =
β1+ iβ2 (β1, β2 ∈ R) je kořenem polynomu P (x), potom komplexně sdružené č́ıslo β = β1− iβ2

je také kořenem polynomu P (x). Skutečně, ze vztahu α · β = α · β plyne (β)k = (βk), a tedy
pro jejich lineárńı kombinaci s reálnými ai plat́ı P (β) = P (β) = 0. Proto je-li č́ıslo β kořenem
P (x), je kořenem i č́ıslo β a oba kořeny maj́ı stejnou násobnost. Důsledkem je následuj́ıćı věta:

Věta 4.45. Každý reálný polynom stupně n ≥ 1 v komplexńım oboru má bud’ reálné kořeny
α nebo dvojice komplexně sdružených kořen̊u β, β.

Polynom P (x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 s reálnými koeficienty ai má kořenový součin

ve tvaru součinu mocnin dvojčlen̊u (x− α) a nerozložitelných trojčlen̊u (x2 + qx+ r), tedy

P (x) = (x− α1)
m1(x− α2)

m2 · · · (x− αk)
mk (x2 + q1x+ r1)

n1 · · · (x2 + qℓx+ rℓ)
nℓ ,

přičemž m1 +m2 + · · ·+mk + 2(n1 + n2 + · · ·+ nℓ) = n a q2j − 4rj < 0.

Trojčleny (x2 + qx+ r) nelze v reálném oboru rozložit, protože jejich diskriminant q2 − 4r je
záporný. V komplexńım oboru však maj́ı rozklad (x2 + qx+ r) = (x− β)(x− β).

Př́ıklady 4.46.

(a) Polynom P2(x) = x2 − 2x + 1 má jeden dvojnásobný kořen 1 (v reálném i komplexńım
oboru), protože P2(x) = x2 − 2x+ 1 = (x− 1)2.

(b) Polynom P4(x) = x4 + x3 trojnásobný kořen 0 a jednoduchý kořen 1, protože ho lze
zapsat ve tvaru P4(x) = x4 + x3 = x3(x− 1).

(c) Reálný polynom P2(x) = x2 + 1 nemá kořeny v reálném oboru, v komplexńım má dva
jednoduché kořeny − i a i, protože P2(x) = x2 + 1 = (x+ i)(x− i).

(d) Polynom P4(x) = x4 − 16 je reálný polynom. Má dva reálné kořeny 2,−2 a jednu dvojici
komplexně sdružených kořen̊u ±2 i; v komplexńım oboru má tedy 4 kořeny 2,−2, 2 i,−2 i:

P4(x) = x4 − 16 = (x− 2)(x+ 2)(x2 + 4) = (x− 2)(x+ 2)(x− 2 i)(x+ 2 i) .

(e) Polynom P3(x) = x3 + 12x2 + 6x+ 8 má trojnásobný reálný kořen −2. Lze jej rozložit:

P3(x) = x3 + 6x2 + 12x+ 8 = (x+ 2)3 .

(f) Polynom P4(x) = x4 + 4 má čtyři komplexńı kořeny, které tvoř́ı dvě dvojice komplexně
sdružených kořen̊u 1± i a −1± i, protože

P4(x) = x4+4 = (x2+2x+2)(x2−2x+2) = (x−1− i)(x−1+ i)(x+1− i)(x+1+ i) .

(g) Polynom P4(x) = x4 + 2x2 + 1 má jednu dvojici dvojnásobných komplexně sdružených
kořen̊u ± i, protože

P4(x) = x4 + 2x2 + 1 = (x2 + 1)2 = (x− i)2 (x+ i)2 .
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Problém určováńı kořen̊u

Máme-li polynom stupně n, v́ıme, že má v komplexńım oboru s násobnostmi n kořen̊u.
Otázkou je, zda existuje nějaký univerzálńı algoritmus na hledáńı kořen̊u polynomu. Pro po-
lynomy prvńıho a druhého stupně jsou to kořeny lineárńı a kvadratické rovnice, jejichž řešeńı
bylo známo již ve starověku.

Poznámka 4.47. Již v 16. stolet́ı byly známy vzorce také pro řešeńı rovnice třet́ıho stupně
(kubické) a čtvrtého stupně. Tyto tzv. Cardanovy vzorce (viz např. Rektorys: Přehled užité
matematiky 1, § 1.20), pro praktický výpočet však vhodné nejsou, protože obsahuj́ı třet́ı od-
mocniny z komplexńıch č́ısel, které je možno vyč́ıslit jen pomoćı hodnot funkćı sinx a cos x.

Dlouhou dobu se matematikové snažili nalézt podobné vzorce pro kořeny polynomů
stupně 5 a 6. Za vzorec se přitom považuje postup obsahuj́ıćı konečně mnoho aritmetických
operaćı (sč́ıtáńı, násobeńı a děleńı) a odmocnin. Teprve v polovině 19. stolet́ı dokázal fran-
couzský matematik Évariste Galois (1811-1832), že takové obecné vzorce pro polynomy stupně
pátého a vyšš́ıho neexistuj́ı.

Poznámky 4.48. V řadě př́ıpad̊u lze zjistit i kořeny polynomu vyšš́ıho stupně. Je to v př́ıpadě,
kdy reálný polynom s celoč́ıselnými koeficienty má celoč́ıselné nebo racionálńı kořeny, což ve
školńıch př́ıkladech lze očekávat — v praxi je to však sṕı̌se výjimečné.

(a) Pokud absolutńı člen chyb́ı, tj. a0 = 0, kořenem je nula. Pokud nav́ıc ai = 0 pro i < k a
ak ̸= 0), lze z polynomu vytknout mocninu xk. V tomto př́ıpadě je 0 k-násobným kořenem.
V daľśım budeme proto předpokládat, že a0 ̸= 0.

(b) Roznásobme rozklad polynomu P (x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a2x

2 + a1x+ a0

P (x) = (x−α1)(x−α2) · · · (x−αn) = xn−(α1+α2+· · ·+αn)x
n−1+· · ·+(−1)nα1 α2 . . . αn .

Porovnáńım absolutńıch člen̊u zjist́ıme

a0 = (−1)nα1 α2 . . . αn .

Pokud polynom má jenom celoč́ıselné kořeny, potom tyto kořeny děĺı beze zbytku absolutńı
člen a0. Dělitel̊u a0 je konečně mnoho. Rozkladem na prvoč́ısla zjist́ıme všechny dělitele
a0. Pozor, s každým přirozeným č́ıslem α je dělitelem také č́ıslo −α a vždy č́ısla 1 a −1.
Dosazeńım dělitel̊u do polynomu zjist́ıme, které z nich jsou kořeny.

(c) Porovnáńım koeficient̊u u xn−1 dostáváme součet všech kořen̊u

α1 + α2 + · · ·+ αn = − an−1 ,

což může pomoci při kontrole, nebo při dopoč́ıtáváńı posledńıch kořen̊u.

(d) Když zjist́ıme, že polynom P (x) stupně n má kořen α, potom polynom P (x) vyděĺıme
dvojčlenem (x− α), č́ımž źıskáme polynom stupně o jedničku nižš́ı, tj. stupně n− 1.

(e) Polynom Pn(x) = anx
n + · · · + a1x + a0 s celoč́ıselnými koeficienty zač́ınaj́ıćı an r̊uzným

od ±1, 0, nesoudělńımi koeficienty ai a a0 ̸= 0 může mı́t za kořeny racionálńı č́ısla. Jestliže
takovýto polynom má jenom racionálńı kořeny αi = pi/qi s nesoudělnými pi ∈ Z, qi ∈ N,
potom jeho kořenový součin se skládá ze součinu celoč́ıselných dvojčlen̊u (qix − pi). Jeho
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kořenový rozklad lze napsat v celoč́ıselném tvaru Pn(x) = (q1x−p1)(q2x−p2) · · · (qnx−pn).
Roznásobeńım tohoto rozkladu dostaneme

Pn(x) = q1 q2 · · · qn xn + · · ·+ (−1)np1 p2 · · · pn .

Porovnáńım koeficient̊u u xn zjist́ıme an = q1 q2 · · · qn a porovnáńı absolutńıch člen̊u dává
a0 = (−1)np1 p2 · · · pn, odkud plyne tvrzeńı pro polynomy s celoč́ıselnými koeficienty:

Je-li αi = pi/qi kořen polynomu, potom pi děĺı koeficient a0 a qi děĺı koeficient an.

Tvrzeńı dává kandidáty na kořeny polynomu, které nutno ověřit dosazeńım do polynomu.
Pokud však polynom nemá racionálńı kořeny, kořeny takto nedostaneme.

(f) Porovnáńım člen̊u u mocniny xn−1 v předchoźım př́ıpadě dostáváme rovnost

α1 + α2 + · · ·+ αn = −an−1/an.

Vyč́ısleńı hodnoty polynomu nám urychĺı tzv. Hornerovo schéma.

Definice 4.49. (Hornerovo schéma)
Polynom P (x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a2x

2 + a1x+ a0 lze přepsat ve tvaru

P (x) = ((· · · (((anx+ an−1)x+ an−2)x+ an−3)x+ · · ·+ a2)x+ a1)x+ a0 ,

který umožńı výpočet hodnoty polynomu n-tého stupně pomoćı 2n operaćı bez ukládáńı
mezivýsledk̊u.

Např́ıklad hodnotu P (x) = a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x+ a0 v bodě x spoč́ıtáme v 8 kroćıch:

Vezmi a4, násob x, přičti a3, násob x, přičti a2, násob x, přičti a1, násob x a přičti a0.

Výpočet lze zapsat v tabulce, C označuje hodnotu v buňce vlevo:

x a4 a3 a2 a1 a0 P (x)

x a4 C · x+ a3 C · x+ a2 C · x+ a1 C · x+ a0 P (x) = C

Spoč́ıtejme hodnotu polynomu P (x) = 2x4 − 3x3 + 2x2 − x+ 3 v bodech x = 1 a x = 3

x 2 −3 2 −1 3 P (x)

1 2 −1 1 0 3 P (1) = 3

3 2 3 11 32 99 P (3) = 99

Př́ıklad 4.50. Nalezněte všechny racionálńı kořeny polynomu P (x) = 4x3 − 8x2 − 11x− 3.

Řešeńı: Podle předchoźı Poznámky (e) vytipujeme č́ısla p a q racionálńıho kořene α = p/q:

p děĺı − 3 =⇒ p = 1, −1, 3, −3 ; q děĺı 4 =⇒ q = 1, 2, 4.

Vyṕı̌seme všechny možné hodnoty p/q:

p

q
: 1, −1,

1

2
, −1

2
,
1

4
, −1

4
, 3, −3,

3

2
, −3

2
,
3

4
, −3

4
.
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4. Funkce 4C. Polynomy a racionálńı lomené funkce

Ověřeńı, který z uvedených kandidát̊u je kořenem polynomu P (x), provedeme Hornerovým
schématem, podle něhož zjist́ıme, že −1

2
a 3 jsou kořeny. Protože se jedná o polynom třet́ıho

stupně, jeden kořen nám chyb́ı, nebo jeden z kořen̊u je dvojnásobný. Třet́ı kořen zjist́ıme bud’

děleńım polynomů: P (x) : Q(x), kde Q(x) = (x − 3)(2x + 1), nebo dosazeńım již známých
kořen̊u do vztah̊u a3 = q1 q2 q3 a a0 = (−1)np1 p2 p3 z předchoźı poznámky. Rovnost 4 = 2 ·1 · p3
dává p3 = 2 a 3 = −1 · 3 · q3 = 1 dává p3 = −1. Kořen α3 = p3/q3 = −1

2
je tedy dvojnásobný.

Př́ıklad 4.51. Určete polynom nejnižš́ıho stupně tak, aby α1 = 0 byl jednoduchý kořen,
α2 = −1 byl dvojnásobný kořen, α3 = i a α4 = − i.

Řešeńı: P (x) =
(
x−0

)(
x−(−1)

)2(
x− i

)(
x−(− i)

)
= x(x+1)2(x2+1) = x5+2x4+2x3+2x2+x.

Př́ıklady 4.52. Rozložte polynomy v reálném oboru:

(a) P (x) = x4 − 1;

(b) P (x) = 16x4 − 9;

(c) P (x) = x2 + 2x+ 5;

(d) P (x) = x3 + 1;

(e) P (x) = x4 + 1;

(f) P (x) = x8 − 16;

(g) P (x) = x5 + x4 + x3 − x2 − x− 1.

Řešeńı:

(a) P (x) = x4 − 1 = (x2 + 1)(x2 − 1) = (x2 + 1)(x+ 1)(x− 1).

(b) P (x) = 16x4−9 = 16
(
x4 − 9

16

)
= 16

(
x2 + 3

4

)(
x2 − 3

4

)
= 16

(
x2 + 3

4

)(
x+

√
3
2

)(
x−

√
3
2

)
.

(c) P (x) = x2 + 2x+ 5 nelze v reálném oboru rozložit, protože diskriminant D < 0.

(d) P (x) = x3 + 1 = (x+ 1)(x2 − x+ 1).

(e) Použijeme trik: přičteme a odečteme výraz 2x2 a využijeme vzorec a2−b2 = (a−b)(a+b):

P (x) = x4 + 1 = x4 + 2x2 + 1− 2x2 = (x2 + 1)2 − 2x2 = (x2 − x
√
2 + 1)(x2 + x

√
2 + 1).

(f) S využit́ım postupu v př́ıkladu (e) máme: P (x) = x8−16 = (x4)
2−42 = (x4+4)(x4−4) =

= (x2 − 2x+ 2)(x2 + 2x+ 2)(x2 + 2)(x−
√
2)(x+

√
2) .

(g) P (x) = x5+x4+x3−x2−x−1 = (x3−1)(x2+x+1) = (x−1)(x2+x+1)(x2+x+1) =

= (x− 1)(x2 + x+ 1)2.
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Racionálńı lomené funkce

Kromě polynomů maj́ı v praxi velký význam také racionálńı lomené funkce, které vzniknou
jako pod́ıl dvou polynomů, protože vedle polynomů i jejich hodnoty umı́me př́ımo vyč́ıslit.

Definice 4.53. Necht’ P (x) je reálný polynom stupně m a Q(x) nenulový reálný polynom
stupně n. Potom funkce

R(x) =
P (x)

Q(x)

se nazývá reálná racionálńı lomená funkce nebo jen racionálńı funkce.
Je-li m < n, mluv́ıme o ryze lomené racionálńı funkci.
Je-li m ≥ n, pak mluv́ıme o neryze lomené racionálńı funkci.

Věta 4.54. Definičńım oborem racionálńı funkce R(x) = P (x)
Q(x)

jsou všechna reálná (komplexńı)

č́ısla kromě kořen̊u polynomu Q(x), kterých je konečně mnoho.

Poznámky. V př́ıpadě, že polynomy P (x) a Q(x) v racionálńı funkci P (x)/Q(x) lze částečně

”
zkrátit“, definičńı obor funkce se může zvětšit o

”
vykrácený“ kořen. Např́ıklad zkráceńım

racionálńı funkce x−1
x2−1

≡ x−1
(x−1)(x+1)

, která je definovaná pro x ̸= ±1, dostaneme racionálńı

funkci 1
x+1

, která je definovaná pro x ̸= −1. Pro x ̸= ±1 obě funkce dávaj́ı stejné hodnoty.

Př́ıklady 4.55.

(a) Funkce
x2 + 1

x3 − 2x− 1
je ryze lomená racionálńı funkce.

(b) Funkce
x4 + x− 2

x2 − x− 1
je neryze lomená racionálńı funkce.

Podle Věty o děleńı polynomů se zbytkem lze každou neryze lomenou racionálńı funkci
vyjádřit jako součet polynomu a funkce ryze racionálńı:

Věta 4.56. Necht’ P (x) je polynom stupně m vyšš́ıho než polynom Q(x) stupně n, (m ≥ n).
Potom existuj́ı polynom Pp(x) stupně m− n a polynom Pr(x) stupně menš́ıho než n takové,
že plat́ı

P (x)

Q(x)
= Pp(x) +

Pr(x)

Q(x)
.

Tedy každou neryze lomenou racionálńı funkci P (x)/Q(x) lze rozložit na součet polynomu
Pp(x) a ryze lomené racionálńı funkce Pr(x)/Q(x).

Př́ıklad 4.57. Vyjádřete racionálńı funkce jako součet polynomu a ryze lomené racionálńı
funkce:

(a) R(x) =
−4x2 + 10x− 1

x2 − 3x+ 6
, (b) R(x) =

2x5 − x4 + 3x2 − x+ 1

x2 − 2x+ 4
.
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Řešeńı: Polynomy vyděĺıme tak, jak jsme zvykĺı ze středńı školy. Výsledek děleńı zaṕı̌seme:

(a) R(x) = −4+
−2x+ 23

x2 − 3x+ 6
, (b) R(x) = 2x3+3x2− 2x− 13+

−19x+ 53

x2 − 2x+ 4
.

Rozklad na parciálńı zlomky

Rozklad na parciálńı zlomky budeme potřebovat při integraci racionálńıch funkćı: parciálńı
zlomky budeme

”
umět“ integrovat. Pokud ukážeme, že každou ryze lomenou racionálńı funkci

lze rozložit na součet parciálńıch zlomk̊u, budeme umět integrovat všechny racionálńı funkce,
protože každou neryze lomenou racionálńı funkce už umı́me rozložit na součet ryze racionálńı
funkce a polynomu, který také budeme umět integrovat.

Definice 4.58. Zlomky tvaru

A

(x− α)k
a

Bx+ C

(x2 + px+ q)ℓ
, kde p2 − 4q < 0 , A,B,C ∈ R a k, ℓ ∈ N ,

nazýváme parciálńı zlomky.

Hlavńım výsledkem je skutečnost, že každou ryze lomenou racionálńı funkci lze rozložit na
součet parciálńıch zlomk̊u.

Věta 4.59. (Rozklad ryze lomené racionálńı funkce na parciálńı zlomky)
Necht’ P (x) je polynom stupně m a Q(x) polynom vyšš́ıho stupně n s kořenovým rozkladem

Q(x) = an(x−α1)
m1(x−α2)

m2 · · · (x−αk)
mk (x2+p1x+q1)

n1 (x2+p2x+q2)
n2 · · · (x2+pjx+qj)

nℓ ,

přičemž m1 +m2 + · · ·+mk + 2(n1 + n2 + · · ·+ nℓ) = n.

Potom existuj́ı reálná č́ısla Aij, Bij, Cij taková, že plat́ı

P (x)

Q(x)
=

m1∑
i=1

A1i

(x− α1)i
+· · ·+

mk∑
i=1

Aki

(x− αi)i
+

n1∑
j=1

B1jx+ C1j

(x2 + p1x+ q1)j
+· · ·+

nℓ∑
j=1

Bnℓjx+ Cnℓj

(x2 + pjx+ qj)j
.

Předchoźı vzorec je trochu nepřehledný, jako kontrolu lze uvést skutečnost, že počet všech
koeficient̊u Aij, Bij, Cij je roven stupni polynomu Q(x) ve jmenovateli.

Postup při rozkladu racionálńı funkce R(x) = P (x)/Q(x) na parciálńı zlomky.

(1) Pokud stupeň čitatele P (x) je větš́ı nebo roven stupni jmenovatele Q(x), děleńım se zbyt-
kem

”
odštěṕıme“ z funkce R(x) polynom Pp(x), abychom dostali ryze lomenou racionálńı

funkci Pr(x)/Q(x), tedy

R(x) =
P (x)

Q(x)
= P0(x) +

Pr(x)

Q(x)
.

(2) Jmenovatel Q(x) rozlož́ıme na kořenový součin v reálném oboru:

Q(x) = an(x− α1)
m1 · · · (x− αk)

mk (x2 + p1x+ q1)
n1 · · · (x2 + pℓx+ qℓ)

nℓ .
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(3) Naṕı̌seme tvar rozkladu Pr(x)/Q(x) na parciálńı zlomky s neurčitými koeficienty. Na levou
stranu dáme ryze lomenou racionálńı funkci Pr(x)/Q(x). Na pravou stranu pak součet
následuj́ıćıch tzv. parciálńıch zlomk̊u:

(a) Za každý člen (x − αi) v kořenovém součinu jmenovatele Q(x) na pravou stranu
rozkladu přičteme zlomek s neznámým koeficientem Ai

Ai

x− αi

.

Pokud kořen αi je v́ıcenásobný, tj. v kořenovém součinu Q(x) je mocnina (x− αi)
mi ,

na pravou stranu rozkladu přičteme mi zlomk̊u s neznámými koeficienty Aij

Ai1

x− αi

+
Ai2

(x− αi)2
+ · · ·+ Aimi

(x− αi)mi
.

(b) Pokud v kořenovém rozkladu Q(x) je člen (x2 + pix + qi), kde x2 + pix + qi je ne-
rozložitelný trojčlen, tj. diskriminant D = p2i − 4qi < 0, potom na pravou stranu
rovnosti přidáme zlomek s neurčitými koeficienty Bi, Ci

Bix+ Ci

x2 + pix+ qi
.

Pokud v kořenovém rozkladu Q(x) je mocnina (x2 + pix + qi)
ni nerozložitelného

trojčlenu, potom na pravou stranu rozkladu přičteme ni zlomk̊u

Bi1x+ Ci1

x2 + pix+ qi
+

Bi2x+ Ci2

(x2 + pix+ qi)2
+ · · ·+ Bini

x+ Cini

(x2 + pix+ qi)ni
.

(4) V tomto kroku urč́ıme neurčité koeficienty Aij, Bij, Cij. Rozklad na parciálńı zlomky
s neurčitými koeficienty vynásob́ıme jmenovatelem Q(x). Na obou stranách takto źıskané
rovnosti dostaneme polynomy stupně nejvýše n − 1. Na levé straně je to polynom Pr(x)
stupně menš́ıho než n, na pravé straně součet člen̊u s neurčitými koeficienty Aij, Bij, Cij

násobených částmi kořenového rozkladu polynomu Q(x) stupně nejvýše n− 1.

(5) Využijeme skutečnosti, že dva polynomy jsou si rovny, pokud se rovnaj́ı odpov́ıdaj́ıćı koefi-
cienty stejných mocnin proměnné x. Proto porovnáme koeficienty při stejných mocninách
xi, tj. při xn−1, xn−2, . . .x1 = x a x0 = 1. Dostaneme tak soustavu n lineárńıch rovnic pro
n neznámých koeficient̊u Aij, Bij, Cij, která má vždy právě jedno řešeńı.

Pokud by nám vyšlo, že soustava rovnic nemá řešeńı, potom racionálńı lomená funkce
nebyla ryźı, nebo ve výpočtech je chyba. Také výsledek typu koeficient roven násobku x
poukazuje na chybu.

Pokud polynom má reálný kořen αi, je velmi výhodné při určováńı konstant Ai využ́ıt
následuj́ıćıho triku: Do rovnosti polynomů dosad́ıme za x kořen αi. Na levé straně dosta-
neme č́ıslo. Na pravé straně se nám všechny členy s (x−αi) nuluj́ı až na jeden s Ami

, č́ımž
dostáváme lineárńı rovnici pro Ami

, odkud př́ımo plyne hodnota Ami
.

Pokud Q(x) má jenom jednoduché reálné kořeny, můžeme tak zjistit všechny koefici-
enty a nemuśıme soustavu lineárńıch rovnic v̊ubec sestavovat. Pokud polynom Q(x) má
kořeny násobné nebo komplexně sdružené, zbývaj́ıćı konstanty nutno dopoč́ıtat ze soustavy
lineárńıch rovnic.

(6) Vypoč́ıtané hodnoty koeficient̊u dosad́ıme do rozkladu výsledného rozkladu racionálńı
funkce.
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Na třech př́ıkladech si ukážeme, jakým zp̊usobem provést rozklad a spoč́ıtat př́ıslušné koe-
ficienty Aij, Bij, Cij.

Př́ıklad 4.60. Rozložte na parciálńı zlomky funkci R(x) =
2x4 − 4x3 + 7x+ 4

x3 − x2 − 2x
.

Řešeńı: Stupeň polynomu v čitateli neńı nižš́ı než ve jmenovateli, funkce R(x) proto neńı ryze
lomená. Nutno z ńı nejdř́ıv

”
odštěpit“ polynom, aby vznikla ryze racionálńı funkce.

(1) Děleńım polynomu P (x) v čitateli polynomem Q(x) ve jmenovateli dostáváme:

(2x4 − 4x3 + 7x+ 4) : (x3 − x2 − 2x) = 2x− 2 zbytek 2x2 + 3x+ 4 .

Funkce R(x) jsme tak rozložili na součet polynomu a ryze racionálńı funkce

R(x) = 2x− 2 +
2x2 + 3x+ 4

x3 − x2 − 2x
.

(2) Rozlož́ıme jmenovatel

Q(x) = x(x2 − x− 2) = x(x+ 1)(x− 2) ,

využili jsme přitom kořeny −1, 2 kvadratické rovnice x2 − x− 2 = 0.

(3) Rozklad na parciálńı zlomky má tedy tvar:

2x2 + 3x+ 4

x3 − x2 − 2x
=

A1

x
+

A2

x+ 1
+

A3

x− 2
.

(4) Urč́ıme konstanty A1, A2, A3. Rovnost vynásob́ıme polynomem Q(x) = x(x+ 1)(x− 2):

2x2 + 3x+ 4 = A1(x+ 1)(x− 2) + A2 x(x− 2) + A3 x(x+ 1)

(5) Protože jmenovatel má tři jednoduché reálné kořeny 0, −1 a 2, k určeńı konstant použijeme
uvedený

”
trik“. Dosazeńı x = 0 dává 4 = −2A1, odkud plyne A1 = −2; dosazeńı x = −1

dává 3 = 3A2, odkud A2 = 1 a dosazeńı x = 2 dává 18 = 6A3, odkud máme A3 = 3.

Pro kontrolu uvedeme i soustavu lineárńıch rovnic, kterou bychom dostali porovnáńım
koeficient̊u u stejných mocnin proměnné x na levé a pravé straně:

x2 : 2 = A1 + A2 + A3

x1 = x : 3 = −A1 − 2A2 + A3

x0 = 1 : 4 = −2A1

a která dává stejné řešeńı.

(6) Źıskali jsme rozklad racionálńı funkce R(x) na parciálńı zlomky:

R(x) =
2x4 − 4x3 + 7x+ 4

x3 − x2 − 2x
= 2x− 2− 2

x
+

1

x+ 1
+

3

x− 2
.
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Př́ıklad 4.61. Rozložte na parciálńı zlomky funkci R(x) =
x2 − 2

x4 − 2x3 + 2x2
.

Řešeńı: Funkce R(x) je ryze lomená racionálńı funkce.

(1) Rozlož́ıme jmenovatel v reálném oboru:Q(x) = x4−2x3+2x2 = x2(x2−2x+2), kvadratický
výraz x2 − 2x+ 2 nerozkládáme, protože má záporný diskriminant.

(2) Kořen 0 je dvojnásobný, proto rozklad na parciálńı zlomky má tvar:

x2 − 2

x4 − 2x3 + 2x2
=

A1

x
+

A2

x2
+

Bx+ C

x2 − 2x+ 2
.

(3) Urč́ıme konstanty A1, A2, B, C. Rovnost vynásob́ıme polynomem Q(x) = x2(x2 − 2x+ 2):

x2 − 2 = A1x(x
2 − 2x+ 2) + A2(x

2 − 2x+ 2) + (Bx+ C)x2.

Porovnáńım koeficient̊u u př́ıslušných mocnin proměnné x na levé a pravé straně dostáváme
soustavu lineárńıch rovnic:

x3 : 0 = A1 +B
x2 : 1 = −2A1 + A2 + C
x : 0 = 2A1 − 2A2

1 : −2 = 2A2

ze které postupně urč́ıme A2 = −1, A1 = A2 = −1, B = −A1 = 1, C = 1+2A1−A2 = 0.

(4) Źıskali jsme rozklad na parciálńı zlomky:

x2 − 2

x4 − 2x3 + 2x2
= −1

x
− 1

x2
+

x

x2 − 2x+ 2
.

Př́ıklad 4.62. Rozložte na parciálńı zlomky funkci R(x) =
x3 − 4x2 + x− 2

x4 − 2x3 + 2x2 − 2x+ 1
.

Řešeńı: Funkce je ryze racionálńı lomená funkce.

(1) Rozlož́ıme jmenovatel Q(x). Součet koeficient̊u polynomu v jmenovateli 1 − 4 + 1 − 2 je
nula, prvńı kořen je proto α1 = 1. Děleńı Q(x) : (x − α1) dává výraz x3 − x2 + x − 1,
který snadno rozlož́ıme na (x−1)(x2+1). Výraz x2+1 nerozkládáme, protože má záporný
diskriminant. Źıskali jsme tak: Q(x) = (x− 1)2(x2 + 1) .

(2) Rozklad na parciálńı zlomky hledáme ve tvaru:

x3 − 4x2 + x− 2

x4 − 2x3 + 2x2 − 2x+ 1
=

A1

x− 1
+

A2

(x− 1)2
+

Bx+ C

x2 + 1
.
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(3) Spoč́ıtáme koeficienty. Rovnost vynásob́ıme jmenovatelem:

x3 − 4x2 + x− 2 = A1(x− 1)(x2 + 1) + A2(x
2 + 1) + (Bx+ C)(x− 1)2 .

Použit́ı
”
triku“, tj. dosazeńım x = 1 do rovnosti źıskáme −4 = 2A2, odkud plyne A2 = −2.

Porovnáńım koeficient̊u u př́ıslušných mocnin proměnné x na levé a pravé straně dostáváme
soustavu lineárńıch rovnic

x3 : 1 = A1 +B
x2 : −4 = −A1 + A2 − 2B + C
x : 1 = A1 −B − 2C
1 : −2 = −A1 + A2 + C ,

ze které postupně urč́ıme zbývaj́ıćı koeficienty A1 =
1
2
, B1 =

1
2
, C = −1

2
. Poznamenejme,

že když už jsme měli spoč́ıtanou hodnotu A2, v soustavě lineárńıch rovnic jsme posledńı
rovnici psát nemuseli, byla závislá na předchoźıch.

(4) Źıskáváme tak rozklad na parciálńı zlomky

x3 − 4x2 + x− 2

x4 − 2x3 + 2x2 − 2x+ 1
=

1
2

x− 1
− 2

(x− 1)2
+

1
2
x− 1

2

x2 + 1
.
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