4. Funkce 4C. Polynomy a racionalni lomené funkce

4C. POLYNOMY A RACIONALNI LOMENE FUNKCE

Polynomy a raciondlni funkce maji zvlastni vyznam zejména v numerické a aplikované matema-
tice. Patii mezi tzv. algebraické funkce, ke kterym patii také funkce s odmocninami. Polynomy
a racionalni funkce jsou totiz jediné funkce, které dovedeme vycislit pomoci operaci scitani,
nasobeni a déleni. Pokud pottebujeme vy¢islit tzv. transcendentni funkci (exponencidlni, loga-
ritmickd, sinus, kosinus, atd.) v konkrétnim bodé, pouzijeme vhodny polynom, ktery nam déa
s pozadovanou presnosti hodnotu funkce.

Polynomy

Polynomy (mnohocleny) jsou nejjednodussi funkce, vzniknou linedrni kombinaci mocnin
proménné x. Stupen polynomu je nejvyssi mocnina proménné x. Podle koeficientu rozlisujeme
polynomy realné a komplexni a podle proménné na polynomy v realném oboru, kdy defini¢nim
oborem je mnozina realnych ¢isel R a polynomy v komplexnim oboru, kdy defini¢nim oborem
je mnozina komplexnich ¢isel C.

Definice 4.34. (Polynomy) Polynom (¢esky mnohoclen) stupné n je funkce tvaru

n

i=0
kde ¢isla ay, ..., a1, ay nazyvame koeficienty, koeficient pti nejvyssi mocniné vSak musi byt
nenulovy: a, # 0. Koeficient a(y se nazyvé absolutni ¢len polynomu a n je stupen polynomu,
pisSeme St(P(x)) = n. Kdyz chceme zdturaznit, Ze polynom je stupné n, piseme P, (z).
Polynom, ktery ma za koeficienty aq,...,a, redlna ¢isla, nazyvame realnym polynomem,
pokud koeficienty mohou byt i komplexni ¢isla, mluvime o komplexnim polynomu.

Pokud za x bereme jenom realna cisla, tj. x € R, mluvime o polynomu v redlném oboru,
pripoustime-li # z komplexniho oboru, tj. z € C, mluvime polynomu v komplexnim oboru.

Poznamky 4.35.

(a) Kazdy redlny polynom je také komplexni, nebot kazdé redlné ¢islo je i komplexni.

(b) Budeme se zabyvat hlavné redlnymi polynomy v redlném oboru, které kazdému redlnému
¢islu x pritazuji realné ¢islo P(z). Dulezité budou i redlné polynomy v komplexnim oboru
a také obecné komplexni polynomy v komplexnim oboru.

(¢) Polynom druhého stupné nazyvame kvadratickym polynomem, tretiho stupné kubickym
polynomem. Polynom P(x) = ay # 0 je polynomem nultého stupné, polynom P(z) = 0
nazyvame nulovy polynom; jeho stupen se nékdy definuje jako —1. Obvykle predpokladame,
ze stupen polynomu je alespon jedna.

(d) Ptikladem polynomu prvntho stupné je P;(z) = x—2, druhého stupné Py(z) = 22 —5x+6,
ttetiho stupné P3(z) = x® — 3z, atd. Polynom n-tého stupné je tak jednozna¢né uréen
n + 1 koeficienty a,,, a,_1, ..., a1, ag.

(e) Polynom s prvnim koeficientem a,, = 1, tj.

Po(z) = 2" + ap_12™ 4 -+ agx® + a1 + ag,

nazyvame normovany polynom nebo polynom v normovaném tvaru. Kazdy polynom
stupné n vydélenim prvnim koeficientem a,, lze prevést na normovany, protoze a, # 0.

Studijn{ text UM FSI VUT v Brné 22



4. Funkce 4C. Polynomy a racionalni lomené funkce

Operace s polynomy

Pripomenme vlastnosti operaci s polynomy, které plati pro redlné i pro komplexni polynomy,
v realném i komplexnim oboru. Polynom lze nédsobit ¢islem, s¢itat (a odéitat) a nasobit:

Véta 4.36. (Operace s polynomy) Bud P(z) = a,z" + - - - + a1 + ag polynom stupné n
a Q(x) = bpx™ + -+ + bz + by polynom stupné m. Potom plati:

(a) Polynomy P(z) a Q(x) jsou si rovny, pokud jsou stejného stupné a maji stejné koeficienty,
tj. jejich rozdil P(z) — Q(x) je nulovy polynom.

(b) Pro éislo ¢ # 0 je ndsobek ¢P(x) polynomem stejného stupné s koeficienty ca,.

(¢) Soucet P(x)+ Q(x) je polynomem stupné max(n,m) s koeficienty a; + b;, pokud n > m,
potom pro ¢ > m je bereme b; = 0.

(d) Soucin P(z)-Q(z) je polynom stupné n+m s koeficienty ¢; rovnymi souctu » | a;b; pres
ie€{0,1,...,n}, j€{0,1,...,m} splaujicim i + j = k, tj. co = agby, ¢1 = aghy + a1by,
Cy = aObQ + CL1b1 + a2b07 sy Cppm—1 = an—lbm + anbm—la a Cpim = a'nbm'

Séitani i nasobeni polynomu ma stejné vlastnosti jako séitani a nasobeni ¢isel:

Véta 4.37. Séitani a nasobeni polynomu je komutativni a asociativni
Q(r) + P(z) = P(z) + Q(z),  Q(z)- P(r) = P(z) - Q(z),
(P(2)+Q(x)) + R(x) = P(x)+(Q(z) + R(z)), (P(x)-Q(x)) R(z) = P(z)-(Q(z)- R(x))

a obé operace jsou spojeny distributivnim zakonem:

(P(z) + Q(2)) - R(z) = P(x) - R(z) + Q(x) - R(x).

Tak jako celd nesoudélna cisla, také polynomy nelze vzdy délit. Pokud je délitel nenulovy,
lze je vsak deélit se zbytkem:

Véta 4.38. (Déleni polynomi se zbytkem) Bud P(x) polynom stupné m a Q(z) nenulovy
polynom stupné n, n < m. Potom existuje prave jeden polynom P,(z) stupné m — n zvany
podil a polynom P,(x) stupné r, r < n zvany zbytek takovy, ze plati

P(x)
Q(x)

P,.(x)
Qx)

= P,(x) + neboli P(z) = Py(x) - Q(x) + P.(x).

Koreny polynomu

Definice 4.39. (Koren) Kazdé ¢islo o takové, ze plati P(a) = 0 se nazyva kotfen polynomu
P(z). Cislo @ muze byt redlné nebo komplexni podle oboru, ve kterém pracujeme.

Poznamka. Kazdy kofen a polynomu P(z) je tedy fesenim rovnice P(x) = 0, tj. plati

" + a0 Pt asa® +aja+ag=0.
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Graf funkce P(x) protind osu z v bodech, které jsou redlnymi koteny polynomu P(x). Toho lze
vyuzit pfi feSeni nerovnic grafickou cestou.

Priklady 4.40.

(a) Funkce P(x) = 22 + 4z — 5 je redlny polynom druhého stupné a 2% + 4z — 5 = 0 pifslusna
algebraicka rovnice druhého stupné, tzv. kvadraticka rovnice. Znamym vzorcem pro feseni
kvadratické rovnice nebo rozkladem z2 +4x —5 = (z — 1)(z +5) lze zjistit, ze jak polynom
tak rovnice maji stejné koteny oy = 1 a ag = —5.

Grafem polynomu je parabola, ktera protina osu x v bodech —5 a 1. Z grafu je vidét, ze
feSenim nerovnice 22 4+ 4x — 5 < 0 je interval (—5,1). Polynom v redlném i komplexnim
oboru ma dva redlné koteny oy = 1 a ay = —5, které jsou i komplexni.

(b) Funkce P(z) = 2* — 1 je redlny polynom 4. stupné. Upravou na tvar P(z) = 2% — 1 =
= (x — 1)(z + 1)(z* + 1) je vidét, ze polynom v redlném oboru ma dva kofeny a; = 1 a
as = —1. Rozkladem 2% +1 = (z — i)(x + 1) zjistime, Ze polynom m4 v komplexnim oboru
dalsi dva ryze imaginarni kofeny a3 = i a ay = — 1, tj. celkem ¢tyti komplexni kofeny. Lze
jej tedy zapsat ve tvaru P(z) =2 —1=(z —1)(z +1)(z — i)(z + i).

(c) Funkce P(x) = z®+1 je redlny polynom ttetiho stupné. Rozklad pomoci vzorce A3+ B3 =
= (A+ B)(A? = AB + B?) déva P(z) = (z + 1)(2* — 2 4 1). Vidime, Ze polynom m4
jeden redlny kofen a; = 1. ReSenfm kvadratické rovnice 22 — x + 1 = 0 dostdvame dalsi
dva komplexni kofeny as = (1 + v/31) a ap = (1 — v/31), celkem tii komplexni kofeny.

Polynom tak lze zapsat ve tvaru

Plz)=a2*+1=(z+1) (m—%(1+\/§i)> (x—%(l—\/gi)) .

Koreny polynomu v komplexnim oboru

Zéakladnim problémem teorie polynomu je, zda dany polynom ma kofen a kolik jich je. Vime,
ze polynom prvniho stupné P(z) = ax + b, a # 0 m4 jeden koten oo = —b/a, redlny polynom
druhého stupné P(r) = ax?+bx+c, a # 0 podle teorie kvadratickych rovnic ma bud dva redlné
koieny pokud diskriminant D = b* — 4ac je kladny, jeden redlny dvojnisobny pokud D = 0
a dvojici komplexné sdruzenych korenu, pokud je diskriminant zaporny, tj. v kazdém ptipadé
dva kofeny v komplexnim oboru. Jak to vypada u polynomu vyssiho stupné? V ptedchozich
prikladech mél polynom ¢tvrtého stupné 4 koteny a polynom tietiho stupné 3 koteny.

Z grafu redlného polynomu P(z) = 2" + a,_12" ' + - - - + a1z + ap lichého stupné v redlném
oboru je vidét, ze ma alespon jeden redlny koren, protoze nejvyssi mocnina z” (kterd ,premuze®
pro velkd x niz${ mocniny) je lichd a jde od ,,minus nekonecna“ do ,plus nekoneéna“. Musi proto
protnout osu z v néjakém bodé, ktery je kofenem polynomu. Redlny polynom sudého stupné
vsak osu x protnout nemusi, protoze jeho graf ,jde“ od ,,plus nekone¢na®“ do ,plus nekonecna‘.

Na otazku, zda kazdy polynom ma kofen, odpovida dulezita tzv. zékladni véta algebry:

Véta 4.41. (Zakladni véta algebry) Kazdy polynom stupné n > 1 ma v komplexnim
oboru alespon jeden komplexni koten. Plati to pro kazdy realny i komplexni polynom.

Poznamky 4.42.

(a) Existuje nékolik dukazu této slavné véty. Dukaz vsak vynechdme, protoze k jeho provedeni
nam zatim chybi prostiedky.
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(b) Vime uz, ze kazdy polynom alespon prvniho stupné ma koten. Druhou otdzkou je: ,Kolik
téch kotenu je?“ Nejdriv si musime ujasnit, jakym zptsobem budeme pocet kofent pocitat.
Uvazujme realny kvadraticky polynom P(x) = az® + bx + ¢. Pokud diskriminant D =
v — 4ac je kladny, polynom mé dva redlné kofeny a,o = (—b =+ v/D)/(2a) a lze ho
zapsat ve tvaru tzv. kofenového soucinu P(z) = a(x — aq)(x — a2). Pokud diskriminant
je zaporny, mame dva kofeny komplexné sdruzené o, o = (—b + iv/—D)/(2a) a polynom
lze zapsat ve stejném tvaru. V ptipadé nulového diskriminantu vSak existuje jenom jeden
kofen aw = —b/(2a). Také v tomto piipadé lze polynom zapsat ve tvaru tzv. kofenového
soucinu P(z) = a(z — a)?, fikdme proto, Ze tento kofen je dvojnésobny.

(¢) Kofeny pocitame s jejich ,ndsobnosti*, tj. podle rozkladu polynomu do korenového soucinu
P)=a(z—a)(z—ag) - (z —ay).

Existuje takovy rozklad? Pomoci nasledujiciho tvrzeni existenci snadno dokazeme.

Véta 4.43. Bud P,(x) polynom stupné n > 1 a « jeho kofen. Potom existuje polynom
P,_1(x) stupné n — 1 takovy, ze P,(z) = (r — a) P,_1(z) .

Dukaz tvrzeni je jednoduchy, proto ho uvedeme. Bud P, (z) = 2 ap 2" FaizFag
a a jeho koten, tj. P,(a) = 0. Potom

Po(z) = Py(2)—Py(a) = (2" —a™) +ap_1 (2" —a" D4 Fay(2? —a?) +ay (v —a)+ag(1-1).

Pomoci vzorce a* — b* = (a — b)(a*! + a*72b + a* 730 + - - + a2 + V) 1ze kazdy vyraz
xF — o rozlozit do tvaru (z — ) (21 + 282+ - - + 22 4+ aF 1) a ze vech Elentt vytknout
vyraz (r — «). Tim je tvrzeni dokazano. O

Necht P,(z) je polynom stupné n > 1. Ze Zdkladn{ véty algebry plyne, ze P,(x) mé alespon
jeden koten «v;. Podle predchoziho tvrzeni existuje polynom P, ;(z) takovy, ze plati P,(z) =
(x—aq)P,—1(z). Polynom P,_;(x) stupné n—1 mé podle Zékladni véty algebry opét koten aw a
podle piedchoziho tvrzeni existuje polynom P, o(x) stupné n—2, ze P,_1(z) = (x—ag)P,_2(x).
Takto postupujeme, dokud stupen polynomu Py(x) je vétsi nez 1. O

Nasledujici véta méla pro celou algebru opravdu zakladni vyznam v dobach, kdy se algebra
zabyvala studiem ¢iselnych struktur. Platnost veéty tusili jiz italsti matematikové v 16. stoleti,
ale prvni jeji spravny a tplny dikaz nalezl teprve C. F. Gauss v roce 1799.

Véta 4.44. Kazdy polynom P(x) = 2™ + a, 12" ' + -+ - + a;x + ap stupné n > 1 m4 prave
n kofenu v komplexnim oboru v nasledujicim smyslu:

Existuji (ne nutné ruznd) komplexni &isla ag, ..., «, takovd, ze

Plz)=(r—a)(z—ag) - (z — ay).

Pokud se v n-tici kofenu ay, ..., a, vyskytuji dvé stejna ¢isla a, ¢islo @ nazveme dvojna-
sobnym kofenem, pokud se v souc¢inu vyskytuji tii stejna ¢isla «;, je to trojnasobny koren.
Polynom tak s nasobnostmi m; lze zapsat ve tvaru

P(I) = (SL’ — Ozl)ml (ZL’ — a2)m2 . (33 _ ak)mk 7

pricemz pro nasobnosti kotenu plati mq + mqy + - -+ + my = n.
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Koreny realného polynomu v komplexnim oboru

Uvazujme polynom P(x) stupné n s redlnymi koeficienty a;. Pokud komplexni ¢islo 8 =
Bi+iB2 (B, B2 € R) je kofenem polynomu P(x), potom komplexné sdruzené éislo 8 = B — if3
je také kotenem polynomu P(z). Skutecng, ze vztahu @ - 8 = « - 3 plyne (B)F = (B*%), a tedy

pro jejich linedrn{ kombinaci s redlnymi a; plati P(3) = P(8) = 0. Proto je-li ¢islo 3 kofenem
P(z), je kofenem i ¢islo B a oba kofeny maji stejnou nasobnost. Dusledkem je nasledujici véta:

Véta 4.45. Kazdy redlny polynom stupné n > 1 v komplexnim oboru mé bud’ redlné kofeny
a nebo dvojice komplexné sdruzenych kotenu 3, 3.

Polynom P(z) = 2" +a, 12" ' + -+ + a1 + ag s redlnymi koeficienty a; mé kofenovy soucin
ve tvaru sou¢inu mocnin dvojélent (x — «) a nerozlozitelnych trojclent (2% + gz + r), tedy

P)=(z—01)™(x — )™ -+ (x — ap)™ (2> + quz + 7)™ -+ (2 + quz +10)™,

pficemz my 4+ my + -+ +mp +2(ny + 1o + - + 1) =na g; —4r; <O0.

Trojeleny (2% + g + r) nelze v redlném oboru rozlozit, protoze jejich diskriminant ¢* — 4r je
zéporny. V komplexnim oboru vak majf rozklad (22 + gz + 1) = (z — B)(z — ).

Priklady 4.46.

(a) Polynom Py(x) = z? — 2z + 1 mé4 jeden dvojndsobny kofen 1 (v redlném i komplexnim
oboru), protoze Py(x) = 2* —2x + 1 = (z — 1)

(b) Polynom Py(z) = a* + 2® trojndsobny koren 0 a jednoduchy koren 1, protoze ho lze
zapsat ve tvaru Py(x) = 2t + 2% = 23(z — 1).

(¢) Redlny polynom Py(x) = x? + 1 neméa kofeny v redlném oboru, v komplexnim mé dva
jednoduché koteny —1i a i, protoze Py(z) = 2> + 1 = (z + i)(z — 1).

(d) Polynom Py(x) = 2* — 16 je redlny polynom. M4 dva redlné koteny 2, —2 a jednu dvojici
komplexné sdruzenych kofent +21i; v komplexnim oboru ma tedy 4 koteny 2, —2, 21, —2i:

Pyz)=2"—-16 = (v —2)(z + 2)(z* + 4) = (z — 2)(x + 2)(x — 2i)(z + 2i) .
(e) Polynom Ps(x) = 2 + 1222 + 62 + 8 m4 trojndsobny redlny kofen —2. Lze jej rozlozit:

Py(z) = 2° + 62° + 122 + 8 = (v + 2)° .

(f)  Polynom Py(z) = z* 4+ 4 m4 ¢tyfi komplexn{ koteny, které tvor{ dvé dvojice komplexné
sdruzenych kotenu 1+ i a —1 + i, protoze

Pyz) =a'+4 = (2 +20+2)(2* —22+2) = (v —1—i)(z—1+i)(z+1— i) (x+1+1).

(g) Polynom Py(r) = x* + 222 + 1 m4 jednu dvojici dvojndsobnych komplexné sdruzenych
korenu +1i, protoze

Piz)=a"+22+1= (2> +1)2 = (z — i)*(x +i)* .
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Problém urcovani korenu

Mame-li polynom stupné n, vime, ze ma v komplexnim oboru s nasobnostmi n korenu.
Otazkou je, zda existuje néjaky univerzalni algoritmus na hledani kofenu polynomu. Pro po-
lynomy prvniho a druhého stupné jsou to kotfeny linearni a kvadratické rovnice, jejichz reseni
bylo znamo jiz ve starovéku.

Poznamka 4.47. Jiz v 16. stoleti byly zndmy vzorce také pro feSeni rovnice tietiho stupné
(kubické) a ¢tvrtého stupné. Tyto tzv. Cardanovy vzorce (viz napi. Rektorys: Prehled uzité
matematiky 1, §1.20), pro prakticky vypocet vsak vhodné nejsou, protoze obsahuji tfeti od-
mocniny z komplexnich ¢isel, které je mozno vy¢islit jen pomoci hodnot funkei sinx a cosx.

Dlouhou dobu se matematikové snazili nalézt podobné vzorce pro kofeny polynomu
stupné 5 a 6. Za vzorec se pritom povazuje postup obsahujici koneéné mnoho aritmetickych
operaci (s¢itdni, ndsobeni a déleni) a odmocnin. Teprve v poloviné 19. stoleti dokédzal fran-
couzsky matematik Evariste Galois (1811-1832), ze takové obecné vzorce pro polynomy stupné
patého a vyssiho neexistuji.

Poznamky 4.48. V tadé pripadu lze zjistit i kofeny polynomu vyssiho stupné. Je to v piipadé,
kdy redlny polynom s celoc¢iselnymi koeficienty mé celociselné nebo racionalni koreny, coz ve
skolnich prikladech 1ze ocekavat — v praxi je to vSak spise vyjimecné.

(a) Pokud absolutni ¢len chybi, tj. ag = 0, kofenem je nula. Pokud navic a; = 0 pro ¢ < k a
ay # 0), 1ze z polynomu vytknout mocninu z*. V tomto pifpadé je 0 k-ndsobnym koienem.
V dalsim budeme proto predpokladat, ze ag # 0.

(b) Roznéasobme rozklad polynomu P(x) = 2" + a, 12" ' + - -+ + asx? + a2 + ag
P(z) = (z—ay)(z—ag) - (z—ap) = 2" — (a1 +ag+- - Fay)s" 4+ (=1)"a1ay. .. ay .
Porovnanim absolutnich ¢lenu zjistime
ap = (—1)"a1ay...q,.

Pokud polynom mé jenom celoc¢iselné koreny, potom tyto koreny déli beze zbytku absolutni
¢len ag. Déliteli ag je koneéné mnoho. Rozkladem na prvocisla zjistime vsechny délitele
ag. Pozor, s kazdym prirozenym ¢islem « je délitelem také ¢islo —a a vzdy ¢isla 1 a —1.
Dosazenim délitelu do polynomu zjistime, které z nich jsou koteny.

(c) Porovnanim koeficientii u "~ dostdvdme soucet vSech kofent
apt Qg+ -+ Qy == Gp-1
coz muze pomoci pii kontrole, nebo pri dopoc¢itavani poslednich korent.

(d) Kdyz zjistime, ze polynom P(x) stupné n ma koten «, potom polynom P(z) vydélime
dvojélenem (z — ), ¢imz ziskdme polynom stupné o jednicku nizsi, tj. stupné n — 1.

(e) Polynom P,(x) = a,z™ + -+ + a1z + ag s celociselnymi koeficienty zacinajici a,, riznym
od £1, 0, nesoudélnimi koeficienty a; a ag # 0 muze mit za kofeny raciondlni ¢isla. Jestlize
takovyto polynom ma4 jenom raciondlni kofeny a; = p;/q; s nesoudélnymi p; € Z, ¢; € N,
potom jeho kofenovy soucin se sklada ze soucinu celociselnych dvojélent (¢;x — p;). Jeho
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kofenovy rozklad 1ze napsat v celo¢iselném tvaru P, (z) = (12 —p1)(gx —p2) - - - (gnx —pn).
Roznéasobenim tohoto rozkladu dostaneme

Px)=qq - gz"+ -+ (=1)"pip2-pn.

Porovnanim koeficientu u " zjistime a,, = ¢; ¢» - - - ¢, a porovnani absolutnich ¢lenu dava
ap = (—1)"p1 pa - - - pn, odkud plyne tvrzeni pro polynomy s celociselnymi koeficienty:

Je-li a; = p;/q; koten polynomu, potom p; déli koeficient ag a ¢; déli koeficient a,,.

Tvrzeni dava kandidaty na koteny polynomu, které nutno ovérit dosazenim do polynomu.
Pokud vsak polynom nemé racionalni koteny, kofeny takto nedostaneme.

(f) Porovndnim ¢lentt u mocniny 2"~ v pfedchozim piipadé dostdvdme rovnost

aptagt oy = —ap1/an.

Vy¢isleni hodnoty polynomu nam urychli tzv. Hornerovo schéma.

Definice 4.49. (Hornerovo schéma)
Polynom P(x) = 2™ + @, 12" + - - + aoz® + a1z + ag lze prepsat ve tvaru

P(z) = ((-- (((apx 4+ apn_1)x + an_2)xr + ap_3)xr + - - + az)xr + a)x + ag

ktery umozni vypocet hodnoty polynomu n-tého stupné pomoci 2n operaci bez uklddani
mezivysledku.

Napifklad hodnotu P(z) = ayz* + azx® + asx? + a1 + ag v bodé x spocitdme v 8 krocich:
Vezmi a4y, nésob xz, pricti ag, nasob x, pric¢ti as, nasob x, pricti a;, nasob x a pricti ag.

Vypocet lze zapsat v tabulce, C' oznacuje hodnotu v bunce vlevo:

~—

o w | e | o | w | P
xHa4‘C’-m+a3‘C’-a:—i—aQ‘C-x—l—al‘C’-x+ao‘P(x):C’

Spocitejme hodnotu polynomu P(x) = 2z* — 32% + 222 —x + 3 v bodech x =1 a z = 3

rl2| =32 ]-1]3] P
1[2/-1]1]0 3] Pa=3
32] 3 [11]32]99 | P(3) =099

Priklad 4.50. Naleznéte vsechny raciondlni kofeny polynomu P(z) = 423 — 82% — 11z — 3.

Reseni: Podle predchozi Pozndmky (e) vytipujeme c¢isla p a ¢ raciondlniho kofene oo = p/q:
pdéli —3 — p=1, —1,3, —3; qgdélid —= ¢=1, 2, 4.
Vypiseme vSechny mozné hodnoty p/q:

» 1 11 1 3 33 3
2

3
- 17 Ty a0 T a4 T T 37 _37 a' A 40 4
q 2 2° 4 4 2 4 4
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Ovéreni, ktery z uvedenych kandidatu je kofenem polynomu P(x), provedeme Hornerovym
schématem, podle néhoz zjistime, ze —% a 3 jsou koreny. Protoze se jedna o polynom tretiho
stupné, jeden koien nam chybi, nebo jeden z kofenti je dvojndsobny. Tteti kofen zjistime bud
délenim polynomu: P(z) : Q(x), kde Q(z) = (z — 3)(2z + 1), nebo dosazenim jiz zndmych
kotent do vztahu az = ¢1 g2 g3 a ag = (—1)"p1 p2 p3 z predchozi pozndmky. Rovnost 4 = 2-1- p3
ddvaps =2a3=—-1-3:¢3 =1 dava p; = —1. Kofen a3z = p3/q3 = —% je tedy dvojnasobny.

Piiklad 4.51. Urcete polynom nejnizsiho stupné tak, aby a; = 0 byl jednoduchy koten,
as = —1 byl dvojnasobny koten, a3 = i a ay = —1i.

Reseni: P(z) = (z—0) (x—(—l))z(x— i) (z—(—1)) = z(z+1)*(2?+1) = 2°+22*+ 223+ 227 + 1.

Priklady 4.52. Rozlozte polynomy v realném oboru:

(a) P(x)=a2*—1;

(b) P(x) =16z*—9;

(c) P(x) =2®+ 2z +5;

(d) P(x) =2+ 1;

(e) P(x)=a"+1;

(f) P(x) = 2% — 16;

(g) Px) =2 +a' +2° —2? —x— 1
Reseni:

(a) Plx)=2'—1=(2*>+1)(z* - 1) = (> + )(z+ 1)(z — 1).

(b) P(x) = 1624 —9 =16 (¢ — 2) =16 (22 + 3) (a2 — 2) = 16 (2 + 2) (H %ﬁ) (m - V;)

(c) P(z) = 2® + 2z + 5 nelze v realném oboru rozlozit, protoze diskriminant D < 0.

(d) P(z) =2+ 1= (x+1)(a? —x +1).

(e) Pouzijeme trik: piicteme a odecteme vyraz 222 a vyuZzijeme vzorec a® —b* = (a—>b)(a+b):
Pr)=a"+1=a"+222+1-22" = (22 + 1)? = 22% = (2® —2v2+ 1)(2* + 2v2 + 1).

(f) S vyuzitim postupu v pitkladu (¢) mame: P(z) = 25 —16 = (z*)° —42 = (2*+4)(z* —4) =
= (22 =20+ 2)(2? + 22+ 2) (22 +2)(z — V2)(z + V?2).

(g) Plz)=a°+at+2®—2?—z—-1= (-1 +z+1) = (z—1)(2®*+z+ 1) (x> +z+1) =
=(z—-1)(z*+x+ 1)
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Racionalni lomené funkce

Kromé polynomu maji v praxi velky vyznam také racionalni lomené funkce, které vzniknou
jako podil dvou polynomu, protoze vedle polynomu i jejich hodnoty umime primo vy¢islit.

Definice 4.53. Necht P(z) je redlny polynom stupné m a Q(z) nenulovy redlny polynom
stupné n. Potom funkce

P(z)
Q(x)
se nazyva redlnd racionalni lomena funkce nebo jen racionalni funkce.

Je-li m < n, mluvime o ryze lomené racionalni funkci.
Je-li m > n, pak mluvime o neryze lomené racionalni funkci.

R(z) =

Véta 4.54. Defini¢nim oborem raciondlni funkce R(z) = ggg jsou vSechna redlna (komplexni)

¢isla kromeé kofenu polynomu Q(z), kterych je koneéné mnoho.

Poznamky. V piipadé, ze polynomy P(z) a Q(x) v racionalni funkci P(z)/Q(x) lze ¢astecné
yzkratit“, definiécni obor funkce se muze zvétsit o ,vykraceny* kofen. Napiiklad zkracenim
racionalni funkce ;2111 = (x:f)i(i yt ktera je definovand pro x # =+1, dostaneme racionalni
1

funkei —, kterd je definovand pro x # —1. Pro x # £1 obé funkce ddvaji stejné hodnoty.

Piiklady 4.55.

2 +1
Funkce —
(a) Funkce e —

-2 ) o,
5 ] je neryze lomena racionalni funkce.

je ryze lomend racionalni funkce.
(b) Funkce
x

Podle Véty o déleni polynomu se zbytkem lze kazdou neryze lomenou raciondlni funkci
vyjadrit jako soucet polynomu a funkce ryze racionalni:

Véta 4.56. Necht P(x) je polynom stupné m vysstho nez polynom Q(z) stupné n, (m > n).
Potom existuji polynom P,(z) stupné m — n a polynom P,(z) stupné mensiho nez n takové,
ze plati

P(z) b (x)
Q(x) Q(z)

Tedy kazdou neryze lomenou raciondlni funkci P(z)/Q(x) lze rozlozit na soucet polynomu
P,(z) a ryze lomené raciondlni funkce P,(z)/Q(z).

= By(z) +

Priklad 4.57. Vyjadrete raciondlni funkce jako soucet polynomu a ryze lomené racionalni
funkce:

422 +10x — 1
R p—
(2) R@)=—5—"35 7%

_ 22° — o'+ 32? —x+1

’ (b) R(z) 72— 2x+4
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Reseni: Polynomy vydélime tak, jak jsme zvykli ze stiedni skoly. Vysledek déleni zapieme:

—922 + 23 —19x + 53

gy TS
(a)  R(2) +x2—3x—|—6 12 —2x +4

: (b) R(z) =22 +32* — 22— 13+

Rozklad na parcialni zlomky

Rozklad na parcialni zlomky budeme potifebovat pri integraci racionalnich funkei: parcidlni
zlomky budeme ,umét® integrovat. Pokud ukazeme, zZe kazdou ryze lomenou racionalni funkci
lze rozlozit na soucet parcialnich zlomku, budeme umét integrovat vSechny racionalni funkce,
protoze kazdou neryze lomenou racionédlni funkce uz umime rozlozit na soucet ryze racionalni
funkce a polynomu, ktery také budeme umeét integrovat.

Definice 4.58. Zlomky tvaru

A Bx +C

5 kde p’—4 AB,CER a k(
G-afF > @rpmrgy P U<, ABCERa kLN,

nazyvame parcialni zlomky.

Hlavnim vysledkem je skutec¢nost, ze kazdou ryze lomenou racionalni funkci lze rozlozit na
soucet parcialnich zlomka.

Véta 4.59. (Rozklad ryze lomené raciondlni funkce na parcidlni zlomky)
Necht P(z) je polynom stupné m a Q(z) polynom vyssiho stupné n s kofenovym rozkladem

Q(x) = an(z—a))™ (x—a)™ - - - (T—ap)™ (22 +p17+q1)™ (T2 +pax+q2)™ - - - (22 +pjx+4;)™,
pfiéemi m1+m2+---+mk+2(n1+n2+---+ng) = Nn.
Potom existuji redlnd ¢isla A;;, B;;, C;; takova, ze plati

ni TNy

P(l’) s Ali ok A]% Blj$ T Clj Bngj‘/B aF Cngj
=) ———F oty — et .
Q() 2 (x — )’ Zl (2 — ) 2 (22 + prz + q1)7 2 (22 + pjz + g;)?

i=1 j=1 7=1

Ptedchozi vzorec je trochu nepiehledny, jako kontrolu lze uvést skutecnost, ze pocet vsech
koeficientt A;;, B;;, C;; je roven stupni polynomu @(x) ve jmenovateli.

Postup pfi rozkladu raciondlni funkce R(z) = P(x)/Q(z) na parciilni zlomky.

(1) Pokud stupen citatele P(x) je vétsi nebo roven stupni jmenovatele Q(z), délenim se zbyt-

kem ,odstépime” z funkce R(z) polynom P,(z), abychom dostali ryze lomenou raciondln{
funkei P.(z)/Q(x), tedy

P, (z)
Q)

(2) Jmenovatel Q(z) rozlozime na kofenovy souc¢in v realném oboru:

Q) = an(x —ay)™ - (z — o)™ (2% + prz + q)™ - - (2 + pex + q))™ .
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(3)

(6)

Napiseme tvar rozkladu P,(x)/Q(x) na parcidlni zlomky s neurcitymi koeficienty. Na levou
stranu dame ryze lomenou raciondlni funkci P,.(x)/Q(z). Na pravou stranu pak soucet
nasledujicich tzv. parcialnich zlomku:

(a) Za kazdy ¢len (x — ;) v kofenovém soucinu jmenovatele Q(z) na pravou stranu
rozkladu pricteme zlomek s neznamym koeficientem A;

A

T —q;

Pokud kofen «; je vicendsobny, tj. v kofenovém soucinu Q(x) je mocnina (x — a;)™,
na pravou stranu rozkladu pricteme m,; zlomku s neznamymi koeficienty A;;
Ay n A Aim,

T — (SC—Oéi)2+...+(.T—Oéi)mi.

(b) Pokud v kofenovém rozkladu Q(z) je ¢len (22 + p;z + ¢;), kde 2 + p;x + ¢; je ne-
rozlozitelny trojclen, tj. diskriminant D = p? — 4¢; < 0, potom na pravou stranu
rovnosti pridame zlomek s neurcitymi koeficienty B;, C;

2 +px g
Pokud v kofenovém rozkladu Q(z) je mocnina (z* + p;z + ¢;)™ nerozlozitelného
troj¢lenu, potom na pravou stranu rozkladu pricteme n; zlomku
Bﬂx -+ Oil Bigl’ -+ OZ'Q Bmi.r + le
?+pr+q (27 +pw+ ) T (2% + pix + g;)™

V tomto kroku uréime neurcité koeficienty A;;, B;;, Ci;. Rozklad na parcidlni zlomky
s neurc¢itymi koeficienty vynasobime jmenovatelem )(x). Na obou stranach takto ziskané
rovnosti dostaneme polynomy stupné nejvyse n — 1. Na levé strané je to polynom P,.(z)
stupné menstho nez n, na pravé strané soucet clenu s neurcitymi koeficienty A;;, Bij, Cj;
nasobenych ¢astmi korenového rozkladu polynomu Q(z) stupné nejvyse n — 1.

Vyuzijeme skutecnosti, ze dva polynomy jsou si rovny, pokud se rovnaji odpovidajici koefi-
cienty stejnych mocnin proménné x. Proto porovname koeficienty pti stejnych mocninach
2t tj. pri 2™t a2, .. 2t = 2 a 2 = 1. Dostaneme tak soustavu n linedrnich rovnic pro

n neznamych koeficientu A;;, B;;, C;;, kterd ma vzdy praveé jedno feSeni.

Pokud by nam vyslo, ze soustava rovnic neméa feSeni, potom racionalni lomenda funkce
nebyla ryzi, nebo ve vypoctech je chyba. Také vysledek typu koeficient roven nasobku x
poukazuje na chybu.

Pokud polynom ma realny koten «;, je velmi vyhodné pii urcovani konstant A; vyuzit
nasledujiciho triku: Do rovnosti polynomu dosadime za x kofen «;. Na levé strané dosta-
neme ¢islo. Na pravé strané se ndm vsechny ¢leny s (z — «;) nuluji az na jeden s A,,,, ¢imz
dostavame linearni rovnici pro A4,,,, odkud pfimo plyne hodnota A,,,.

Pokud Q(x) mé jenom jednoduché redlné koteny, muzeme tak zjistit vSechny koefici-
enty a nemusime soustavu linedrnich rovnic vubec sestavovat. Pokud polynom Q(x) méa
koreny nasobné nebo komplexné sdruzené, zbyvajici konstanty nutno dopocitat ze soustavy
linedrnich rovnic.

Vypocitané hodnoty koeficienti dosadime do rozkladu vysledného rozkladu racionalni
funkce.

Studijni text UM FSI VUT v Brné 32



4. Funkce 4C. Polynomy a racionalni lomené funkce

Na tfech piikladech si ukazeme, jakym zpusobem provést rozklad a spocitat prislusné koe-
ﬁcienty A B’U’ C’U

R

2zt — 4z3 + Tz + 4
3 —ax?—2x

Piiklad 4.60. Rozlozte na parcidlni zlomky funkci R(z) =

Reseni: Stupen polynomu v Gitateli nenf nizsf nez ve jmenovateli, funkce R(z) proto nenf ryze
lomena. Nutno z ni nejdiiv ,o0dstépit” polynom, aby vznikla ryze racionalni funkce.

(1) Deélenim polynomu P(z) v ¢itateli polynomem @Q(x) ve jmenovateli dostavame:
(2% — 42 + 7w +4) : (2° — 2* — 20) =22 — 2 zbytek 2z% 4 37 4+ 4.
Funkce R(z) jsme tak rozlozili na soucet polynomu a ryze racionalni funkce

202+ 3x 4+ 4
=99 — 2 _
R(z) T + S

(2) Rozlozime jmenovatel
Qz)=x(2*—2—-2)=2(x+1)(z —2),
vyuzili jsme pfitom kofeny —1,2 kvadratické rovnice 2% — x — 2 = 0.
(3) Rozklad na parcidlni zlomky ma tedy tvar:

21’2+31’+4 . A1 AQ A3
2 —12—-2r x x4+1 x-—2

(4) Urcime konstanty Ay, As, As. Rovnost vyndsobime polynomem Q(z) = z(z + 1)(z — 2):

20 +3r+4=A(z+1)(z - 2) + Asz(z — 2) + Az z(x + 1)

(5) Protoze jmenovatel ma ti jednoduché redlné koteny 0, —1 a 2, k urc¢eni konstant pouzijeme
uvedeny ,trik“. Dosazeni x = 0 dava 4 = —2 Ay, odkud plyne A; = —2; dosazeni z = —1
dava 3 = 3 Ay, odkud A = 1 a dosazeni x = 2 dava 18 = 6 Az, odkud méame A3 = 3.

Pro kontrolu uvedeme i soustavu linearnich rovnic, kterou bychom dostali porovnanim
koeficientu u stejnych mocnin proménné x na levé a pravé strané:

l‘23 2 = A1+A2+A3
ZL‘lZZEZ 3 = —A1—2A2+A3
.Z'Ozll 4 = —2A1

a ktera dava stejné teseni.
(6) Ziskali jsme rozklad racionalni funkce R(z) na parcidlni zlomky:

2xt —dad + Te+ 4 2 1 3
R(x) = =2r—2— - .
(z) 3 —x?2 -2 v x+x+1+x—2
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x2—2

Piiklad 4.61. Rozlozte na parcidln{ zlomky funkci R(z) = — 2% £ 2
zt — 2z T

Reseni: Funkce R(z) je ryze lomend racionalni funkce.

(1) Rozlozime jmenovatel v redlném oboru: Q(z) = x*—2x3+22? = z*(2*—22+2), kvadraticky
vyraz x? — 2x + 2 nerozkldaddme, protoze m4 zdporny diskriminant.

(2) Koren 0 je dvojnasobny, proto rozklad na parcidlni zlomky méa tvar:

1‘2—2 A1 A2 B]7+C

oA 203 222 ¢ a2 a2 —2p 42

(3) Urcime konstanty A;, Ay, B, C. Rovnost vyndsobime polynomem Q(z) = z*(z? — 2x + 2):
22— 2= Ajz(2? — 22+ 2) + Ay(2® — 22 + 2) + (Br + O)a*.

Porovnanim koeficientu u ptislusnych mocnin proménné z na levé a pravé strané dostavame
soustavu linearnich rovnic:

3 0 = A +B

(L’2 : 1 = —2141 + A2 + C
X . 0 = 2A1 — 2A2

1: -2 = 24,

ze které postupné uréime A, = —1, Ay = A, =—1, B=-A; =1, C=1+24,—A5, = 0.
(4) Ziskali jsme rozklad na parcidlni zlomky:

) 1 1 T

x4 — 223 + 222 __§_x2+a:2—2$—|—2'

3 — 4z’ + 1 —2

Priklad 4.62. Rozlozt ialni zlomky funkci R(x) = .
rikla ozlozte na parcidlni zlomky funkci R(z) PV SV B

Reseni: Funkce je ryze racionédlni lomena funkce.

(1) Rozlozime jmenovatel Q(x). Soucet koeficient polynomu v jmenovateli 1 —4 +1 — 2 je
nula, prvni kofen je proto a; = 1. Délenf Q(z) : (x — ;) davd vyraz 2® — 2% + o — 1,
ktery snadno rozlozime na (x —1)(2?+1). Vyraz 2% + 1 nerozkladéame, protoze mé zaporny
diskriminant. Ziskali jsme tak: Q(z) = (z — 1)*(z* + 1) .

(2) Rozklad na parcidlni zlomky hleddme ve tvaru:

ZL’3—4Z‘2+.T—2 . Al i A2 +B.T+O
7t — 203 4+222 - 22 4+1 -1 (z—-1)2 2241 °

Studijn{ text UM FSI VUT v Brné 34



4. Funkce 4C. Polynomy a racionalni lomené funkce

(3) Spocitame koeficienty. Rovnost vyndsobime jmenovatelem:
24t r—2=A(x - D(2*+ 1)+ Ay(2® + 1) + (Bx + C)(z — 1),

Pouziti ,triku“, tj. dosazenim x = 1 do rovnosti ziskame —4 = 2A4,, odkud plyne Ay = —2.
Porovnanim koeficientu u prislusnych mocnin proménné x na levé a pravé strané dostavame
soustavu linedarnich rovnic

3 1 = A +B
1'23 —4 = —Al—f—AQ—QB—f—C
T 1 = A —B-2C
1 . —2 = _Al + AQ —|— C,
ze které postupné uréime zbyvajici koeficienty A; = 3, By = 3, C' = —3. Poznamenejme,

ze kdyz uz jsme méli spocitanou hodnotu As, v soustavé linearnich rovnic jsme posledni
rovnici psat nemuseli, byla zavisla na predchozich.

(4) Ziskavame tak rozklad na parcialni zlomky

A+ —-2 3 2 L2
vt — 203 4222 22 +1 -1 (v—1)2 22417
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