MIisTO PREDMLUVY

Metoda kone¢nych prvki byla ve své nejjednodussi podobé stru¢né nacrtnuta Courantem [Cr]
v roce 1943. Jeho prace nenasla odezvu ani mezi matematiky, ani mezi inzenyry, protoze v teh-
dejsi dobé neexistovaly vypoctové prostiedky k realizaci této metody. V roce 1956 byla poprvé
uvefejnéna tato metoda Turnerem, Cloughem, Martinem a Toppem [TCMT].

Pavodné byla metoda kone¢nych prvkia koncipovana v terminech stavebné mechanickych a
aplikovana inZenyry zejména na statické problémy leteckého a raketového primyslu. Stavebné
mechanicka koncepce je sice v jednoduchych pripadech fyzikalné nazornéa, je vSak omezend ve
svém dosahu. Podstatné Sirsi dosah mé koncepce, kterda metodu konecnych prvki formuluje jako
variacni metodu.

Prvnim inZenyrem na kontinentu, ktery zacal metodu konec¢nych prvku uzivat byl Prof. Ing.
Jifi Kratochvil, DrSc. (tehdy odborny asistent FAST VUT), ktery se v roce 1965 o této metodé
dozvédél z americkych inZenyrskych Casopisit a béhem dvou let vytvoril efektivni program pro
statické vypocty piehrad. Své prvni vysledky [KL] publikoval v roce 1968. Koncem roku 1967 se-
znamil s koncepci metody kone¢nych prvka Prof. RNDr. Milose Zlamala, DrSc., feditele tehdejsi
Laboratofe poéitacich stroji VUT. Ten v kratké dobé t¥{ mésict napsal élanek [Z]], prvni mate-
matickou praci o této metodé. Mél jsem to Stésti, Ze jsem jej Cetl v rukopise a mohl dlouhé hodiny
s prof. Zlamalem diskutovat o vSem, co se metody konecnych prvku tykalo. V dobé jednoho roku
jsme ziskali fadu zévaznych vysledka a brzy se LPS VUT stala vyznamnym védeckym centrem,
jak matematickym, tak inzenyrskym, protoze velké zkusenosti prof. Kratochvila byly znasobeny
programatorskou zruc¢nosti Ing. Holusi a vSechny teoretické vysledky byly vzdy v kratké dobé
ovérovany na pocitaci.

Toto skriptum obsahuje kromé vykladu nejnutnéjsiho matematického aparatu matematické
vysledky ziskané v obdobi 1968 —72, které se jiz staly klasickymi a tvoii dobry teoreticky zaklad
metody konec¢nych prvki. Kapitoly 17 a 19 obsahuji navic vysledky podstatné mladsi. Pfi praci
na skriptu jsem pouzil tuto literaturu:
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P. Uvop

P.A. Nékteré poznatky z analyzy a funkcionalni analyzy

P.1. Definice. Rikdme, 7e ohrani¢ens oblast {2 ma po ¢astech hladkou hranici
011, jestlize v témétr vsech bodech 0} existuje vneéjsi norméala k Q a jestlize se 02
skladé z konecného poctu hladkych ¢asti.

Poznamka. V pfipadé hranice 0f2 z definice P.1 jsou vylouceny fezy (viz Obr.
P.1 pro dimQ = 2); nejsou vsak vylouceny body vratu (viz Obr. P.2 opét pro
dim © = 2). Oblast 2 muze také byt vicenasobné souvisla.

OBR.P.1 A OBR.P.2A A P.2B

P.2. Véta (Green). Necht ohranicena dvojrozmérnd oblast €} ma po ¢dstech
hladkou hranici ) bez bodii vratu. Necht P, () jsou funkce spojité v 1, které maji
Spojité a ohranicené prvni derivace v §2. Necht hranice OS2 je orientovana tak, Ze
pii jejim probihani ve sméru orientace mame oblast () po levé ruce. Potom

kde integraly jsou brény v Riemannové smyslu.

P.3. Véta (divergenéni tvar Greenovy véty). Necht jsou splnény predpo-
klady veéty P.2. Polozime-li P = —P5, () = P;, potom

// <8P1 8P2> dedy = /aQ(Plnl + Pans) ds, (P.2)

kde (n1,n2) je jednotkovy vektor vnéjsi normaly k 0S).

Nacrt dikazu. Plati (zhruba feceno v prvni rovnosti)

de+Qdy:/ < ——|—Q )ds:/ (Pcosa+ @Qsina)ds =
a0 ds N

= / (Pysina — Py cos ar) ds, (P.3)
an

kde « je thel, ktery svira teéna k 092 (orientovana shodné s 9Q) s kladnym smérem
osy x. Necht w je tihel, ktery svird vnéjsi norméla k 952 s kladnym smérem osy =x.
Potom v bodé [z, y] plati (viz Obr. P.3)

LT
oa=w+ -
27



takze
cosa = —sinw, sina = cosw. (P.4)

Dosazenim (P.4) do (P.3) a kombinaci ziskaného vztahu s (P.1), kde v levé strané
uzijeme znaceni P = — Py, Q = P, dostaneme vztah (P.2). O

OBR.P.3
P.4. Oznaceni. V dalsim budeme téZ znadit
x1:=x, x9:=1y (resp.z3=2).

Misto [[, budeme psat [, a misto dzdy jenom dz (= dzidz,). Vztah (P.2) ma
potom tvar

al’k a0

P.5. Véta (dusledek Greenovy véty). Necht jsou splnény predpoklady véty
P.2. Potom plati

ou
o —@dr = /6Q upn; ds — / a% (P.6)

Dikaz. Polozme v (P.5) P; = up a P; = 0, kde ¢ # j, a uzijme pravidlo pro
derivovani sou¢inu. [

P.6. Poznamka. Vztah (P.6) se da také dokazat v pfipadé trojrozmérné oblasti
Q. V tomto piipadé pak symbol | 50 Wpn; ds znamena plosny integral pres plosnou
hranici 0f2.

P.7. Definice (realného linearniho prostoru). Mnozina S prvki z, v, z,
se nazyva realnym linearnim prostorem — stru¢né RLP, jsou-li splnény nasledujici
podminky:

I. K libovolnym dvéma prvkiim x,y € S je jednoznacné piifazen treti prvek
x4y € S, ktery se nazyva jejich souctem, piicemz

Dzx+y=y+z (komutativni zakon),

2)x+ (y+2)=(x+y)+2z (asociativni zakon),

3) existuje takovy prvek 6 € S, 7e x+6 = z pro vSechny prvky x € S (ezistence
nulového proku);

4) ke kazdému x € S existuje takovy prvek —x € S, ze x + (—xz) = 6 (existence
opacného prvku).



II. Ke kazdému realnému &slu o € R! a kazdému prvku z € S je definovan
prvek ax € S (tzv. ndsobek proku x € S redlngm cislem o € RY), pficemz

1) a(fz) = (aB)z (o, € RY),

2)1-z=u.

III. Obé operace (tj. s¢itani prvkt a nasobeni prvku realnym ¢islem) jsou spojeny
témito dvéma distribu¢nimi zakony:

1) (a4 f)z = az + fz,

2) a(x +y) = ar+ ay.
RLP budeme stru¢né nazyvat linedl.

P.8. Definice (normy). Nechf M je lineal. Je-li kazdému prvku u € M pfira-
zeno Cislo ||ul| s vlastnostmi

[ul| > 0, pricemz ||lul| =0 u=0 v M, (P.7)
lou|| = |a| - [|u|| pro kazdé realné «, (P.8)
lu+olf < flull + [loll - Vu,v € M, (P.9)

potom ||u|| nazyvame normou prvku uw € M. Linedl M, na némz je definovana
norma, nazyvame linedrni normovany prostor — struéné LN P.

P.9. Definice (B—prostoru). Uplny linedrni normovany prostor nazyviame Ba-
nachovym prostorem.

P.10. Definice (skalarniho sou¢inu). Rikédme,ze na linedlu M je definovan
skalarni soucin, je-li ke kazdé dvojici u,v € M piifazeno realné ¢islo (u,v) s témito
vlastnostmi:

(uv ’U) = (’U, U) ’ (
(Clul +CzU2,’U) = Cl(Ul,’U)—f—CQ(Ug,'U), C1,C2 € R17 (
(u,u) >0, (P.12
(u,u) =0 < u=0v M. (
Linedl M, na némz je definovan skalarni soucin, se nazyva unitarni prostor.

P.11. Definice (H—prostoru). Uplny unitarni prostor se nazyva Hilbertovijm
prostorem.

P.12. Poznamka. Piikladem Banachova prostoru je prostor Ls(2); obecnéji
kazdy Hilbertav prostor s normou ||u|| = /(u,u).

P.13. Definice (C*(9), suppu, C§°(2)). Necht  je ohranifena oblast s po
¢astech hladkou hranici. Necht N = dim Q a necht C*°(R") je lineal funkeci u(z),
kde x = [z1,...,zN], které jsou spojité véetné derivaci vSech fadu v celém pro-
storu RY. Symbolem C*° () budeme znadit lineal, ktery dostaneme restrikci funkci
z C*°(RY) na uzavfenou oblast Q. Uzavér mnoZiny téch bodi oblasti €2, v nichz
je u(z) # 0, nazyvame nosicem funkce u(x) a zna¢ime supp u. Ozna¢me dale sym-
bolem C§°(Q2) lineal vSech funkci s kompaktnim nosicem v oblasti €2, tj. mnoZinu
téch funkci z C°°(Q), pro néz plati u(x) = 0 v urcitém okoli hranice 9§ (v obec-
ném piipadé rtizném pro rizné funkce z C§°(€2)). Pro kazdé u € C§°(Q2) je suppu
uzaviend mnozina a suppu C ), takze supp u ma od hranice 92 urcitou kladnou
vzdalenost.



P.14. Priklad (funkce z C§°(Q2)). Je-li N = 2 a je-li Q ¢tverec definovany
nerovnostmi —2 < z; < 2, =2 < xy < 2, je prikladem funkce s kompaktnim
nosicem v €2 funkce

u(z, x2) = {

Piimym vypocétem se snadno dokéze, ze funkce (P.14) mé v Q derivace vSech radu,
takze je predné u € C*°(Q). (Pro nazornost je na Obr. P.4 nakreslen fez plochy
(P.14) rovinou zo = 0.) Déle supp u je uzavieny kruh se stfedem v poc¢atku soutrad-
nic a polomérem rovnym jedné; jeho vzdalenost od hranice 9 étverce €0 je ziejmé

kladné (rovna jedné; viz Obr. P.5).

e~1/(1-wi—a3) pro z? + 13 < 1,

. _ (P.14)
0 jinde v Q.

OBR.P.4 A OBR.P.5
P.15. Véta (Schwarzova nerovnost). Necht M je unitarni prostor. Potom
pro libovolné prvky u,v € M plati
|(u, )| < full - lo]]-
P.16. Definice (husté mnoZiny v LNP). Nechf S je linedrni normovany

prostor. Rikdme, Ze mnozina M C S je husta v S, jestlize pro kazdy prvek u € S
lze najit posloupnost {u,} C M takovou, ze lim |lu, — u| = 0.
n—00

P.17. Véta. Necht ohranicena oblast ) ma po ¢astech hladkou hranici OS2 bez
bodii vratu. Potom linedl C§°(Q2) je husty v Lo(R2), tj., podle definice P.16, pro
kazdy prvek u € Lo(Q) Ize najit posloupnost {u,} C C§°(Q) takovou, Ze

lim |ju, —u|| =0.
n— 00

Misto diikazu je na Obr. P.6 uveden piiklad v jedné dimensi (2 = (a,b), kde plnou &arou je

nakreslena po ¢astech konstantni funkce u a ¢irkované jedna z funkci uy,).
P.18. Véta. Necht u,, — u v La(Q) a v € Ly(2). Potom (up,v) — (u,v).
Dikaz. Z (P.11) a ze Schwarzovy nerovnosti plyne
|(tn, ) = (u 0) = |(un = u, 0)] < flun =l - [Jo]],

Protoze podle predpokladu véty ||u,, —u|| — 0, jde prava strana ziskané nerovnosti
k nule. [0



OBR.P.6
P.19. Véta. Necht mnozina M je hustd v Lo(Q2) a necht (u,v) =0 Vv € M,
kde u € L2(QY) je pevny prvek. Potom u =0 v Ly(92).

Dikaz. Podle definice husté mnoziny (viz definici P.16) lze najit posloupnost
{un,} C M takovou, ze limu, = u v L2(Q2). Podle pfedpokladu vét je (u,,u) = 0.
Odtud a z véty P.18 plyne, zZe lim(u,,u) = (u,u) = 0. Tento vysledek a vztah
(P.13) implikuji, ze u =0 v L2(Q2). O

P.B. Prechod od okrajového problému eliptické PDR
k varia¢ni formulaci

Uvazujme tento okrajovy problém Poissonovy rovnice:

—Au=f vQ, (P.15)
u=1u mnalyq, (P.16)
ou
o, — 4 na Iy, (P.17)
kde 52 52
U U = =
Au:a—x% 8—3737 FlUF2:aQ (Flﬂr2:®)
a f,u,q jsou dané funkce. Ptritom
ou ou ou

ou _ou L 9¥ 1
on oxy 1t 0xo "2 (P-18)

je derivace funkce u podle jednotkové vnéjsi normaly o= (n1,nz).
Néasobme (P.15) libovolnou hladkou funkci v, pro kterou plati

v=0 mnaly, (P.19)

a integrujme pres §2:

—/QvAudx:/Qvfdx. (P.20)

Upravme integrél na levé strané (P.20) pomoci Greenovy véty P.3:

0%y  0%u



9, 0 9/ 0 ou v du O
:_/5){33:1(1)3;1)+(9:E2(U3:Z>}dx+/g(3;13;)1+3;23;)2>d$:

__/ o(2n +6_un)ds+/(a“ o | DuBuy g,
B a0 071 ! 0xa 2 q \0xy 0r1  Oxg Ox9 )

Podle (P.18), (P.19) a (P.17) plati

ou ou ou
- - d = —d == d .
/aﬂfu(axlnl—l—amz?m) S /agvan S /FQ'Uq S

Tedy vztah (P.20) mize byt psan ve tvaru

ou Ov Oou Ov
= . 21
/§2(8$18$1+a$2a$2>d$ /Qvfdx—k/quds (P.21)

Dospivame tak k problému: Najit funkci u, kterd spliiuje (P.16) a vyhovuje
integralnimu vztahu (P.21) pro kazdou ”dostateéné hladkou” funkci v splilujici
(P.19).

Tato formulace problému ma velké slabiny: Nevime, jak ma byt funkce u hladka;
podobné to nevime o funkci v. Jedno je jisté: Vztah (P.21) klade mensi pozadavky
na hladkost funkce u nez okrajovy problém (P.15) — (P.17), protoze v (P.21) vy-
stupuji nejvyse prvni derivace funkce u, a to jesté v integrandu.

Vysvétleme jesté jinak nase nesnédze: Pozdéji dokdzeme, zZe feseni u problému
(P.21) minimalizuje na jisté mnoziné funkci kvadraticky funkcionél

o= [+ (32) - e e

Problém je, jakd to ma byt mnozina. Ziejmé to bude podmnozina néjakého upl-
ného prostoru (jinak totiz nemame zaruceno, ze minimalizujici prvek existuje — je
to analogie minima kvadratické funkce na mnoziné realnych cisel, tj. na tplném
prostoru). Tento Gplny prostor nyni zkonstruujeme.

1. PrRoSTOR Wk (Q)

1.1. Definice (multiindexové znaceni derivaci). Necht N = dim Q. Mul-
tiindexem rozumime N-rozmérny vektor, jehoz slozky jsou nezaporna cela ¢isla,

a=(a,...,ay), a3 >0,...,ay >0. (1.1)

Celé ¢islo
ol =a1+ -+ an

nazyvame délkou multiindexu. Symbol D“u definovany vztahem

alaly
D= — 1.2
" ozt ... 0z} (12)

pak nazyvame derivaci v multiindexovém znaceni.

10



Priklad. Pro N =2, a = (3,0) je

e = 2 (a ne zbytecns komplikovang 3“)
u = —= (a ne zbyteéns komplikované —z——— |;
ox3 Y P 023029/’
pro N =2, a=(2,1) je
ou
D% = ——.
0130

1.2. Definice. Necht k je celé nezdporné ¢islo. Kazdé dvojici u,v € C>(Q)
pfifazujeme €islo (u, v) o dané vztahem

(w o)=Y / D*uD%v dz, (1.3)
jal <k 7 €
kde sumace ptes |a| < k znamend, Ze je tfeba vycerpat vSechny navzdjem rtizné
vektory tvaru (1.1), pro néz plati |a| = a3 +--- + ay < k.
Priklad. V piipadé N = 2, k = 2 je tfeba vycerpat vSechny dvojrozmérné
multiindexy

~~

),
I 07 Y

0,0
), (0, 1)
1,1),(0,2),

(1,
(2,0),
takze z (1.2) a (1.3) dostaneme

ou Ov ou Ov
= d 4 4
(U7 ,U)27Q /qu . +/Q 8301 8.7]1 . +/Q 8172 8172 v

+/ 62—“8—2”(1.7a+/ Ou_ 0% dx+/ Oud™ g
q 072 0x2 q 071012 0110x2 o 03 0r3

1.3. Lemma. Vztah (1.3) definuje na linealu C*°(2) skaldrni soucin.

/\o

Diikaz. Prvni dvé vlastnosti (P.10) a (P.11) skaldrniho sou¢inu plynou z vlast-
nosti integrali a derivaci:

/DauDavdx:/DavDaudx,
Q Q

/ D*(auy + bug)D*vdz = a/ D*u; D% dx + b/ D®us D% dzx .
Q Q Q
Co se tyce tteti vlastnosti (P.12), je podle (1.3)
(U, u)g,q = Z /(Do‘u)2 dz. (1.4)
jof <k 7€

Zaroven je vidét, ze vztah (u,u)r o = 0 plati pravé tehdy, kdyz kazdy ze s¢itanct
v (1.4) je roven nule; odtud zejména plyne

/u2dx:0,
Q

¢ili u(z) = 0 v Q (protoze u € C>®(Q)), takze i &tvrta vlastnost (P.13) je spl-
néna. [J

11



1.4. Definice. Zavedeme-li v linedlu C*°(2) skalarni soucin (u, v)j o dany vzta-
hem (1.3), dostaneme unitarni prostor, ktery oznacime S%(2) . Normu v S5(Q2)
zavedeme obvyklym zptisobem

Q= A/ (U, U)k’Q Yu € SS(Q) (15)

a vzdalenost (metriku) vztahem

[l

o(u,v) == |lu—v|pa Yu,v e S5Q). (1.6)

Poznamka. Unitarni prostor S5(Q) je také linedrnim normovanym prostorem
a metrickym prostorem.

Poznamka. Pro & = 0 dostavame skaldrni soucin, normu a metriku prostoru
LQ(Q)a tj~ -
(u,v)0,0 = (4,v) 1, VYu,v € C®(Q) atd. (1.7)

1.5. Véta. a) Posloupnost {u,} konverguje v prostoru S§(Q) k prvku u pravé
tehdy, konverguje-li posloupnost {u,, } a posloupnosti derivaci { D%u,,}, kde |a| < k,
k funkci u a k jejim derivacim D®u v prostoru Lo(€2).

b) Posloupnost {uy, } je v prostoru S§(Q) cauchyovska pravé tehdy, jsou-li viechny
posloupnosti { D%u,, }, |a| < k, cauchyovské v prostoru Lo (2).

Diikaz. a) Z (1.5) a (1.3) plyne, Ze pro u € S5(€) je
[uta= Y [ (Dmw?de= 37 IDul, - (18)
ol <k ™ € ol <k

Konvergence v prostoru S5(Q), tj.

lim u, =u v S§(Q),
n— 00

tedy znamena, ze

. 2 9 a D%, 012 —
dim [lup —ulf o = lim Y [ D%, — D2, q) = 0.
lo| <k
Odtud plyne prvni tvrzeni véty.
b) Je-li posloupnost {u,} cauchyovska v S5(Q), potom podle (1.8) plati

ol = o = lim |z|: 1Dt = D[, ) = 0.
a|<k

Odtud plyne druhé tvrzeni véty. [

D4 se ukazat prikladem, Ze prostor S5()) neni tplny. S pomoci véty 1.5b a
faktu, ze prostor Lo(Q) je tplny (tj. kazda cauchyovskd posloupnost mé v Lo ()

12



limitu), lze vSak prostor S5(Q) ”zuplnit”. Ziskany plny prostor ozna¢ime W& (12)
a ukazeme, ze ma vlastnosti pozadované v sekci P.B.

Uvazujme libovolnou posloupnost {u,} cauchyovskou v S5(Q). Jsou mozné tyto
dva ptipady:
a) Posloupnost {u,,} je v prostoru S%(Q2) konvergentni,
lim u, =u v S¥(Q),
n— oo
tj. existuje u € S¥(Q), ze

lim ||lup —uljgo=0.
n—oo

Podle véty 1.5a konverguje v Lo(2) posloupnost {u,} a posloupnosti {D*u,,} pii-
slusnych derivaci k funkci u a k jejim derivacim D%u.

b) Posloupnost {u,} neni v prostoru S5(Q) konvergentni. Podle véty 1.5b je
v8ak kazd4 z posloupnosti { D%u,,} (|a| < k) cauchyovskd v Lo (), a protoze Lo(2)
je uplny prostor, ma v ném kazda z téchto posloupnosti urcitou limitu, kterou
oznacime u(®)

lim D%, =u'® v Ly(Q), |of <k. (1.9)

n—00

Pro |a| = 0 oznaéime pfislusnou limitu symbolem u:

lim u, =u v Ly(9). (1.10)

n— oo

O funkeich u(®, 1 < |a| < k, nemiizeme tvrdit Ze jsou derivacemi limitni funkce
u, protoze o funkci u zatim vime jen to, Ze patif do Ly(£). O funkcich u(®) viak uka-
zeme, Ze maji véechny vlastnosti derivaci D®u funkce u € S5 (), které se projevi,
kdyz tyto derivace vystupuji v integralnich vztazich.

1.6. Lemma. Necht u € S5(Q). Potom pro 1 < |o| < k plati
/ @Dy dx = (—1)'04/ uD*pdz Yo € C3°(Q). (1.11)
Q Q

Dikaz. Podle véty P.5 (disledek Greenovy véty) pro kazdé j, kde 1 < j < N,
plati (zde N = 2)

ou
o 9z, —pdxr = /6Q upn; ds — / a% Y de = / a%

protoze ¢ = 0 na d2. Tim je vztah (1.11) dokazan v piipadé |a| = 1.
Protoze D%p = 0 na 9f2 pro |a| > 0, dostaneme vztah (1.11) v obecném pfipadé
opakovénim uzitého postupu. Napf., pro a = (1, 1)

du dp du dp
dr = ds — dz dz
81:181:2@ v a0 83:1@”2 5 83:1 8332 83:1 8332
9%
=— —nid d
/39u8$2n1 S 8:1:181:2 8I‘18I‘2 o

coz je vztah (1.11) pro a = (1, 1) Jak se postupuJe v obecném ptipadé, je jiz
ziejmé. [
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1.7. Véta. Limitnf funkce u € Lo(Q), ul®) € Ly(Q), které vystupuji ve vztazich
(1.9) a (1.10) splnuji vztahy

/wm) do = (_1)|a|/ uD®pdz Yo € C(Q), 1< |a| < k. (1.12)
Q Q

Drikaz. Protoze u, € S5(Q) pro kazdé n = 1,2,..., plati podle lemmatu 1.6 pro
1< |a) <k

/(pDaun dz = (—1)""/ upn D% dz Yo € C5°(Q).
Q Q

Pfejdéme v tomto vztahu k limité

lim [ D%, dz = (-1)1* lim [ w,D%dz. (1.13)
Q

n—00 n— 00 Q

Podle (1.9), (1.10) a véty P.18 implikuje (1.13) vztah (1.12). O

1.8. Véta. Funkce u'® jsou jednoznac¢né urceny funkei u (ve smyslu prostoru
Ly(62)).

Diikaz. Piedpokladejme, ze dvé posloupnosti {uy,}, {u,} cauchyovské v S(9)
maji tutéz limitu v Ly (£2),

lim w, = lim 4, =u v Ly(). (1.14)
n—o0 n— oo
Oznacme
@ = lim DU, v Ly(Q), 1<la|<k (1.15)
n— oo

a zjistéme, jaky je vztah mezi u(®) a u(®) (viz (1.9)).
Stejnym postupem jako jsme ziskali (1.12) dostaneme ze vztahi (1.14) a (1.15)

/ pu' dr = (_1)la|/ uD%pdz Vo € C°(Q), 1< |af < k. (1.16)
Q Q

Odec¢téme (1.16) od (1.12) (pro libovolny multiindex «, 1 < |a| < k). Dostaneme
/(u<a> — i ode =0 Ve € C°(9). (1.17)
Q

Protoze linedl C§°(2) je husty v L2(Q) (viz vétu P.17), plyne z (1.17) podle véty
P.19
@ =u v Ly(Q)

pro kazdy multiindex «a (1 < |a| < k), coZ jsme chtéli dokazat. [

14



1.9. Definice. Funkce u(® nazveme zobecnéngmi derivacemi funkce u a budeme
je znacit (stejné jako klasické derivace) symbolem D%u (viz (1.2)).

Nahradime-li u(®) v (1.12) symbolem D%u, dostaneme vztah, ktery je formalng
totozny se vztahem (1.11). (Vztah (1.12) ovSem plati pro $irsi mnozinu funkci.) To
je hlavni dfivod zavedeni definice 1.9. Ze tato definice ma dobry smysl, plyne z véty
1.8, kterou nyni mtzeme vyslovit takto: Zobecnéné derivace funkce u jsou touto
funkct jednoznacné urceny.

Piiddme-li k prvkiim prostoru S5(Q) (tj. k prvkém linedlu C*(Q2)) vSechny
limitni prvky, dostaneme mnozinu, kterou oznac¢ime Uy, a o které lze snadno dokazat,
ze je to lineal.

Dale 1ze bez obtizi dokazat, ze vztahem

(u,v)g.0 = Z / DuD%dx  ue U, ve U (1.18)
o <k

je na linedlu Uy definovan skalarni soucin, ktery je rozsifenim skaldrniho soucinu
z definice 1.2 na prvky z linedlu Uy, a ze prislusny unitarni prostor je uplny, tj. ze
je Hilbertovym prostorem.

1.10. Definice. Hilberttv prostor, jehoz prvky jsou prvky linealu Uy a v némz je
skalarni soucin definovan vztahem (1.18), budeme nazyvat Sobolevovym prostorem
W¥(Q). Norma je v tomto prostoru definovéana standardné vztahem

lullk.o =/ (v, W)ka Yue WH(Q). (1.19)

1.11. V&ta. Linedl C*(Q) je v prostoru W¥(§2) husty.
Drikaz. Tvrzeni plyne piimo z konstrukce prostoru W5(Q). O

Lze ukazat, ze prostor W (Q) je separabilni. P¥ikladem spodetné mnoziny husté
v W¥(Q) je mnozina vsech polynom® v N proménnych s racionalnimi koeficienty.

Casto potiebujeme v&dét, zdali dana funkce nalezi do W¥(Q). K odpovézeni
takové otazky dobte poslouzi nasledujici kritérium:

1.12. Véta. Necht ) je ohrani¢end N-rozmérna oblast s po ¢astech hladkou
hranici OS2, kterd nema body vratu. Necht funkce u € Lo(€2) ma zobecnéné derivace
D%, pro vsechna |a| < k, které nalezeji do L2(Q2). Potom u € W¥().

Diikaz spociva v konstrukei posloupnosti funkei {u,, } € C°°(Q), pro kterou plati

lim ||up —uljgo=0.
n—o0

Tato konstrukce je velmi komplikovana a presahuje rdmec tohoto kursu. Proto ji
nebudeme provadét a odkazujeme na [KJF, dikaz véty 5.5.9].

S pomoci véty 1.12 nyni dokazeme nékolik dtlezitych vysledki.
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1.13. Definice. Rikéme, Ze funkce f(z1,...,2N) je po ¢astech spojita v ohrani-

cené oblasti €2, jestlize existuje konec¢ny pocet oblasti €24, ..., €, s vlastnostmi
m
ﬁ:Uﬁw QN0 =0 (r#s rs=1,...,m), (1.20)
j=1

ve kterych je funkce f(z1,...,zN) spojita.

1.14. Lemma. Necht §) je ohrani¢ena N-rozmérna oblast s po ¢astech hladkou
hranici 0Q, kterd nema body vratu. Necht funkce w € C°(Q) ma po &astech spojité
a ohranicené prvni derivace v ). Necht podoblasti Q1, ..., ,,, ve kterych jsou deri-
vace Ow/0x, (r =1,...,N) spojité, maji po ¢astech hladké hranice 01, ..., 00,
které nemaji body vratu. Potom w € W4 (Q), pficemZ zobecnéné prvni derivace
Ow/0x,, které nalezeji do L2(Q), jsou v kazdé podoblasti ; (j = 1,...,m) rovny
klasickym derivacim 0w /0z, (r =1,...,N).

D1iikaz. Necht W(Q]) je jednotkova vnéjsi normala podoblasti ; (7 =1,...,m)
an()i,...,n(;)n jeji slozky. Protoze

W>(Qp) - _W(Qq) (1.21)

na spole¢né ¢asti hranic uzavtenych oblasti Q,,, Q, (viz Obr. 1.1), dostaneme pomoci
véty P.5 (tj. dusledku Greenovy véty) pro funkci

ow
ox,

gr(z) = (), z€Q; (j=1,...,m),

kde dw/0x, je klasickd derivace, postupné tyto vztahy:

" ow “ o5,
grpdx = / pdr = </ wen Q~Td3—/ w dx)z
/Q Jz::l Q; Oz, Z 0Q; (%) Q, Oz,

i=1

0y dy
= wnrds—/w da:z—/w dr Ve e C;°(Q),
/6Q v o Oz, o Oz, 4 o ()

kde n, oznacuje r-tou slozku jednotkové vnéjsi normaly k 0€2. (T¥eti rovnost plyne
z toho, Ze ve vnittku Q se podle (1.21) ki¥ivkové integraly na spolecénych ¢astech

hranic 092, 0, rusi - viz Obr. 1.1.) Tedy g1, . .., g~ jsou prvni zobecnéné derivace
funkce w.
Protoze pocet m podoblasti €2y, ..., Q,, je konecny, plyne z ohranicenosti a spo-

jitosti derivaci Ow/dz, v Q; (j =1,...,m)

m Ow 2
29, _ —
/Qgrda:—;/ﬂj<axT> dr <oo (r=1,...,N).

Tedy g, € L2(Q). O
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OBR.1.1 A OBR. 1.2

V Ddtsledku 1.16 uvedeme funkce, které vyhovuji podminkam Lemmatu 1.14
a které se uzivaji v metodé konecnych prvkd. Tim se ukaze vyznam véty 1.12
a lemmatu 1.14 pro nas kurs. Nejprve vSak musime zavést v definici 1.15 pojem
triangulace oblasti.

1.15. Definice. Nechf ohrani¢end oblast 2 C R? m4 polygonalni hranici. Mno-
Zina o B
T={T1,Ts,...,T)}
sestavajici z konec¢ného poctu uzavienych trojuhelnikt T]- se nazyva triangulaci
oblasti Q, jestlize spliiuje tyto dvé podminky:

a) plati
p— p p—
0= U Tj :
j=1

b) libovolné dva trojthelniky 7;, T; € T jsou bud disjunktni, nebo maji spole¢ny
vrchol, nebo spole¢nou stranu (viz Obr. 1.2).

1.16. Disledek. Necht T je triangulace ohrani¢ené uzaviené oblasti Q s poly-
gonéalni hranici Q. Necht funkce w € C°() je polynomem na kazdém trojiihelniku
triangulace T. Potom w € W (). Kromé toho, ve vnittku T; kazdého trojihelnika
T; € T je zobecnénd derivace Ow/dx; rovna klasické derivaci dw/dz; (i = 1,2).

1.17. Poznamka. Konstrukce polynomt generujicich funkce z C°(£2) budou
uvedeny v kapitolach 8, 9 a 13.

Zobecnénim Disledku 1.16 je tato véta:

1.18. Véta. Necht T je triangulace ohrani¢ené uzaviené oblasti Q s polygonalni
hranici 0Q. Necht funkce w € C*~1(Q), kde k > 1, je polynomem na kazdém
trojithelniku triangulace T. Potom w € W¥(Q). Kromé toho, ve vnitiku T; kazdého
trojithelnika T; € T jsou zobecnéné derivace D®w, kde |a| = k, rovny klasickym
derivacim D*w (|a| = k). Zobecnéné derivace D*w, kde |a| < k — 1 jsou rovny
klasickym derivacim na celé oblasti .

1.19. Poznamka. Konstrukce polynomii generujicich funkce z C*=1(Q), kde
k > 2, budou uvedeny v kapitole 18.
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1.20. Poznamka. Lze snadno ukézat (plyne to téméf z definice): Je-li u €
Wk(Q), potom

a) u € W3 () pro kazdé s spliujici podminku 0 < s < k;

b) zobecnéné derivace D%u (|a| < k) patii do prostoru WQk ~lel (), pficemz plati
tataz pravidla pro derivovani jako pro funkce z linedlu C'*°(Q):

D¥(DPu) = D> Py
kde o + 3 je soucet multiindexti v a 3 (které se s¢itaji jako vektory), apod.

1.21. Poznamka. Lemma 1.14 ukazuje na rozdil mezi klasickou derivaci a zo-
becnénou derivaci: zatimco klasicka derivace je definovana bodové, tj. v jednotlivych
bodech, zobecnéna derivace je definovana na celé oblasti, pficemz na mnoziné miry
nula nemusi byt viibec definovana.

2. STOPY FUNKCI z PROSTORU W¥(Q). PrROSTOR W} (Q).
FRIEDRICHSOVA NEROVNOST A POINCAREOVA NEROVNOST

2.1. Definice. Rekneme, Ze  je oblast s lipschitzovskou hranici, je-li ohrani¢end
(v obecném pfipadé muze byt vicendsobné souvisla) a existuji-li kladné konstanty

a, (3, koneény pocet m kartézskych soustav soutradnic x(r) cee :U%) (r=1,...,m)
a m funkci a, (arg ), . 3:5\,) 1) spojitych v (N — 1)-rozmérnych otevienych krychlich

K () (tj. intervalech v p¥ipadé N = 2),
K(T)z{[argr) 335\?;)1 : |3:§-T)|<oz, j=1,...,N -1}, (2.1)

tak, ze
a) kazdy bod x hranice 99 lze vyjadiit alesponn v jednom z uvazovanych m
systémi soutadnic ve tvaru

x = [arg),.. xg\r,) 1,ar(xgr),.. x%) Dl (2.2)
b) body z = [.I'Y), . :U%) 1 :UEV)] pro néz plati

@ <a (j=1,...,N-1)

a
ar(@", 30 <2 <o, 20 )+ 8, (2.3)
resp.
ay (J:Y),.. JZEG) ) —B< JZN) < a,n(xgr),.. :U%) ») (2.4)
lezi v Q, resp. vné €;

c) kazda z funkci a,n(.rg ). x%) ) (r =1,...,m) je na krychli K lipschi-
tzovska, tj. existuje konstanta L takova, ze pro kazde dva body [z] (r ) x%) 1)
[y Y), ce yl(\,) 1] z této krychle plati

ar(uy” -l el <
(2.5)
<L) =27+ + (7 — a2
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OBR. 2.1

Na Obr. 2.1 je nakreslena dvojrozmérna oblast s lipschitzovskou hranici a jeden
z kartézskych systémi. Je zfejmé, ze nékteré body hranice €2 jsou vyjadieny ve
tvaru (2.2) ve dvou sousednich systémech soutadnic.

2.2. Poznamka. Ve dvojrozmérném pripadé kazda ohrani¢ena (obecné vicena-
sobné souvisla) oblast €2, kterd ma po ¢astech hladkou hranici a nema body vratu, je
oblasti s lipschitzovskou hranici. Samotny pojem zavedeny v definici 2.1 vSak zahr-
nuje pro N = 2 oblasti s hranicemi obecnéjsich vlastnosti (které se vSak v aplikacich
vétsinou nevyskytuji).

Vzhledem k dostatecné obecnosti se v pripadé N = 2 omezime na ohranicené
oblasti, které maji po castech hladké hranice bez bodi vratu, a takové oblasti
budeme pro strucnost nazyvat oblastmi s lipschitzovskou hranici.

2.3. Definice. a) Necht N = 2 a necht (2 je oblast s lipschitzovskou hranici 0€2.
Necht Sq, ..., S, jsou hladké ¢asti 02 a

T1 = (,Oj(t), To = wj(t), t €<aj,, bj>

je parametrické vyjadieni S;. Je-li na S; dana funkce v(p;(t),4;(t)) méFitelna na
<aj,,b;>, definujeme

J,

J

b;

o) dsi= [ olps0. 6500102 + iR (20)

a;

kde integrél na pravé strané (2.6) bereme v Lebesgueové smyslu. (Pro spojité a
ohranic¢ené funkce v(z1,x2) je tato definice shodna s béznou definici kfivkového
integralu prvniho druhu v Riemannové smyslu.)

b) Je-li mimoto integral

J

b

[v(z1, %2)]* ds E/ [v(w(t%@bj(t))]2\/[¢j(t)]2 + [ (1)) dt

J a;
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konec¢ny, fekneme, ze funkce v(x1, z2) je na S; integrovatelna s kvadratem (v Lebes-
gueové smyslu). Je-li funkce v(z1, z2) integrovatelna s kvadratem na S; pro vSechna
j=1,...,m, fekneme, Ze je integrovatelna s kvadratem na hranici 92 a klademe

2 2
veds = E / veds. 2.7
/69 =178 2.7)

c) Definujeme-li pro vSechny funkce u, v integrovatelné s kvadratem na hranici
01} skalarni soucin

(u,v)aq := /aQ uvds, (2.8)

dostaneme (jak lze bez obtizi dokazat) Hilbertiv prostor, ktery oznacime Lo (0S2).
Norma je v tomto prostoru definovana standardné vztahem

||U||L2(aQ) =/ (u, u)ag Yu € L2(6Q) . (2.9)

2.4. Véta (o stopach). Necht Q) je oblast s lipschitzovskou hranici. Potom
existuje prave jeden linearni ohraniceny operator

v Wy () — La(09), (2.10)
ktery zobrazuje prostor W3 (Q) do prostoru L2(09)) tak, Ze plati

(yv)(z) =v(z) Yo e C®(Q), Vred. (2.11)

Dukaz véty 2.4 je uveden v [Ne, str. 15-16].

2.5. Poznamka. a) Linearita operatoru (2.10) znamena
y(e1u 4 cav) = c1yu + coyv,  c1,c0 € RY, u,v € WH(Q). (2.12)
Ohranicenost operatoru (2.10) znamena
70l Lo00) < Cllvlla Yo € Wy (Q), (2.13)

kde konstanta C' je zavisla pouze na oblasti €.

b) Funkce yu € Lo(09) se obvykle nazyva stopa funkce v € Wy (Q) na hranici
01). Pokud nemuze dojit k nedorozuméni, misto yu piseme strucné u.

c) Z vlastnosti (2.11) plyne, Ze stopa funkce u € W4(Q) je rozsifenim pojmu
"hodnota funkce u na hranici 09”, ktery méa smysl v piipadé funkce spojité na Q

(a tim spis v ptipadé u € C*°(Q)).
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2.6. V&ta (o hustoté stop). Mnozina y(W3(Q)) := {yu : u € W5 ()} nenf
identickéa s celym prostorem Lo (0S), je vSak v Lo(0S2) husta.

Co se tyce dikazu véty 2.6, viz napt. [KJF, dikaz véty 6.6.3].

Z linearity a ohranic¢enosti operatoru (2.10) plyne, ze stopy dvou funkei blizkych
ve W3 (Q) jsou blizké v Ly(9€). Podle (2.12) a (2.13) totiz plati

[yu = yvllLy00) = [7(u = 0)[|Ly00) < Cllu —vl10, (2.14)

kde (podle poznamky 2.5) konstanta C' je zavisla pouze na €, takze kdyz je hodnota
|u — v[|1,0 mald, je také hodnota ||yu — yv| 1,y mala. Z (2.14) navic plyne

Uy, — u ve Wa (Q) = yu, — yu v La(9). (2.15)

K dtikazu (2.15) staci v (2.14) polozit v = uy,.

V prostoru Lo (2) nelze pojem stopy dobie zavést. Mimo jiné totiz neplati analo-
gie implikace (2.15), jak ukdZeme v nésledujicim jednoduchém piikladé: Uvazujme
na intervalu <O; 3> posloupnost funkei u,, (z) definovanych vztahy

(1 —nz)- (1)t pro z € (0; %),
() = ¢ 0 pro T € <%53—%>, (2.16)
[1+n(z—3)] - (-=1)"*! proxe <3 — %;3>.

Prvni dva ¢leny této posloupnosti jsou graficky znazornény na Obr. 2.2.

OBR. 2.2

Snadno se presvédcime, ze posloupnost {u,(z)} konverguje v prostoru Ls(0;3)
k funkci u(z) = 0:

3 1/n
A A AR
0 0
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1/n 2
:—%[(1—n$)3]0/ :%—>0 pron — oo.

Avsak posloupnost stop funkei ., (x) spojitych v intervalu <0; 3>, tj. posloupnost
1,-1,1,—-1,... (2.17)

jejich hodnot v krajnich bodech tohoto intervalu, neni konvergentni.
V piipadé, Ze bychom misto posloupnosti (2.16) uvazovali nap¥. posloupnost

11— nz)- (1)t pro z € (0; 1),
vn(z) =< 0 pro & € <%;3—%>, (2.18)
M +n(x-3)] - (-1)" proze <3— L 3>.

no
(grafy prvnich dvou ¢lent této posloupnosti jsou znazornény na Obr. 2.3), snadno
bychom zjistili, Ze tato posloupnost jiz konverguje k funkci u(z) = 0 v prostoru
W34 (0; 3). Misto posloupnosti (2.17) bychom dostali pro stopy funkci vy, (z) v kraj-
nich bodech intervalu <0; 3> posloupnost

11 1
I 2737 47"'7

kterd konverguje k nulovym stopam limitni funkce u(x) = 0.

OBR. 2.3

Je-li u € W2(Q), potom podle poznamky 1.21 patii funkce u i jeji zobecnéné
derivace Ou/dz; (j = 1,...,N) do W3 (). Z véty 2.4 pak plyne, Ze nejen funkce
u, ale i funkce du/0x; (j = 1,..., N) maji stopu na hranici 0f2. Protoze hranice
1) je podle predpokladu lipschitzovska, takze normala o existuje skoro vsude
na 90, umoziiuje pojem stopy zavést derivaci funkce u € W2(Q) podle normaly
(¢i v daném sméru) na hranici 0€2. Jsou-li n; smérové kosiny vnéjsi normaly o,
miizeme definovat

ou N ou
Vo= (7%) (@)nj(z), uweWi(Q), zeon (2.19)
j=1 !
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¢i strucnéji (viz Poznamku 2.5.b)

N
ou ou
= ; 87j(g;)nj(a:), u€ Wi(Q), z¢cdQ. (2.19%)
Obdobné miizeme postupovat v piipadé prostortt W¥(Q) (k > 3), kde miizeme
navic definovat 9%u/dn?, atd.

2.7. Definice. Symbolem S¢'(€2) budeme znagit lineal C5° () opatieny skalar-
nim soucinem (u, v)x.q — viz (1.3). Symbol W2?(Q) bude znadit ” ziplnéni” prostoru

Si2(Q) v metrice indukované skalarnim soucinem (u,v)x.q (viz (1.5), (1.6), (1.9),
(1.10)).

2.8. V&ta. Necht oblast Q m4 lipschitzovskou hranici. Prostor W2(Q) je pod-
prostorem prostoru Wk (Q) a patii do néj funkce, pro které plati

yD%u(z) =0 v Ly(0R) pro o] <k —1, ue WEQ). (2.20)

Dikaz. a) Nejprve probereme piipad £ = 1. Necht u € WO1 2(Q) To znamena
(podle konstrukce prostoru WO1 ’Q(Q)), ze existuje posloupnost {u,} C Sé’Q(Q) ta-
kova, ze

lim ||lup, —ull1,0=0. (2.21)

n—o0

Podle (2.14) plati
e = yunllL,00) < Cllu = unll1a-
Protoze podle (2.11) a toho, Ze u, € Sy*(Q) (tj. u, € C§(Q)), plati yuy,(z) = 0

pro x € 01, lze posledni nerovnost psat ve tvaru

lvull L, 00) < Cllu — unll1,0.

Odtud a z (2.21) plyne yu = 0 v L2 (09), tj. vztah (2.20) pro k = 1.
b) V obecném ptipadé necht u € Wéc (). Potom existuje posloupnost {u,} C
k2 .
S77(92) takova, ze
lim ||lup —uljgo=0.

n—0o0
Podobné jako (2.14) dokdzeme, Ze pro |a| < k — 1 plati
YD —yD%unl|Ly00) < C||[D% — D¥un[l1,0 < Cllu — unllr.0-
Protoze u, € C§°(2), potom vime, ze funkce u,(z) je identicky rovna nule v ur-
¢itém okoli hranice 09, takze D“u,(z) = 0 na 99 pro jakkoliv velké |a|. Tedy
z predchozich nerovnosti plyne pro || < k —1

lvD%ul| 1, 00) < Cllu — tnl[r,o — 0 pron — oo,

takze plati vztah (2.20). O
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2.9. Véta (Friedrichsova nerovnost). Necht Q) je oblast s lipschitzovskou
hranici. Potom

||u||IQ<C{Z/ (8$J>2dx+/mu2ds} Vu € WAQ), (2.22)

kde konstanta C' zavisi pouze na oblasti €.

2.10. Definice. a) Vyjraz

Z/ <3$J>2dl‘ Vu € W (Q) (2.23)

nazyvdme seminormou v prostoru Wi ().
b) Obecné, vyraz

ulp.q = Z/Da 2dr Vu e WE(Q) (2.24)
|a|=k

nazyvame seminormou v prostoru Wx(Q).

D4 se dokazat, ze seminorma | - |r.o méa vlastnosti (P.8) a (P.9). S pomoci
seminormy lze Friedrichsovu nerovnost psat ve tvaru

< (ufa+ [ was) wuewi@). (2.22%)

V piipadé prostoru W,*(Q) se redukuje nerovnost (2.22) na tvar
JullLe < Clulie  Yu e Wy2(Q). (2.25)

Ponékud obecné€jsi tvar Friedrichsovy nerovnosti udava nasledujici véta:

2.11. Véta (Friedrichsova nerovnost). Necht Q je oblast s lipschitzovskou
hranici a S C 0f2 jeji cast, ktera ma kladnou Lebesgueovu miru, mes;.S > 0. Potom

Jull? g < K(.5) (juf} o +/ w2 ds) Vue W), (2.26)

s
kde konstanta K (£, S) zavisi pouze na oblasti §) a oblouku S.
Uzitecnda byva i tato véta:

2.12. Véta. Necht Q) je oblast s lipschitzovskou hranici a I' C Q ¢dst hranice,
ktera neni casti piimky a ktera ma kladnou Lebesgueovu miru, mes,I" > 0. Potom

lul3e < C@.1) (jufa + / w2 ds) Vue WE(Q). (2.27)

r

kde konstanta C(2,T") zavisi pouze na oblasti § a ¢dsti I.
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2.13. Poznamka. V piipadé u € W?(Q) se nerovnost (2.27) redukuje na tvar

|ulla.o < C()|ulg Yu e WF(Q). (2.28)

2.14. Véta (Poincaréova nerovnost). Necht Q) je oblast s lipschitzovskou
hranici. Potom

2
2 2 a k
||u||k,gsc{|u|k,g+|§j ( /Q Douds) |, weWh(©Q),  (229)

al<k

kde konstanta C zavisi pouze na k a na oblasti ). Specialné pro k = 1 odtud plyne

Julff o < C{luba+ ([ ude) ), wewi@) (230

Duikazy Friedrichsovych nerovnosti 1ze nalézt v [Ne| a Poincaréovych nerovnosti
v [KFJ].

3. PRIKLADY FUNKCI z PROSTORU W3 (Q2)
3.1. Definice. Necht Q je oblast v RN, A, B € RN dva body a p pfimka jimi prochazejici, tj.
p={tA+(1—-t)Be RN :tc R'}.
Piedpokladejme, ze p N Q # @. Potom existuje (kone¢nd nebo nekone¢nd) posloupnost otevienych
intervalti {Jy }, J; N J; = 0 pro i # j, tak, ze
pnQ=|J{tA+(1-t)Be R :t€ J;}.
J
Necht u je funkce definovana v §2; polozme
o(t) =u(tA+(1—t)B) prote | JJ;.
J

O funkci u fikdme, Ze je absolutné spojitd na pfimce p, jestlize funkce ¢ je spojitd na kazdém
kompaktnim podintervalu intervalu J; pro kazdé j.

3.2. Definice. Symbol AC;(2) znadi mnozinu vSech funkci definovanych na €, které jsou
absolutné spojité na témér vsech pifimkach, které jsou rovnobézné s osou z; a maji neprazdny
prunik s oblasti .

N
3.3. Véta. Abyu € W (Q), je nutné a staci, aby u € L2(Q)N (| AC;(Q) a aby pro ”klasické”
=1
derivace platilo Ou/0z; € L2(Q2) (i =1,...,N).
Drikaz. Viz napi. [KJF, str.274-276]. [J

3.4. Priklad. Necht

Kr={[z1,...,on]: 2]+ - +2% <R? 0<R<1}. (3.1)
Polozme pro strucnost
r = 113%-1-"'-1-33?\7-

Potom 1
In- € W} (Kgr) proN =3, (3.2)

T

1
In- € Ly(Kg) proN =2. (3.3)

r
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Ovérme (3.2). Transformaci do sférickych soufadnic
r1 = pcospsintd, x2 = gsinpsiny, x3 = pcosd,

kde o € <O;R>, (NS <0; 27r>, Y € <0;7r>, snadno zjistime, Ze

12 R 27 ™ 1\2
” ln—H = lim {/ {/ (ln —) 92 sinﬁd’ﬂ}d(p}dg.
rll0,Kp =0+ J, 0 0 0

Pro ¢ € (0, R) je % > 1, takze (ln%)2 < g%. Odtud

112 R 27 T
Hln—H </ {/ {/ sinﬂdﬁ}d@}dg:éer.
rll0,Kg 0 0 0

Dale,
0 (1 1):_ 0 lnr:—l or __mz7
Oz; r z; r Ox; r2
takze
d 17?2 1

=1

Pro N = 3 odtud plyne transformaci do sférickych souradnic

2 R 27 T
9 (1n 1) :/ {/ {/ sinﬁdﬁ}dg@}dg:éhrR.
Oz N /o kp  Jo 0 0

3
Tedy plati (3.2).
Ovérime (3.3). Transformaci do polarnich soufadnic
r1 = pcosy, x2=gsing (o€ <O;R>, @€ <0; 27r>)

dostaneme

112 I R 27r112dd21' R12d
HH;HO,KR_5—1>%1+ . /0 (HE>Q<P o= T‘-E—l)%l-i-/s o(ln 0)*dp -

Dvoji integraci per partes snadno zjistime, Ze

1 1 1 2 1 1
/Q(IHQ)QdQ == [(91n9)2 —o°lng+ —92] == [(an —) +o°ln= + —92] :
2 2 2 0 2
Protoze
1 In = —07s
lim goln— = lim Tg = lim &~ —o,
0—0+ o 0—0+ = =0+ — =
e
dostavame z pfedchoziho (3.3).
Pro N =2 z (3.4) plyne, Ze
2 2 R
5] 1 1
Z (ln —) =27 lim —do — oo,
= ox; /o, kg e=0+ /., o

takze ln% ¢ W} (KR) a plati pouze (3.3). [
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3.5. Piiklad. Dokazeme, ze
(3.5)

af, 1 7 _ 1
ln;EWQ(KR) pro N =2 (R>1>,
(3.6)

1 1
Inln - € W3 (Kg) pro N =2 <ln—>1).
r R
%, ktera plati pro

1
2 <

Ovéfme (3.5). Po transformaci do polarnich soufadnic z nerovnosti In

0 € (0, R>, dostaneme
1 2 R 27 1
N = lim {/ o4 /1n —dgp}dg =
0 o

In —
e—=0+ J,

r OaKR
é’/’r\/ R3.

R 1 R
In-do < 2 Ui / do =
i 0 HQQ 7r€_1>151+8 Vedo 3

=27 lim
e—0+
Dale
0 < 4 1> 1 < 1) T 1,
In-)=—-(In- —,
ox; T 4 r r2
takze
2 2 R 3
1 2 1\—-351
Z i(41n—> i lim <ln—) 2—dg.
i=1 O T/ llo,Kg 16 e=0+ /. Q 0
Substituci £ = — In p dostaneme
R _3 In1/R
1 1 1 1 2
/ (m-) 2—dg:—/ t_3/2dt:2< - >—> pro & — 0+,
€ e 4 Inl/e /ln% /ln% /ln%
takze plati (3.5).
Ovéime (3.6). Plati
12 R 1\ 2 R 2
Inln — =27 lim <1nln —) odo < 27 lim / <1n —> odo.
e—=0+ /. e—=0+ /. o

Tllo,Kg

, . . . ” . 1 2 . 2 fps s . “v s

Déle pokracujeme stejné jako v pripadé ” In - HO K kdyz Kr C R* (tj. jako pfi ovéfovéni (3.3)).
KR

Tedy
112
H lnln—H < 0.
rll0,KR
Plati
5] 1 1
(lnln—) =——7
ox; T In L r2
T
takze )
0 1y(2 B o1 01
ZH <1nln—>H =27 lim ——=—de.
i 10y r/110,Kp e=0+ J, <ln%> 0
Substituci t = — In g dostaneme
R 1 d Inl/R 1 1
[ e [y L1
€ (ln%) 0 Inl/e Ing In:z

Tedy plati (3.6). [
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3.6. Priklad. Uvazujme oblast G C R? ohrani¢enou kiivkami
532:0, a’,‘lza(a>0), 502:33%,

kde
a>2+e (0<e<l).

Potom
u(zy,z2) = ml_(1+6)/2 € W3 (G).

Skutec¢né, snadno se presvédcime, ze plati

a zf ou \ 2 1 1/1 2
[ull} g = lim / Clu? g (22 | deg pday = a®th + —( +E) a”
g §—0+ /5 0 ox1 2+ B 2

kde
B=a—2—e>0.

Nahradime-li oblast G oblasti CNJ, ktera je ohranicena tiseCkami lezicimi na pfimkach
22=0, z=a (a>0), z2=kz (k>0),
potom pii libovolné malém k zjistime, ze

w(wr, we) = 27 T2 ¢ WHE).

3.7. Priklad. Necht Q C R? je oblast ohrani¢ena kiivkami
o =2z% 122=-2% =x1=a (a>0),
kde « spliiuje (3.8). Stejné snadno jako v piikladé 3.6 zjistime, ze
u(z1,z2) = wl_(1+6)/2 e WHQ).
Je-li @ oblast ohranicend tseCkami lezicimi na pfimkach
z2 = kz1, wx2=—kz1, zi1=a (k>0, a>0),
a @ oblast ohrani¢ena kiivkami
2 =2zf, z2=—-kzri, z1=a (>0, a>0),

kde k je v (3.14) a (3.15) libovolné malé, potom opét snadno zjistime, ze

2712 e wl(@), 27092 ¢ wi@Q).

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

3.8. Komentar. V priikladech 3.4 a 3.5 plati jak pro N = 2, tak pro N = 3, ze Kr mé
lipschtzovskou hranici. VSechny funkce v téchto pfikladech lezi v prunicich prostort AC;(KR).
Vysledek (3.3) ukazuje, ze tato vlastnost je nutnou, nikoliv vSak postacujici podminkou pro to,

aby dana funkce nalezela do prostoru W21 Musi platit véta 3.3.

Je tfeba poznamenat, ze vzhledem k vété o stopach (viz vétu 2.4) se jiny vysledek nez ten,

ktery je uveden v (3.2) a (3.3), ned& obecné ocekavat.

V prikladech 3.6 a 3.7 funkce lezi v prostoru Wzl, kdyz hranice v okoli singularity se dostatecné

primyka k ose 1.

3.9. Poznamka. S pomoci véty 3.3 lze dokazat lemma 1.14, dusledek 1.16 a vétu 1.18 bez

pomoci véty 1.12, a to velmi snadno.
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4. BRAMBLE-HILBERTOVO LEMMA

Toto lemma, které uvadime ve vété 4.3, je jednoduchou aplikaci Poincaréovy
nerovnosti; ma vsak vyznamné postaveni v analyze metody kone¢nych prvki.

4.1. Oznaceni. a) Symbol xy (k) bude znacit pocet vsech riznych multiindext
a takovych, ze |a| < k, a symbol Ky (k) bude znacit pocet vSech riznych multiin-
dextt « takovych, zZe |a| = k. Plati

(N +k)! (N +k—1)!

k)= ~——-—, &kn(k)= 4.1
k) = g ) = ST (4.1)
b) Mnozina vSech polynomi N proménnych z1,...,zy, které mohou byt psany
ve tvaru "
q(x) = Z Cax® = Z Z CaZ®™, (4.2)
la|<n J=0 |a|=j
kde z* znaci
=it ry? 2y, (4.3)

bude oznacovana symbolem Py (n). To znamend, ze Py (n) je mnozina vSech poly-
nomt, jejichz stupeil neni vétsi nez n. Je evidentni, ze Py (n) je ky(n)-rozmérny
linearni prostor. Restrikci polynomt z Py (n) na oblast G C RY budeme znacit
Pa(n).

Poznamenejme, Ze pro N = 1,2, 3 vztah (4.1); dava zndmé vyrazy

mi(n) =n+1, Ra(n) = g (n+1)(n+2), Hg(n):%(n—l—l)(n—l—Q)(n—{—EB). (4.4)

4.2. Lemma. Necht G je ohranicens oblast v RY. Potom podminky
/ DY (z)dx =by, |af <k, (4.5)
G

kde b, € R jsou dané ¢isla, uréuji jednoznacéné polynom q € Py (k).

Diikaz. Protoze vztahy (4.5) representuji sy (k) linearnich algebraickych rovnic
pro sy (k) koeficientl ¢, polynomu ¢(z) (viz (4.2) s n = k) staci dokazat, ze ky (k)
homogennich rovnic

/ D% (z)dx =0, |a|<k (4.6)
G

implikuje g(x) = 0. To je vSak snadné: jestlize ¢ € Pn(k), potom D%(x) =
const pro |a| = k. Tedy podle (4.6)

0= / D%q(z)dx = (mesyG)D%q(z), |a|=%k.
G

Odtud plyne D%g(xz) = 0 pro |a| = k, takze ¢ € Pn(k — 1). Proto D%q(z) =
const pro |a| = k — 1, takze podle (4.6)

0= / D%(z)dr = (mesyG)D%q(z), |a|=k—1
G
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a q¢ € Pn(k — 2). Pokrac¢ujeme-li takto dale, dostaneme po celkem k krocich, ze
q(z) = const. Tento vysledek a (4.6), kde polozime || = 0, davaji

0= /C;Daq(a:) dz = (mesyG)q(x).

Tedy g(x) = 0, coz jsme potfebovali dokazat. [
4.3. Véta (Bramble-Hilbertovo lemma). Necht G je oblast s lipschitzovskou
hranici (kde 2 < dim G < 3). Necht F je linedrni ohraniceny funkcional na Wk (G),
[F(v)] < Cillvllke Yo e Wy (G), (4.7)
a necht
F(p)=0 VoePn(k—1) (N=dimG). (4.8)

Potom
|F'(v)] < C1Cslv

k,G Yo € W;(G), (4.9)

kde konstanta C nezavisi na funkci v a konstanta Cy zavisi pouze na k a na oblasti

G.

Diikaz. Polozme ve vztahu (4.5)

by = —/ D%vdx
G

a nahradme v lemmatu 4.2 ¢islo £ ¢islem k& — 1. Potom z lemmatu 4.2 plyne, ze
existuje pravé jeden polynom g € Py (k — 1), ktery splituje vztahy

/Da(v—l—q)dxzo Via| <k —1.
G

Z véty 2.14 (vztah (2.29)) potom plyne,ze

v+ qllk,e < Ca2lv +qlk,g = Calv|kc -

Pomoci vztahu (4.8), linearity funkciondlu F' a vztahu (4.7) dale dostaneme
|F(v)] = [F(v) + F(q)| = |[F(v+q)| < Cillv +qllrc -
Odhadneme-li pravou stranu tohoto vztahu pfedchozim vysledkem, dostaneme (4.9),

coz jsme chtéli dokazat. [

V 16. kapitole budeme potiebovat jesté jinou formu Bramble-Hilbertova lem-
matu, kterou uvadime ve vété 4.4. Nejprve vSsak musime uvést nékteré dalsi prostory
funkci a prislusné normy.

Symbolem C°(Q) zna¢ime Banachfiv prostor funkci spojitych na uzaviené oblasti
Q. Norma v prostoru C°(Q) je definovana vztahem

Jullon = maxu(x)|. ue C°@). (4.10)
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Symbolem C*(f2) zna¢ime Banachifiv prostor funkci spojitych i se véemi svymi
derivacemi az do k-tého fadu véetné na uzaviené oblasti . Norma v prostoru C*(Q)
je definovana vztahem

|ullor@ = max _|D%u(z)], wue€ ck(Q). (4.11)
la|<k,z€Q

Seminorma v prostoru C*(Q), kde k > 1, je definovana vztahem

uleon @ = e §|Dau(a:)|, ueCkQ). (4.12)
a|=K,x€

4.4. Bramble-Hilbertovo lemma pro spojité diferencovatelné funkce.
Necht G je oblast s lipschitzovskou hranici (kde 1 < dimG < 3). Necht F je
linedrni ohraniceny funkcional na C*(G),

[F(v)] < Cilvllorg Vo€ cH @), (4.13)
a necht
F(p)=0 VoePn(k—1) (N=dimG). (4.14)
Potom o
|F(v)] < ClCQ|v|Ck(5) Yv € C’k(G), (4.15)

kde konstanta C nezavisi na funkci v a konstanta Cy zavisi pouze na k a na oblasti

G.

Dtikaz je podobny dikazu véty 4.3. Misto vztahu (2.29) uzivame této modifikace
Poincaréovy nerovnosti
/ D%y dzx
Q

[ullor @)y < C{|U|ck(ﬁ) + )
la|<k

kterd je dokdzana v [Ze2, Theorem P.87]. Konstanta C v (4.16) zavisi opét pouze

na k a na Q.

}, vu € CF(Q), (4.16)

5. SOBOLEVOVA VETA O VNOREN({
Uvadime pouze specialni pripad této dilezité véty; v jeji obecnéjsi versi je ¢islo 2
nahrazeno libovolnym ¢islem p, které spliuje podminku p € <1; oo)

5.1. Véta (Sobolev). Necht () je oblast s lipschitzovskou hranici, dimQ = N >
1 a k je takové pfirozené ¢&islo, ze 2k > N. Potom mnozina vSech funkci z Wk (Q)
je podmnoZinou mnoZiny vsech funkci z C°(Q), tj.

WQ) € ), (1)

a identicky operator I : W¥(Q2) — C%(Q) (tj. z W¥(Q2) do C°(Q2)) je ohraniceny,
t.

ullgom) < Kllullne  Yu € Wy (), (5.2)

kde konstanta K nezavisi na funkci u.
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5.2. Poznamka. a) Inkluse (5.1) m4 tento vyznam: jestlize u € W} (Q), potom
u je tiida ekvivalentnich funkei (tj. téméf vSude sobé rovnych) a inkluse (5.1) fika,
7e tato tfida obsahuje né&jaky prvek prostoru C°(9).

b) V piipadech N =2 a N = 3, které jsou pro praxi nejdulezitéjsi, je nerovnost
2k > N splnéna ¢islem k& = 2. Tedy pro N = 2 a N = 3 je prostor W3(Q)
podmnozinou prostoru C°(Q).

5.3. Poznamka. Dtkaz véty 5.1 je komplikovany (viz [KJF, kapitola 5.7]); dokdZeme proto
pouze tento specialni pripad:

Necht Q je rovinnd a jednoduse souvisld oblast s lipschitzovskou hranici. Potom mnozina vSech
funkci z WO2’2(Q) je podmnozinou mnoziny vsech funkci z C°(Q), tj.

2,2 e}
W,(9) € C°(Q), (5.3)
a identicky operétor I : Wg’Q(Q) - 0%Q) (tj. z W02’2(Q) do C°()) je ohraniceny, tj.
2,2
lullgo < Kllullza Vu € WE(), (5.4)
kde konstanta K nezavisi na funkci u.

Drikaz je snadny: Oblast Q miizeme umistit do dosti velkého étverce A = (a;b) x (a;b), kde
a < b. Kazdou funkci z C§°(€Q?) prodlouzime nulou na cely ¢tverec A. Necht ¢ € C§°(Q2). Plati

1 2 82 82
olz) = / { / - (51,52)d52}d£2 - /Q P (e1,6)de,  (5.5)

o1 (z1,22) 0x10x2

kde jsme polozili
Qz1,2z2) = ((a,z1) X (a,z2)) N Q. (5.6)

Protoze Q(z1,72) C A, z (5.5) plyne pomoci P.15, kde u = 1, v = |0%¢/0x10z2|,

|<p(a:)|§/A‘ 82§$2<51,52> dis@\//A< & (51,£2>)2d£:

ox1 0x1012
0%p 2
= b-ap/ [ ( <sl,sz>) ae < (b— a)llgll2.0n (5.7)
Q 8$18$2
takze
llellco@) = mé%clw(w)l < (b—a)llell2,0 Ve € C5O(Q). (5.8)

Necht u € W§’2(Q) je libovolna funkce a {un} C C§°(£2) posloupnost, pro kterou plati
nll)rréo [|un — ul|2,0 = 0; (5.9)
existence takové posloupnosti {un} plyne z véty 1.11. Potom podle (5.8) a (5.9)
ltm = unllcog) < (0= a)llun — umll2,0 < (0= a)(llun — ull2,0 + llu — umll2.0) = 0,

takze posloupnost {un} je cauchyovska v C?(Q). Protoze C%(Q) je uplny prostor, existuje funkce
v € CV(Q), ze
lim ||lup — v”CO(ﬁ) =0. (5.10)

n—oo
Z (5.10) plyne
[|un — 1)||L2(Q) <||lun — v||co(§)\/meSQQ — 0.

Z (5.9) plyne ||un —ul|L,(q) — 0, takze jednoznacnost limity a v € C°(Q) implikuji u = v € C°(Q).
Limitnim pfechodem pro n — oo v nerovnosti (5.8), kde polozime ¢ = u,, dostaneme (5.4). []
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6. FORMALNI EKVIVALENCE ELIPTICKEHO OKRAJOVEHO
PROBLEMU A PRISLUSNEHO VARIACNIHO PROBLEMU

Necht oblast  C R? ma4 lipschitzovskou hranici 0. Uvazujme tento okrajovy

problém:
—Z (”ax>:f v Q, (6.1)

,J —1
u=u nal; C0Q, (6.2)

Z k”aa n; =¢q nal'y C 09, (6.3)

1,7=1

kde I'y, I's jsou dvé (relativné oteviené) podmnoziny 0f2 takové, ze
I''NTy =0, mes;I'y + mes;I'y = mes;0, mesI'; > 0. (6.4)

Navic predpokladame, ze I'y sestava z kone¢ného poctu navzajem disjunktnich ob-
loukt. Nejjednodussi mozny ptipad, kdy I'; je jeden oblouk, je naznacen na Obr. 6.1.
Body A, B € 09 nepatii ani do I'1, ani do I'y, takze 02 =T UT2 U {A, B}.

OBR. 6.1

Symboly k;;, f, @ a ¢ znac¢i dané dostatecné hladké funkce bodu z := [z1, z2]
(jejich hladkost bude specifikovana pozdéji) a nq, ne jsou slozky jednotkové vnéjsi
normaly k hranicid$); n; = n;(z).

6.1. Poznamka. a) Ve specidlnim piipadé, kdy k;; = ;;, kde d;; je Kronecke-
rovo delta (tj. 6;; = 1 pro i = j a d;; = 0 pro i # j) rovnice (6.1) se redukuje na
Poissonovu rovnici (P.15), tj. na

Pu  0%u

—Au=——— — Q,
" ox? 8352 =/

a okrajovd podminka (6.3) na okrajovou podminku (P.17), tj.



b) V dalsim textu budeme ¢asto uzivat vétu P.5, kterd plati i pro funkce u, ¢ €

Abychom ziskali varia¢ni formulaci problému (6.1)—(6.3), predpokladejme, ze
jeho klasické feseni existuje, a ndsobme (6.1) libovolnou funkci v € V, kde

V={veWy(Q): yv=0naTl}. (6.5)
Po integraci pfes 2 dostaneme:
— i dr = / vf dz. (6.6)
”231/ 33:] ( 7 0 ) Q
Uzijeme-li vétu P.5 (dusledek Greenovy véty), prejde leva strana (6.6) na tvar

ou 81)
B Z / 8‘7:] ( ”3 ) dr = Z /89 okij axznj ds+ Z / 1 81’1 33:]

2,7=1 2,7=1

Podle (6.3) a (6.5) plati

vk;; n; ds—/ vq ds.
Z /8Q Jaﬁz ! Ty

1,7=1

Tedy vztah (6.6) mize byt psan ve tvaru

Ju 81)
Z / i D 813 /Qvfdac+/r2 vq ds. (6.7)

Kvli struc¢nosti uzivejme znaceni

ow 81)
i x, (6.8)
;1 / J 81‘, 83:]
L(v) ::/vfdx+/ vgds. (6.9)
Q Ty
Potom lze psat (6.7) ve tvaru
a(u,v) = L(v),
kde funkce v € V je libovolna. Protoze tento vztah miize byt splnén funkci wu,
ktera je méné hladka nez klasické feseni problému (6.1)—(6.3), jsme motivovani

formulovat nasledujici varia¢ni problém:
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6.2. Problém. Necht oblast Q C R? méa lipschitzovskou hranici 9f2. Necht
u € Ly(T1) je takova funkce, e existuje funkce z € W4 (Q), pro kterou vz = u na
I';. Necht k;; € C°(Q) (4,5 = 1,2), kde k;j jsou funkce, které vystupuji v (6.8).
Necht f € Ly(Q2) a ¢ € Lo(Ts), kde f, ¢ jsou funkce, které vystupuji v (6.9).
Problém zni takto: Naleznéte funkci u € W () takovou, Ze

u—z€eV, (6.10)
a(u,v) = L(v) Yv eV, (6.11)
kde prostor V je definovan vztahem (6.5) a formy a(u,v) a L(v) jsou definovany
vztahy (6.8) a (6.9).
6.3. Poznamka. a) Predpoklady problému 6.2, které se tykaji funkci k;j, f
a g zarucuji, ze Lebesgueovy integraly definujici a(w,v) a L(v) jsou koneéné pro
viechny funkce v, w € W3 ().
b) Vztah (6.10) implikuje

yu =71 témér vsude na I'y, (6.12)

coZ je okrajova podminka (6.2) psand pro funkci u € W3 ().

6.4. Véta (o formalni ekvivalenci okrajového problému a variaéniho
problému). a) Necht problém (6.1) — (6.3) ma klasické Feseni u. Potom je FeSenim
Problému 6.2.

b) Necht Problém 6.2 mé4 feseni u. Jestlize u € WZ(2) a k;; € C*(Q), potom
feSeni u splituje rovnici (6.1) témér vsude v 2 a okrajovou podminku (6.3) témér
vSude na I'y. Vzhledem k (6.12) je tedy u FeSenim problému (6.1) — (6.3)

Diikaz. a) Vztahy (6.6)—(6.9) implikuji, Ze klasické feseni u spliiuje (6.11). Pod-
minka (6.10) je evidentné splnéna.

b) Protoze u € W3(Q), mtizeme vyraz pro a(u, v) upravit pomoci véty P.5 takto:

Z / 8u a’U N
g 81‘, 8:1:J N

1,7=1

Z /{m ’Uk” oz, n] ds — Z / 33:] ( ij 8x1>vd$' (6.13)

1,j=1
Protoze yv = 0 témét vsude na I'y (viz (6.5)), dostavame z (6.11) pomoci (6.8),
(6.9) a (6.13) vztah

~ 9 du 2 ou
_/gz{ljzz:la—ab(k’t]a—%) +f}’Ud.’E+/F2 {”zzzlk”(?—x,n] —q}'uds =0 YvelV.
(6.14)

Protoze Wy'?(Q) C V, mizeme uvazovat (6.14) pouze pro funkce v € Wy*(Q).
Potom dostaneme

2

i,5=1
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Prostor Wy *(Q) je husty v Ly(2). (Plyne to z véty P.17 a toho, Ze C§°(Q) C
W,7%(Q).) Tedy podle véty P.19 vztah (6.15) implikuje platnost rovnice (6.1) témér
vsude v (.

Protoze rovnice (6.1) plati téméf vsude v €, redukuje se (6.14) na tvar

/ { Z kwa q}v ds=0 YvelV. (6.16)

2,5=1

Vztah (6.16) lze pfepsat takto:

I

Z k” 3 }v ds=0 Voven~y(V), (6.17)

kde (V) C L2(T'2) je mnozina stop vSech funkci z V na I's. Podle véty 2.6 je
mnozina (V) hustda v Lo(I'3), takze z (6.17) podle véty P.19 plyne, ze okrajova
podminka (6.3) je splnéna téméf vsude na I'y. [

Véta 6.4 je diivodem, proc je feSeni variacniho problému 6.2 nazyvano slabym
resenim okrajového problému (6.1)—(6.3).

vvvvvv

ziskani priblizného feseni varlacnlho problému je primocarejsi a snadnéjéi ukol nez
ziskani priblizného feSeni okrajového problému.

6.5. Poznamka. Rovnice (6.1) je specidlnim pfipadem rovnice

_Zax1<”3 >+kou:f Vo € Q (6.18)

2,7=1

a Neumannova okrajovd podminka (6.3) specidlnim ptipadem Newtonovy (nékdy
téz nazyvané Robinovy) okrajové podminky

bu + Z k”@ i =q mnalyC0Q, (6.19)

kde kg = ko(z), b = b(z). Neni-li b(x) identicky rovno nule, potom piedpokladame,
ze b(x) # 0 pro x € T's C T'y, kde T'3 sestava z konecného poctu navzajem disjunkt-
nich oblouki. V ptipadé (6.18) a (6.19) je forma a(w,v) nahrazena formou

ow 0v
Z / ij oz, 8J:J dz + /Q kowv dx + /F3 bwv ds (6.20)

1,5=1

a predpoklady Problému 6.2 je tieba doplnit témito predpoklady: funkce kg je
ohrani¢ena a méfitelnd na Q a funkce b je ohranicend a méfitelnd na I's. (Pokud
ko € C°(Q) a b € C°(T3), potom jsou tyto pfedpoklady splnény.)
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7. EXISTENCE A JEDNOZNACNOST RESENI VARIACNIHO PROBLEMU
Nasledujici véta, jejiz dikaz je napf. v [Re, str.404 - 407], ma zdsadni vyznam
pro uvahy v této kapitole.

7.1. Véta (Lax-Milgram). Necht H je Hilbertiv prostor se skaldrnim souci-
nem (u,v) a necht B(u,v) je bilinearni forma (tedy linearni jak v u, tak ve v)
definovana pro u,v € H a takova, ze existuji konstanty M > 0 a > 0 nezavislé
na u a v tak, ze plati

|B(u,v)| < M||u|| - [|[v|| Yu,v e H, (7.1)

B(v,v) > B|lv||* Vv e H, (7.2)

kde ||v|| = v/(v,v). Potom lze kazdy linedrni funkcional F, ktery je definovany a
ohraniceny na H, vyjadrit ve tvaru

F(v) = B(w,v) Yv € H, (7.3)
kde w je prvek prostoru H jednoznacné urceny funkcionalem F'. Pritom je

[LE1]«
/B I

[wl]l <

(7.4)

kde ||F||« je norma funkcionélu F'.

7.2. Poznamka. Bilinearni forma B(u, v) nemusi byt symetrickd; proto na roz-
dil od skalarniho souc¢inu v ni zalezi na poradi u, v.

S pomoci véty 7.1 nyni dokazeme existenci a jednoznac¢nost feseni Problému 6.2.

7.3. Véta (o existenci a jednoznac¢nosti Feseni varia¢niho problému). Je-
li bilinearni forma a(v,w) ohranicena na W}(2) x W}(R), tj.

la(v,w)| < M|v||1allwlia Yv,w € Wy (Q) (M = const), (7.5)

a V-elipticka, tj.
a(v,v) > Blv]|fq Yo eV (B =const>0), (7.6)

kde prostor V.C W3 () je definovan v (6.5), a je-li linedrni forma L(v) ohranicens
na W3(Q), tj.

IL(v)| < K|lv|]1a YveW5(Q) (K = const), (7.7)
potom existuje pravé jedna funkce u € W} (), kterd spliiuje vztahy (6.10), (6.11),

tj. vztahy
u—z€eV, (7.8)

a(u,v) = L(v) YveV. (7.9)

37



Déle, jsou-li z1, 2o € W4 (Q) dvé neekvivalentni funkce, pro které plati
vz1 = vz ma I'q, (7.10)
potom funkce uy, us € W4 () spliiujici vztahy
up —2z1 €V, us— 29 €V, (7.11)

a(uy,v) = L(v), a(uz,v)=Lw) YveV (7.12)
jsou ekvivalentni v prostoru Wy ().

Diikaz. a) FEzistence. V dikazu existence feseni Problému 6.2 pouzijeme vétu
7.1, kde za prostor H zvolime prostor V. To lze, protoze V' je podprostor prostoru
W3(Q), tedy je Hilbertovym prostorem s metrikou prostoru W4 ().

Z predpokladu (7.5) a (7.6) plyne, Ze jsou splnény predpoklady (7.1), (7.2) véty
7.1:

la(t,v)| < Mlt]1elvllie VEveV C Wy (Q), (7.13)

a(v,v) > Blv]fq Vv eV C Wy (Q). (7.14)
V prostoru V uvazujme funkciondl
F(v) = L(v) —a(z,v) Yv eV, (7.15)

kde z € W}(£2) je pevna funkce z Problému 6.2 (vyskytuje se v (6.10), resp. (7.8)).

Funkcional (7.15) je zfejmé na prostoru V' linearni. Dokazeme-li, Ze je na V také
ohraniceny, budeme mit ovéfeno, ze jsou splnény vsSechny predpoklady véty 7.1.
Z (7.15), (7.7) a (7.5) plyne

[F(0)] < [L(v)] + |a(z,0)] < K][v]

Lo+ M|2|

Lallvli,e =

= (K + M||z|

Lo)llvlle YveV. (7.16)
Protoze z € W3 (£2) je pevny prvek, je viraz K + M]||z||1 o konstanta nezévisla na
v € V. Tedy F(v) je ohrani¢eny funkcional na V.
Z vety 7.1 tedy plyne, Ze existuje prdve jedno w € V tak, ze plati
F(v) =a(w,v) Yv eV, (7.17)
tj. ze plati (dosadili jsme do (7.17) za F(v) z (7.15))
a(w,v) = L(v) —a(z,v) Yve V. (7.18)
Protoze forma a(t,v) je linedrni v obou argumentech, mtizeme psat
a(w,v) + a(z,v) = a(w + z,v). (7.19)

Polozime-li tedy
ui=w + z, (7.20)
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z (7.18) a (7.19) plyne
a(u,v) = L(v) Yv eV,

coz je rovnice (7.9). Protoze podle (7.20) je zaroven
u—z=weV,

coz je inkluse (7.8), spliuje funkce u obé podminky (6.10) a (6.11), které jsou
kladeny na feSeni Problému 6.2. Reseni Problému 6.2 tedy existuje.

b) Jednoznacnost. Vime, Ze existuje pravé jedno w € V tak, ze plati vztah
(7.18). Toto jediné w vystupuje spolu s danou funkci z € W4 () ve vztahu (7.20),
kterym definujeme feseni u. Tedy pro dané z € W3 (Q) existuje pravé jedno feseni
u Problému 6.2.

Zbyva dokazat, ze jsou-li 21, zo € W3 () dvé neekvivalentni funkce, pro které
plati (7.10), potom funkce ui, us € Wi3(£2) splitujici vztahy (7.11), (7.12) jsou
ekvivalentni v prostoru W3 (Q).

To je vsak snadné: Odec¢tenim (7.12); od (7.12)2 dostaneme

a(ug —uy,v) =0 YoeV. (7.21)
Z (7.11) plyne
(U2 — 22) — (U1 — Zl) = (UQ — Ul) — (22 — Zl) evV. (722)

Vzhledem k (7.10) plati zo — 21 € V, takze ze vztahu (7.22) plyne, Ze us —u; € V.
V (7.21) mizeme tedy polozit v = ug — u; a s pomoci (7.6) dostaneme

0 =a(uz — ui,up —uy) > Bllug — UlH%Q
¢ili
|| uz — U1||1,Q =0,
odkud up = u; v prostoru W3 (Q). O

V nésledujicim lemmatu dokdZeme, Ze podminky kladené na funkce k;;, f a ¢
v Problému 6.2 postacuji na splnéni predpokladi (7.5) a (7.7) véty 7.3.

7.4. Lemma. Necht oblast {2 m4 lipschitzovskou hranici 0. Necht k;; € C°(Q)
(i, =1,2), f € Ly(Q) aq € Ly(T'3). Potom formy a(v,w) a L(v) dané vztahy (6.8)
a (6.9) spliuji (7.5) a (7.7), tj. plati pro né

la(v, w)| < M||v 1(Q) (M = const),

IL(v)| < K|lv|]1a YveW5(Q) (K = const),
kde konstanty K, M nezaviseji na funkcich v, w.

Dikaz. a) Z (6.8) a Schwarzovy nerovnosti (viz vétu P.15) plyne (symbol ||v]]o.o
znamend totéz, co ||v| 1))

ov 8w
Z/ ”8 81:

1,7=1

dz <

< jmax ||kzj||C’0(Q) Z / ‘8.75

7,7=1

8J:J
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< max, ki3]l co @y Z

7,7=1 Li

0,0 Ox; 0,0

- max ||kz~j||co@{(Hﬁ S e I =<3
2,7=1,2 ox 0,0 8.7]1 0,0 8.7]2 0,0 8.7]2 0,0
ow
(H&Ul 0,0 8-752 0,0 Ham 0,0 Oy OQ>}.

Na kazdy z obou souc¢tt v kulatych zavorkach uzijeme Cauchyovu nerovnost

n

> agbi| < Z Zb (7.23)

=1 =1

takze dostaneme (s pouzitim seminormy — viz definici 2.10)

ow
8:[],'

o
8:[],'

5 _

0,9

2
la(v, w)| < Qigljfo kisllco@yy| D

i=1
=2 max_ [|kijllgomlvlielwhe < Mlv|1allw]ie,

kde jsme polozili M = 2 max, 1kijll o @)-

b) Podle (6.9)
v)|§‘/vfd$ +‘/ vq ds|.
Q Ty

Pomoci Schwarzovy nerovnosti a ”stopové” nerovnosti (2.13) dostaneme pro kazdé

v € Wa(Q):
‘/vfda: <
Q

‘ / vq ds
s

kde stopa yv je oznacena jednoduse symbolem v (viz Pozndmku 2.5b). Tedy mtzeme
polozit K = || fllo.o + Cllgllz,r,). T

< lallzo eIVl 2oy < Cllallzomallv

Poznamenejme, ze predpoklad lipschitzovskosti hranice 02 jsme potfebovali v ¢asti
b) dtikazu, kdyZ jsme uzili ”stopovou” nerovnost (2.13).

Nasledujici lemma udéava postacujici podminku pro platnost predpokladu (7.6)
vety 7.3.

7.5. Lemma. Necht oblast  ma lipschitzovskou hranici 9Q. Necht k;; € C°(Q)
(i, =1,2), mes;I'y > 0 a necht

2
3 kij@)ig; > ped +€3) (7.24)
7,9=1
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pro skoro vSechna x € € a vsechna &1,&> € RY, kde i je kladnd konstanta, kterd je
nezavisla na realnych ¢islech &1, . Necht bilinearni forma a(v,w) je ddna vztahem
(6.8). Potom

a(v,0) > Blolig VoeV.

kde prostor V' je dan vztahem (6.5) a (3 je kladna konstanta nezavisla nav € V.
Dikaz. Polozme S = I'y ve Friedrichsové nerovnosti (2.25) a ozna¢me Cy :=
(K(Q,T1))" !, kde Cp > 0. Potom dostaneme
Collvllio <l YveV, (7.25)

V (7.24) polozme &; = 0v/0x;, kde v € V. Integraci pres Q dostaneme s pomoci
(6.8) a (7.25):
a(v,v) > plvlf g > uCollvlf q.

Tedy = uCoy > 0. O

7.6. Poznamka. Je-li podminka (7.24) splnéna, potom fikame, Ze rovnice (6.1)
je rovnomeérné eliptickd v oblasti 2. Konstanta p obvykle zavisi na funkcich k;; a
oblasti 2. Je podstatné, Ze funkce k;;, vystupujici ve formulacich mnoha technickych
problému, spliuji podminku (7.24).

S pouzitim podminky (7.24) mizeme vétu o existenci a jednoznac¢nosti FeSeni
Problému 6.2 vyslovit takto:

7.7. Véta. Jestlize funkce k;; spliuji podminku (7.24) a mes;I'y > 0, potom
Problém 6.2 ma pravé jedno feseni u € W4 ().

Diikaz. Predpoklady véty 7.7 spolu s pfedpoklady formulovanymi v Problému 6.2
zarucuji podle lemmat 7.4 a 7.5, Ze predpoklady véty 7.3 jsou splnény (s formami
a(v,w) a L(v) definovanymi pomoci vztaht (6.8) a (6.9)). O

V nésledujici vété si vSimneme pfipadu, kdy bilinearni forma a(v,w) je déna
vztahem (6.20).

7.8. Véta. Je-li bilinedrni forma a(v,w) dana vztahem (6.20), pficemz
ko(z) > 0 témét vSude v Q, b(z) > 0 témét vSude na I's, (7.26)
potom véta 7.7 opét plati. Je-li navic splnéna alespon jedna z podminek
ko(z) > co >0 VreQ (co= const), (7.27)

b(a:) >co>0 Ve I's, (728)
potom ve vété 7.7 mize byt 'y = ().
Diikaz. 7 (6.20) a (7.26) plyne

ov 0Ov ov 0Ov
> —_— .
a(v,v) JE_ / ”8 T d$+/kov d.T—F/ngU ds JE_ / ”8:6,- oz, dx
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Odtud a z (7.24) (podobné jako v dikazu lemmatu 7.5) plyne podminka (7.6) véty
7.3. Splnéni predpokladi (7.5) a (7.7) o ohranicenosti forem a(v, w) a L(v) je zfejmé
z predchoziho vykladu.

Je-li splnéna podminka (7.27), potom podle (6.20)

ov
a(v,v) Z/Ua Er d$+co/Q1)2da:Z

t,j=1

in(p, co)llvllf o Vo€ Wz (Q).

> plvli o + collvllg

Je-li splnéna podminka (7.28), potom podle (6.20) a Friedrichsovy nerovnosti (2.26)
opét plati a(v,v) > Bllv]|7 o pro viechna v € W, (Q), kde f = min(u, co)/K(Q,T3).

Prozatim jsme nepozadovali, aby forma a(v, w) byla symetrické, Tento pozadavek
vyslovime az ve vété 7.9:

7.9. Véta (o minimu kvadratického funkcionalu). Necht bilinearni forma
a(v,w), kterd vystupuje ve formulaci Problému 6.2, je symetrickd, tj.

a(v,w) = a(w,v) Yv,w € W (Q). (7.29)

Je-1i ddle V -eliptické (tj. plati (7.6)), potom funkce u € W}(Q) je jedinym Fesenim
Problému 6.2, kdyz a jen kdyz ostie minimalizuje funkcional

II(v) = %a(fu, v) — L(v) (7.30)

na mnoziné z + V, tj.
M(u) <I(v) Yvez+V, (7.31)

kde znameni rovnosti plati pouze prov = u a kde z +V je mnozina, ktera vznikne,
kdy?# ke kazdému prvku z V pfic¢teme konstantni prvek z € Wy ().

Diikaz. Mnozina z + V miize byt psana ve tvaru
24+ V={veW;(Q): v=u+Iw, VA€ R Yw eV}, (7.32)

kde yu = vz na I';. Necht v € z + V. Potom podle (7.30) plati

1
M(u+ Aw) — (u) = ia(u + Aw,u + Aw) — L(u + Aw)—

—%a(u, u) 4+ L(u) = %a(u, w) + %a(w, u) + %a(w, w) — AL(w) =

= Ma(u,w) — L(w)] + %a(w, w). (7.33)

a) Necht u je jediné feSeni Problému 6.2. Potom podle (6.11) a (7.33) plati

II(u + \w) — (u) = %a(w, w).
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Tento vysledek a V-elipti¢nost formy a(v,v) implikuji, Ze funkce u ostfe minimali-
zuje funkciondl II(v) na mnoziné V.

b) Nyni dokdZeme opacnou implikaci: Necht funkce u ostfe minimalizuje funkci-
onal II(v) na mnoziné V. Jestlize existuje takova funkce wy € V, zZe

a(u, wg) # L(wy), (7.34)
potom, zvolime-li A = —[a(u, wo) — L(wp)]/a(wo, wp), dostaneme z (7.33):
I (u 4 Awg) — II(u) = —[a(u, wo) — L(wg)]?/[2a(wo, wo)] < 0,

protoze podle (7.6) je a(wg,wq) > 0 (funkce wy nemuze byt ekvivalentni nule - viz
(7.34)). To je v8ak spor s predpokladem, ze plati (7.31). Tedy (7.34) nemuze platit,
takze w spliuje (6.11), tj. u je jediné feSeni Problému 6.2. O

Poznamenejme, ze podle (6.8), resp. (6.20) vztah (7.29) plati, kdyZ a jen kdyz
kij = kﬂ

Ve zbyvajici ¢asti této kapitoly uvedeme dva disledky dosud neuzitého vztahu
(7.4) z Lax-Milgramova lemmatu. Symetri¢nost (7.29) opét nebudeme predpokla-
dat.

7.10. Vé&ta. Pro ieseni u € W4 (Q2) Problému 6.2 plati
ors) Vv eV (7.35)

lullve < C(Iflloe + 1zl + llal

Dikaz. 7 (7.17) a (7.18) plyne

|F'(v)| < |L(v)|+ |a(z,v)] Vv e V. (7.36)
Z ¢asti b) dikazu lemmatu 7.4 dostavame
IL(v)] < ([l fllo,2 + Cillallo,rs) 1vll1,0: (7.37)
kde C je konstanta ze stopové nerovnosti. Z (7.36), (7.5) a (7.37) plyne
1F(@)] < (Iflloe + Cillallor, + Mllzl10)llvlle Vo€ V. (7.38)

Z (7.38) dostavame podle definice normy funkcionalu

1]l < [[fllo.c + Mllz[l10 + Cilldl

0,0, (7.39)
Podle (7.20) plati

e < Tolla + 2], (7.40)
kde podle (7.4)
F|.
g < e
B

Uzitim této nerovnosti a nerovnosti a nerovnosti (7.39) dostaneme ze vztahu (7.40)

odhad

1 M 4
|mmas5wm@+(rw§)vua+ﬁwﬂm2

a odtud odhad (7.35), kde C = max(1/8,1+ M/pB,C1/B3). O
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7.11. Véta (o spojité zavislosti feseni na datech problému). Necht u,
resp. u je feSeni Problému 6.2 s daty f, z, q, resp. s daty f, z, q. Potom plati

lu—allre < C(If = flloa + 1z = ZllLa + llg = dlor.). (7.41)

kde konstanta C' nezavisi na funkcich vystupujicich v zavorce.

Diikaz. Protoze Problém 6.2 je linearni, je rozdil © — u feSenim Problému 6.2

sdaty f— f, 2 — % a ¢ — §. Nerovnost (7.41) tedy plyne z tvrzeni (7.35) véty
7.10. O

Odhad (7.41) fik4, Ze mald zména dat (méfend v prislusnych norméch) zptsobi
malou zménu feseni Problému 6.2 méfenou v normé prostoru W (£2).

8. PRVNI KONSTRUKCE TROJUHELNIKOVYCH
KONECNYCH PRVKU. INTERPOLACNI VETY

Protoze vime, Ze existuje pravé jedno feseni Problému 6.2, miizeme zacit premys-
let o konstrukcich pribliznych feseni tohoto problému. Zakladni myslenka je jedno-
duché a p¥imodara: aproximovat funkci z n&jakou jednoduchou funkei z;, € W3 ()
a prostor V néjakym konecnérozmérnym podprostorem Vj, prostoru Wy () a pak
najit takovou funkci

uhEzh+VhE{v€W21(Q): v=2zp+w, weV},

ze plati
a(up,v) = L(v) Yv €V},

Tato myslenka je zakladem pribliznych variacnich metod pro feseni Problému 6.2.

V tomto skriptu budou funkce z;, a prostory V}, konstruovany pomoci konecnych
prvki. V této kapitole popiSeme nejjednodussi konecné prvky a jejich vlastnosti.
Nejprve budeme uvazovat pouze ohranicené dvojrozmérné oblasti s polygonalni hra-
nici. V ivahach této kapitoly budou mit zékladni vyznam definice 1.15 a dtsledek
1.16.

Triangulujme danou ohrani¢enou oblast €2 s polygonalni hranici 02 podle de-
finice 1.15. Necht uzlové body Pi,..., P,, triangulace T jsou identické s vrcholy
trojuhelnikt z 7 (viz Obr. 8.1, kde 2 je obdélnik a m = 20).

V kazdém uzlovém bodé P; zvolme realné ¢islo a ozna¢me je symbolem v(F;).
Na kazdém trojuhelniku z 7 uvazujme linearni funkci, ktera je jednozna¢né urcena
hodnotami v(P,), v(Ps), v(P;) pfedepsanymi ve vrcholech P,, Ps, P; trojuhelniku.
Timto zptisobem zkonstruujeme funkci v(xy, z2), kterd je spojita na Q, linearni na
kazdém trojuhelniku z 7 a jednoznacéné urcena parametry v(Py),...,v(Py,). Podle
dtisledku 1.16 plati, Ze v € W4 ().

Mnozina vSech téchto funkci je m-rozmeérny prostor

xH cwl)nc®®). (8.1)
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OBR. 8.1

Dolni index 7 oznacuje triangulaci, na které byl prostor X f(rl ) konstruovan; horni
index v zavorce oznacuje stupen polynomu, ktery byl uzit pri konstrukci X’(fl ),
Symbol X §-1 ) je specialnim pripadem symbolu X gfl ),

Rikame také, ze prostor Xf(r1 ) byl konstruovan pomoci kone¢nych prvka tohoto
typu: trojuhelnikovy prvek s polynomem prvniho stupné, ktery je jednoznac¢né urcen
funk¢énimi hodnotami predepsanymi ve vrcholech trojihelniku.

Hovorime-li tedy o libovolném kone¢ném prvku, musi byt definovany nasledujici
t1i vlastnosti:

(1) geometricky tvar prvku
(2) typ funkce
(3) parametry

Vlastnosti (2) a (3) uvazované dohromady se nazyvaji ndsada. Vyraz ”parame-
try” ve vlastnosti (3) znamené parametry, které jednozna¢né uréuji funkci, jejiz typ
je dan ve vlastnosti (2).

Napft. v pripadé prostoru X §-1 ) méme:
(1) trojuhelnik
(2) linearni polynom
(3) funkéni hodnoty ve vrcholech

V kapitole 9 uvidime, ze prostor X§-2 )
typu:

(1) trojuhelnik
(2) kvadraticky polynom
(3) funkéni hodnoty ve vrcholech a pulicich bodech stran

je konstruovan kone¢nymi prvky tohoto

V pripadé n = 3 je vice moznosti; jedna z nich je konstruovat prostor X§§ )
kone¢nymi prvky tohoto typu:
(1) trojuhelnik
(2) kubicky polynom

Vv
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V kapitole 9 uvidime, Ze pro n = 2, 3 je splnéna inkluse analogické inklusi (8.1):
X c wi(Q)nco@). (8.2)

Na Obr. 8.2 jsou pravé popsané tii konecné prvky znézornény. Piipad n = 4 bude
pouzit v kapitole 9. Tu¢né body na téchto obrazcich znamenaji jednak uzlové body
a jednak skutecnost, ze v téchto bodech ptredepisujeme funkéni hodnoty.

OBR. 8.2

Tyto C¢tyfi konecné prvky jsou prvnimi ¢tyimi ¢leny posloupnosti konecénych
prvki, kde v pripadé n-tého c¢lenu jsou uzlové body usporadany na trojuhelniku
jako prvnich N cisel v Pascalové trojuhelniku, kde

N:%m+mm+m. (8.3)

Nyni pro tyto konecné prvky uvedeme interpolacni teorém, ktery hraje vyznam-
nou roli v dikazech konvergence metody konecnych prvki a v odhadech chyb. Pro
lepsi orientaci zacneme pripadem n = 1:

8.1. Vé&ta (interpola¢ni teorém v p¥ipadé n=1). Necht u € WZ(T) a
necht uy je linearni polynom, pro ktery plati

UI(P,) = U,(PZ) (’L = 1, 2, 3), (84)

kde Py, P,, P3 jsou vrcholy trojihelnika T. Potom plati

C _j .
~hr s (j=0,1,2), (8.5)

kde hr je délka nejvétsi strany trojihelnika T, 97 je nejmensi tihel trojihelnika T
a kde konstanta C' nezavisi na hr, 91 a u.

8.2. Véta (interpolaéni teorém v obecném pi¥ipadé&). Necht u € Wit(T)
a necht uy € Py(n) je polynom, pro ktery plati

w(P)=uP) (i=1,...,N), (8.6)

kde N je dano vztahem (8.3) a P, ..., Py jsou uzlové body na trojihelniku T (viz
Obr.8.2). Potom plati

C ntl—i .
o= urllir < gy B s G=00ent 1), (87
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kde hy je délka nejvétsi strany trojihelnika T, U je nejmensi tihel trojihelnika T
a kde konstanta C nezavisi na hr, 97 a u.

Véta 8.1 je specidlnim pripadem véty 8.2, ktera bude dokazana v kapitole 15. Zde
pouze upozornujeme, ze pocet uzlovych bodi dany vztahem (8.3) je roven poctu
koeficientl a; polynomu dvou proménnych n-tého stupné,

2 n
p(l‘h T2) = a1 + agx1 + azry + asx] -+ anxy,

takze vztah (8.6) ma smysl.

Abychom eliminovali z naSich tvah zavislost pravé strany (8.5), resp. (8.7) na
(sind7) 77, budeme uvazovat pouze mnozinu triangulaci {7}, h € (0; 1), jejiz kazdy
¢len 7 splnuje podminku

I >1Y9 >0 Vhe (0; 1), (88)
kde
19h = lmn 19T . (89)
TETh

Podminka vyjadfena vztahy (8.8), (8.9) se nazyva podminka minimdlniho tihlu (the
minimum angle condition). Protoze

(sin®¥7) ™7 < (sinddg) ™ < (sinddy) "1,
mizeme vyraz (sinty) "1 zahrnout do konstanty C' a misto (8.7) psat
= urlljr < ChE e (G=0,1...,n+1), (8.10)

kde konstanta C nezavisi na u, hr a T.
Kromé parametru ¢, priradime kazdé triangulaci 7, parametr

h := max hr . (8.11)
TETh

Symbol h méa tak dva vyznamy: jednak je to index u 7, jednak mé vyznam dany
vztahem (8.11). To vSak nepovede k nedorozuméni.

8.3. Oznaceni. Prostor X %f ) bude struéné oznacovén symbolem X ,(l"). Symbol

I ,(l")u bude znagcit interpolant funkce u € C°(Q) v prostoru X ,(L"), tj. funkci z X ,(L"),
kterd je na kazdém trojihelniku T'; € 7T, interpola¢nim polynomem z Ps(n) funkce
u; tedy plati

(I™Mu)(P)) =u(PP) (i=1,...,N; T, € Th), (8.12)

kde P}, ..., P} jsou uzlové body na trojuhelniku T; (viz Obr. 8.3, kde N = 6).
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OBR. 8.3

8.4. Véta. Necht T, € {Tn}. Necht I,(L")u € X,(l") je interpolant funkce u €
W3t (Q). Necht mnozina triangulaci {T;,} spliuje podminku minimalniho thlu.
Potom plati

u— 1™ |0 < CR S ulpi1g (s =0,1), (8.13)

kde konstanta C nezavisi na h a u.

Diikaz. Podle definice 1.15, véty 8.2 a vztahu (8.11) plati

p p
2(n+1—
lu— I u)? o =Y lu—ur|? g, < O3 B2, g <
k=1 k=1

b
< OO S g = CRROT IR, g (8.14)
k=1

Odmocnénim nerovnosti (8.14) dostaneme odhad (8.13). (Je tfeba poznamenat, Ze
s muze v (8.13) nabyvat pouze hodnot 0 a 1, protoze podle disledku 1.16 mame

pouze zaruceno, ze I,(l")u e Wi (Q). O

Ve vztahu (8.12) a na Obr. 8.3 vystupuje tzv. lokdlni znaceni uzlovych bodu.

9. KONECNEPRVKOVE PROSTORY X ,(l")

V této kapitole bude vhodnéjsi uzivat znaceni
x:i=T1, Y:I=Tg.

Budeme uvaZovat libovolnou triangulaci 7;, € {7} ohrani¢ené oblasti Q C R?
s polygonalni hranici 9€2. Zvolme ptirozené ¢islo n a na kazdém trojiahelniku7'; € T,
zvolme N uzlovych bodt zpiisobem popsanym v kapitole 8, kde NV je ddno vztahem
(8.3).
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9.1. Lemma. a) Maji-li trojihelniky T}, Tj € T, spolec¢nou stranu l, potom uz-
Iové body trojiihelnika T';, které lezi nal, jsou totozné s uzlovymi body trojiihelnika
Tj, které lezi na l.

b) Celkovy pocet p uzlovych bodu v triangulaci Ty, je dan vztahem

Q:Qv+(n_1)gs+(N_3n)Qt7 (91)

kde g, je celkovy pocet vrcholi, ps celkovy pocet stran a p; celkovy pocet troju-
helnikt v triangulaci Ty,. V piipadé vrcholi a stran se kazdy vrchol a kazda strana
bere pouze jednou (ne tedy tolikrat, kolika trojihelnikiim nalezi).

Diikaz. a) Uzlové body, které lezi na strané trojihelnika T, déli tuto stranu na
n Casti stejné délky. Odtud plyne tvrzeni a).

b) Celkovy pocet uzlovych bodu lezicich uvnitt jedné strany kazdého trojuhelnika
T € Ty je roven n — 1. Tedy celkovy pocet uzlovych bodi lezicich na hranici 0T
trojihelnika T je 3 + 3(n — 1) = 3n. Tedy ve vnitiku T trojthelnika T lezi N — 3n
uzlovych bodu. Z téchto skuteénosti plyne vztah (9.1). O

Pro nase dalsi ivahy oznac¢ime uzlové body triangulace 7, (prozatim libovolné
zvolenym zptisobem) symboly Py, Ps, ..., P, (tzv. globdlni znacent uzlovych bodu
na rozdil od lokalniho znaceni ve vztahu (8.12) a Obr. 8.3).

9.2. Lemma. Necht P je Iibovolny bod strany | = P; Py, trojihelnika T € T,
Hodnota p, (P) polynomu p,(z,y) € P2(n) je jednoznacéné urcena jeho hodnotami
v n + 1 uzlovych bodech, které lezi na strané .

Dikaz. Necht P; = [z},y;], Px = [, yr]. Zvolme parametrické vyjadieni tsecky
[ ve tvaru

r=ua;+ (xp —zj)s, y=y;j+ (yr—y;)s, 0<s<1

a definujme polynom p, (s) € P1(n) vztahem

A~

Pn(s) = pn(zj + (T — 25)8, Y5 + (Y — Y5)$)-

Z teorie Lagrangeovych interpolacnich polynomt jedné proménné plyne, zZe polynom
Pn () je jednoznacné urcen n + 1 hodnotami

An — )] = Pn j —dg )75 Yy4 — Y5)— ‘20717"'7 .
p (n> p ($J+($k 'Tj)n ?/J+(yk ?/J)n) (i n)

Hodnoty na pravé strané jsou hodnoty polynomu p,(z,y) v n + 1 uzlovych bodech
lezicich na strané [ = P;P. ProtoZze mizZeme pro kazdé P € [ nalézt pravé jedno
s € <O; 1>, které koresponduje bodu P, je diikkaz ukoncen. [J

Lemma 9.2 uzijeme k ditkazu prvnich dvou vét této kapitoly. K dikazu prvni
z nich potfebujeme jesté jedno lemma:
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9.3. Lemma. Necht polynom p(x,y) € P2(n) je roven nule na tsecce | = P; Py
kde P; = [J:J,yj] Py, = [z, yx] (nebo, coz je totéz, necht je roven nule na pfimce
urcené body Pj, Py). Potom plati

p(z,y) = Fir(@9)gn_1(z,y) Viz,y] € R? (9.2)

kde g¢n—1 € P2(n—1) a fji(x,y) je linearni funkce dana vztahem
Fie(@,y) = —(yk — ;) (@ — ;) + @k — ) (y — y;)- (93)

Lemma 9.3 je specidlnim pripadem lemmatu 18.3, které dokdzeme pozdéji. Po-
znamenavame, ze rovnici pfimky urcené body P;, Py, lze napsat ve tvaru f;x(z,y) =

0.
9.4. Vé&ta. Necht u € C%(T), kde T € Tj,. Potom existuje pravé jeden polynom
ur € Pa(n), pro ktery plati
ur(P) =u(P) (i=1,....N), (9.4)
kde N = (n + 1)(n +2)/2 a uzlové body PL,... Pk jsou zvoleny na trojiihelniku
T zptisobem popsanym v kapitole 8.

Diikaz. Polynom uj lze psat obecné ve tvaru

Z Z al)z"y (9.5)

t=0 r+s=t

Dosadime-li (9.5) do (9.4), dostaneme N linearnich algebraickych rovnic pro N
(t )

koeficient a,s. Staci dokazat, ze determinant této soustavy rovnic je rtzny od
nuly. Jinymi slovy sta¢i dokazat, ze homogenni soustava

ur(PT)=0 (i=1,...,N) (9.6)

ma pouze nulové feSeni afns) =0, tj. ur(z,y) =0.
Necht Py, P,, Ps jsou vrcholy T. Trojim uzitim lemmat 9.2 a 9.3 z (9.6) plyne,
ze polynom uj(z,y) je délitelny kubickym polynomem f(z,y), kde

f(@,y) = fi2(z, y) f13(z, y) fas(2,y) - (9.7)

Pron = 1an = 2 je to jediné mozné, kdyz ur(x,y) = 0. V pfipadé n = 3 dostéavame
ur(z,y) = Kf(z,y). (9-8)

Protoze Py ¢ OT, kde Py je tézisté T, je f(Py) # 0. Tedy z (9.8) a ur(Py) = 0

plyne, ze K = 0. Tedy podle (9.8) je us(x,y) = 0.
V ptipadé n =4 z (9.6) a lemmat 9.2 a 9.3 dostaneme

ur(z,y) = f(z.y)a(z, y), (9.9)
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kde g1 € P3(1). Doposud jsme nevyuzili toho, ze

ur(Q1) = ur(Q2) = ur(Qs) =0, (9.10)

kde Q1, Q2, Q3 jsou tii uzlové body, které lezi ve vnitiku 7 trojuhelnika T (viz
Obr.8.2 pro n = 4). Protoze f(Q;) # 0 (i = 1,2,3), z (9.9) a (9.10) plyne, zZe
q1(Q;) = 0 (i = 1,2,3). To v8ak znamend, Ze q1(z,y) = 0. Z (9.9) pak plyne
ur(z,y) = 0.

V obecném pripadé dokdzeme vétu matematickou indukci. Prvni krok jiz byl
ucinén. Nyni predpokladame, ze implikace

(9.6) = wur(z,y)=0

plati pro uy € Pa(k), kde k = 1,...,n—1 (n > 4). Z (9.6) a lemmat 9.2 a 9.3
dostaneme

U](flf,y) = f(a:ay)qn—3($7y)' (911)
Ve vnititku T trojihelniku T lezi nyni M uzlovych bodi, kde

M= (n=3+1)(n—3+2)=L(n—2)n-1)

tyto uzlové body jsou uspotradéany tak jako uzlové body polynomu ¢, _3 € Pa(n—3).
Oznacime je Q1,...,Q . Podle (9.6) plati

ur(Qi)=0 (i=1,...,M). (9.12)

Protoze Q1,...,Qn nelezi na 9T, plati f(Q;) #0 (i=1,...,M).Z (9.11) a (9.12)
pak plyne, ze

Podle indukéniho predpokladu vztah (9.13) implikuje ¢,,_3(x,y) = 0. Tento vysle-
dek spolu s (9.11) davé us(z,y) =0. O

9.5. Véta. Necht Ty, je libovolna triangulace uzaviené ohrani¢ené dvojrozmérné
oblasti Q s polygonalni hranici 0S). Zvolme pfirozené n a na kazdém trojihelniku
T € Ty zadejme N uzlovych bodii zptisobem, ktery je popsan v kapitole 8 (¢islo N
je ddno vztahem (8.3)). Necht Pi,...,P,, kde ¢ je diano vztahem (9.1), je néjaké
globalni znaceni uzlovych bodu triangulace Ty . Zadejme v téchto uzlovych bodech
realna cisla v(Py),...,v(P,). Potom

a) funkce v(w,y), ktera je na kazdém trojihelniku T € T;, polynomem z Pr(n)
jednoznaéné uréenym parametry v(P;), kde P; € T, nalezi do prostoru C°(Q) funkci
spojitych na §;

b) mnozina vSech funkci v(x,y) popsanych v tvrzeni a) je o-dimensionélni pro-
stor, ktery ozna¢ime X ,(L").

Dikaz. a) Jednozna¢né uréeni polynomu v ‘T parametry v(P;), kde P; € T,
plyne z véty 9.4. Tvrzeni, ze v € C°(Q2), plyne z lemmatu 9.2 a z vlastnosti kazdé

triangulace (viz definici 1.15).
b) Toto tvrzeni je evidentni. [J
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9.6. Poznamka. Kone¢nédimensionalni prostor X ,(Ln) z véty 9.5 je totozny s pro-
storem X ,(l") (¢ili X %f )) zavedenym v kapitole 8.

9.7. Véta. Interpolac¢ni polynom ur(x,y) z véty 9.4 miize byt psan ve tvaru

Zu (PHYYT (x,9), (9.14)

=1
kde I (z,y) € Pa(n) je polynom jednoznacéné uréeny podminkami
symbol 0;; ma jako obvykle vyznam Kroneckerova delta.

Diikaz. 7 véty 9.4 plyne, ze pro kazdé 1 = 1, ..., N existuje pravé jeden polynom
I € Pa(n) s vlastnostmi (9.15). Tedy existuje préavé jeden polynom nélezejici do
Pa(n), ktery mize byt psan ve tvaru pravé strany vztahu (9.14). Vztahy (9.15)
implikuji, Ze polynom (9.14) spliiuje podminky (9.4). O

9.8. Véta. Necht jsou splnény tytéz predpoklady jako ve vété 9.5. Necht ¢;(x,y)

n)

(¢=1,...0) jsou funkce z prostoru X, ( , pro které

0i(P;) =0i; (1,j=1,...,0). (9.16)

Potom kazda funkce v € X ") miize byt psana ve tvaru

Zv i (2, y); (9.17)

=1

mnozina {p1(z,y), ..., ¢.(x,y)} je baze p-dimensionalniho prostoru X ,(ln) a funkéni
hodnoty v(P),...,v(P,) jsou soufadnice funkce v(x,y) pfi této bazi.

Diikaz. Protoze X\™ je linearni prostor, nélez kazdé linearni kombinace funkci
01(z,y), ..., po(x,y) do X(n) Tedy prava strana vztahu (9.17) nalezi do X,(Ln).
Pro restrikci v ‘ — funkce v € X ™) na trojuhelnik T plati

M@

v ‘T(x,y) =Y v(P)ei ‘T(x,y), [z,y] € T. (9.18)
i=1
Protoze uzlové body P; € T maji lokalni znageni Pl,..., PL, 1ze vztah (9.18)
prepsat na tvar
N
U‘T:Ey :Zv Y),  [zyyl €T (9.19)

j=1

Podle véty 9.7 je tedy v ‘T € Pr(n), coz jsme potfebovali dokdzat. Tvrzeni o bazi
je evidentni. [J

9.9. Poznamka. 7 definice prostoru X ,(Ln) plyne, Ze funkce ¢;(x,y) je rizna od
nuly pouze na trojuhelnicich, které maji uzlovy bod P; spoleény (bud jako spoleény
vrchol, nebo jako bod na spoleéné strané). V piipadé n = 1 je grafem funkce ¢;(x, y)
pyramida o vysce rovné jedné, resp. ¢ast pyramidy, lezi-li P; na hranici 0f2.
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10. DEFINICE PRIBLIZNEHO RESENi. VETA O
EXISTENCI A JEDNOZNACNOSTI PRIBLIZNEHO RESENT

Kromé pozadavku kladenych na triangulaci (viz definici 1.15) budeme pozadovat,
aby kazda triangulace 7T, byla konzistentni s hranici 9€2 oblasti 2:

10.1. Definice. Rikame, Ze triangulace 7}, je konzistentni s hranici 95, jestlize
kazdy trojuhelnik T € Ty, ktery spliiuje podminku mes; (0T NT1) > 0, nem4 zadny
spolecny bod s I's.

Kone¢néprvkovou aproximaci prostoru V (viz (6.5)) budeme definovat vztahem
Vh(n) ={ve X,(Ln) cv=0nali}={ve X,(Ln) co(P)=0VP, €Ty}, (10.1)
kde P; (i =1,..., o) jsou uzlové body 7. Protoze X\ C Wi(Q), plati

AR RA (10.2)

Pro vétsi jednoduchost budeme ptredpokladat, ze
u=y2€C%S;) (=1,...,7), (10.3)

kde S1,...,S, jsou disjunktni &asti I'y, jejichZ sjednoceni je I';. V tomto piipadé
lze definovat konecnéprvkovou aproximaci mnoziny z + V vztahem

W’E") ={ve X,(ln) : v(P) =u(P;) VP, € f1} (10.4)

Nyni jsme pfipraveni definovat priblizné feseni Problému 6.2 pomoci metody ko-
necnych prvki v pfipadé oblasti €2 s polygonélni hranici 0€2:
10.2. Definice. Priblizné feseni u!™ Problému 6.2 je definovéno jako Feseni

tohoto problému: Najit takovou funkci u,(l") € W,(Ln), ze

a(ugn),fu) =L(v) Yve Vh(n). (10.5)

10.3. Véta (o existenci a jednoznacnosti pFiblizného reSeni). Necht bili-
nearni forma a(v,w) je V-elipticka. Potom problém formulovany v definici 10.2 m4

praveé jedno reseni uﬁln) € W,E").

Diikaz. V kapitole 12 uvidime, ze (10.5) neni nic jiného nez soustava linearnich
algebraickych rovnic pro parametry u,(ln)(Pi) (kde i € {1,...,0} a P; ¢ T'1), které
jednoznacéné urcuji spolu s parametry u,(l")(Pj) =u(P;) (P; € T1) funkci uﬁbn)(:v, Y)
ve tvaru (9.17), tj.

ug (2, y) = Z%")(Pi)w(x,y). (10.6)
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Tedy staci dokazat, ze determinant prislusné soustavy linearnich algebraickych rov-
nic je ruzny od nuly. Jinymi slovy, sta¢i dokazat jednozna¢nost problému (10.5).

Predpokladejme, Ze kromé funkce u,(l") € W,(Ln), kterd spliiuje (10.5), existuje
funkce o™ € W™ tak, 7e

a(@™, v) =Lw) Vev™. (10.7)
Odecteme-li (10.7) od (10.5), dostaneme vzhledem k tomu, Ze forma a(v,w) je

bilineérni,
a(uﬁln) - ﬂ,(l"),v) =0 Ve Vh(n). (10.8)

Ze vztahu (10.1) a (10.4) plyne, ze ugn) - 172") € Vh(n). Tedy ve vztahu (10.8)

muzeme polozit v = ugn) - 172"). Uzijeme-li navic V-elipti¢nost formy a(v,w) (viz

(7.6)), dostaneme vzhledem k (10.2)
0=a(w” =@ u” = @) > pllu” — w1 g

Odtud plyne, ze ﬂ,(ln) = ugn) témeér vsude v Q. [

10.4. Poznamka. Necht plati pfedpoklady véty 7.9. Z dikazu této véty snadno

vidime, ze u,(l") € W,E") spliiuje vztah (10.5), kdyz a jen kdy?z u,(l") ostfe minimalizuje

kvadraticky funkcional IT(v) na W™

11. KONVERGENCE PRIBLIZNYCH RESEN{

V celé kapitole predpokladame, ze oblast {2 ma polygonalni hranici 9€2. Za¢neme
s abstraktnim odhadem chyby:

11.1. Vé&ta (abstraktni odhad chyby). Necht u € W4 () je feseni Problému
6.2, ve kterém vystupuje V -elipticka a ohranic¢ena bilinearni forma a(v,w). Potom
plati

le—uP o< C inf flu—olo, (11.1)
'UEW,S")

kde C je konstanta nezavisla na h, u a v.

Dikaz. Zvolme v € W,E") libovolné. Podle (10.1) a (10.4) plati, ze u,(ln) —v € Vh(n).
Uzitim (10.2) a (7.6) a pak (6.5) a (6.11) postupné dostaneme

Blup” = vliq < a(u = v, uf” —v) = a(u”, ui” = v) = a(v, u” —v) =
= L(u,(ln) —v) —a(v, u,(ln) —v) = a(u, u,(ln) —v) —a(v, ugn) —v) =

:a(u—v,u,(l") —v). (11.2)

Ptedpoklady Problému 6.2 ndm dovoluji uzit Lemma 7.4. Tedy plati
la(u— v, uy” = 0)| < Mu— o allu” - vl (11.3)
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Zkombinujeme-li (11.2) a (11.3) a vysledek podélime vyrazem B||U§Ln) — |10, do-

staneme za predpokladu, ze ||u,(l") —vlj1,0 >0,

Ju? ~ vlae < 5 = ol (11.4)
Tato nerovnost spolu s trojuhelnikovou nerovnosti
= w0 < u= vl + uf® = vlie (11.5)
implikuje
= o < (143 )= vl (11.6)

Pokud ||u§Ln) —v||1,0 = 0, potom (11.4) plati bez Gvah spojenych s (11.2) a (11.3),
takze s pomoci (11.5) opét dostaneme (11.6).

Prejdeme-li v (11.6) k infimu vzhledem k v € W™, dostaneme (11.1), kde C =
1+ M/8. O

Véta 11.1 méa dva dilezité dusledky:

11.2. Véta (o maximalni rychlosti konvergence). Necht T, € {7}}. Necht
bilinearni forma a(v,w) je V-eliptickd a ohrani¢end a necht u € W3*(Q), kde u
je feseni Problému 6.2. Necht mnozina triangulaci {7}, kde h € (0;1), sphiuje
podminku minimalniho thlu (viz (8.8), (8.9)). Potom

= w0 < ChM fulnyr0 Vh € (0;1), (11.7)
kde konstanta C' nezavisi na h a u.
Diikaz. Protoze Ij'u € W,(Ln), vztah (11.1) implikuje

lu— w10 < Cllu— Iul1q.
Vztah (11.7) nyni plyne z véty 8.4 (vztah (8.13), kde s =1). O

11.3. Véta (obecna véta o konvergenci metody konecénych prvka). Necht
ohrani¢ena oblast Q C R? ma polygonalni hranici 0. Necht mnozina triangulaci
{Tr}, kde h € (0;1), spliiuje podminku minimalniho thlu. Necht funkce u z okra-
jové podminky (6.2) je takova, ze existuje funkce z € W3 () spliiujici vztah vz = u
na I';. Necht jsou splnény piedpoklady véty 7.3 o existenci a jednoznacnosti feseni
variacniho problému 6.2. Potom

li _ (n)
lim flu — |

kde u € W4 (Q) je feseni varia¢niho Problému 6.2.

1,0 =0, (11.8)

Vzhledem k vétsi komplikovanosti diikaz véty 11.3 zde neuvadime (viz [Ze2,
str. 65 - 67).

Véta 11.3 zarucuje konvergenci metody konecnych prvkia za podminek, které
staci k existenci a jednozna¢nosti presného feseni u € W (Q) Problému 6.2. Je-li
navic pfesné feseni dostatecné hladké, tj. u € Wit (Q), kde n > 1, potom véta
11.2 zarucuje rychlost konvergence O(h?), je-li kone¢néprvkova nasada z Po(n).
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12. PRIBLIZNE RESENI uﬁL") JE RESEN{ SOUSTAVY

LINEARNICH ALGEBRAICKYCH ROVNIC

Necht p je celkovy pocet uzlovych bodi v dané triangulaci T;, polygonalni oblasti
Q a necht r je pocet uzlovych bodi, které nelezi na I';. Pro vétsi jednoduchost
dalsiho zépisu ozna¢me symboly Py, ..., P, uzlové body, které nelezi na I';; uzlové
body lezici na Ty jsou tedy oznadeny symboly P, 1, ..., P,. Kromé této podminky
miuze byt zptsob ¢islovani uzlovych bodi libovolny.

Prozatim nezname funkcéni hodnoty piiblizného feseni u,(ln)(x, y) v uzlovych bo-

dech Pi,..., P,; ozna¢me je proto symboly w1, ...,w,. Protoze u,(ln) € W,En), plati
podle (10.4)

u$™ (Py) =u(Py) VP, €Ty, (12.1)

takze podle véty 9.8 (vztah (9.17)) muZzeme psat

r 4
u,(l")(x, y) = ijcpj (xz,y) + Z u(Py)or(z,y) . (12.2)
j=1 k=r+1
Vztahy (10.1) a (9.16) davaji
oi(z,y) e V™ (i=1,...,r) (12.3)

Dosadme (12.2) do (10.5), tj. do vztahu
a(ugn),fu) =L(v) Yve Vh(n),

a polozme v = ¢; (1 < i <), coz jsme vzhledem k (12.3) oprédvnéni. Dostaneme

Z a(pj, pi)w; = L(p;) — Z a(pr, ei)u(Py) (i=1,...,7). (12.4)
Jj=1 k=r+1

Jestlize bilinearni forma a(v, w) je symetrickd, potom

a(('pju (;02) = a((piu ()0_7)

a vztahy (12.4) mohou byt psény také ve tvaru

Za(cpi, pj)w; = L(p;) — Z a(pi,pp)u(Py) (i=1,...,7). (12.5)
Jj=1 k=r+1

V obou pfipadech (12.4) a (12.5) jsme ziskali soustavu r linedrnich algebraic-
kych rovnic pro r neznamych ws,...,w,; v prvnim pripadé s nesymetrickou matici
{a(gj, ¢i)}; v druhém piipadé se symetrickou matici {a(y;, ¢;)}. Podle véty 10.3
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OBR.12.1

kazda z téchto soustav ma praveé jedno feseni wi,...,w,. V hodinach cvic¢eni bude
v ptipadé n = 1 ukdzéno, jak vytvofit soustavu (12.4), resp. (12.5) v pocitadi.
Poznamenejme, ze uzlové body triangulace 7}, jsou v aplikacich ¢islovany tak, aby

vvvvv

matice {a(yj, @)} (a tedy pfi vhodném ¢islovani i pasovost) plyne ze vztahu

a(pj, pi) =0 < mesy(supp ¢; Nsupp ;) =0.

Pro triangulaci na Obr.12.1, kde T'; je zékladna obdélniku, je v p¥ipadé n = 1
naznaceno jedno z ¢islovani uzld, pri kterém je Sifka pasu minimalni. Uzly lezici na
I'y mohou byt ¢islovany libovolné.

v~ , H
13. KONECNEPRVKOVY PROSTOR X ,(L?” )

Lagrangeovsky trojuhelnikovy konec¢ny prvek se v ptipadé n = 3 prilis nepouziva;
mnohem popularnéjsi je v aplikacich hermiteovska varianta, kterd je definovana
takto:

(1) trojuhelnik
(2) kubicky polynom

ve vrcholech trojuhelnika
Graficky je tento konec¢ny prvek znazornén na Obr. 13.1, kde tu¢ny bod znamena
derivace - v8echny tfi parametry predepsany ve stfedu krouzku (kterym je v nasem
pfipadé vrchol trojuhelnika).

OBR. 13.1
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13.1. Lemma. Necht P je libovolny bod strany P; Py, trojihelnika T € Tj,. Hod-
nota p(P) polynomu p(x,y) € P2(3) je jednoznac¢né urcéena hodnotami parametri,
které jsou piedepsany v uzlovych bodech (vrcholech) P;, P.

Dikaz. Necht P; = [z},y;], Pr = [, yr]. Zvolme parametrické vyjadieni tsecky
P; Py, ve tvaru

r=x;+ (xp—z)t, y=y;j+yr—y;)t, 0<t<1 (13.1)
a definujme polynom p(t) € P1(3) na segmentu (0; 1) vztahem

P(t) = p(zj + (wp — )t 95 + (ye — yj)t), ¢ € (0;1). (13.2)
Z teorie Hermiteovych interpolacnich polynomt jedné proménné plyne, ze polynom

p(t) je jednoznaéné urcen ¢tyfmi hodnotami p(0), p(1), p'(0), p'(1) (dokdzeme to
snadno pomoci Rolleovy véty - viz Poznamku 13.2). Plati

5(0) = p(zj,y;) = p(Fy), H(A) = p(zk, yx) = p(Pr), (13.3)
70 = (o1 = 25) AP + (= 1) G (P) = LG (By), (13.4)
F0) = (o0 = 2) P + = 0) 5 (P) = L g (P). (139

= —
kde [, je délka tsecky P;Pj a 0/0s znaci derivaci ve sméru vektoru P; Pj. Pfipo-
menme, ze derivace dp/ds je dana vztahem
dp Op 0

= cos o + g sin «
ds  Ox oy ’

—
kde « je thel, ktery svird vektor P; P s kladnym smérem osy x. Plati

T — Ty .
cosa = ———, simo =
ljk

Ye — Y5

Tedy ve vyjadfeni parametrt p(0), p(1), p'(0), p'(1) vystupuji pouze parametry

PJ) @(Pk)v @(Pk)u

dp dp (
" Ox oy

p(Pj)7 p(Pk)v %(Pj)v ay

které jsou predepsdny v uzlovych bodech P;, Pj. ProtoZze miiZeme pro kazdy bod
P € PPy nalézt prave jedno t € <0; 1>, které koresponduje s bodem P, je vzhledem
k (13.2) dikaz ukoncen. [

13.2. Poznamka. Jednoznacnost bude dokézéna, ukdzeme-li, Ze pro p(t) € P1(3) ze vztahti
p(0) =0, p(1) =0, §'(0) =0, p'(1) =0 (13.6)

plyne p(t) = 0. To je vSak snadné. Podle (13.6)1, (13.6)2 a Rolleovy véty existuje takovy bod
&1 € (0;1), ze
P'(é1) = 0. (13.7)
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Z (13.6)3,4 a (13.7) plyne dvojim uzitim Rolleovy véty existence bodt 71 € (0;&1) a 2 € (£151)
takovych, ze

p"(m) =0, p’'(n2)=0. (13.8)
Koneéné z (13.8) podle Rolleovy véty plyne existence takového bodu ns € (n1;12), zZe
p"'(n3) =0. (13.9)
Polynom p(t) ma obecné tvar
ﬁ(t) =ag +ait + ast +ast. (13.10)

Tedy '’ (t) = 6a3 a z (13.9) plyne, ze a3 = 0. Odtud a z (13.10) plyne ze p" (¢t) = 2a2. Tento vysle-
dek a (13.8) davaji az = 0. Odtud a z (13.10) plyne, ze p’(t) = a1. Tento vysledek a (13.7) davaji
a1 = 0, takze p(t) = ag. Odtud a z (13.6)1,2 plyne p(t) = 0, coz jsme potiebovali dokazat. []

13.3. Poznamka. UzZijme misto parametrizace (13.1) usecky P; Py parametrizaci
Tp — T
Lk

Y —Yj

r=x;+
Lik

T, Y=y;+ 7, 0<7 <y (13.11)

a definujme na (0;1;)) polynom f(r) € P1(3) vztahem

Th 785y, Y T> e {0i11). (13.12)

i) = +
ljk ljk

Stejné jako v dikazu lemmatu 13.1 zjistime, Ze

50) = p(Py). #Uw) = p(Pa), 7(0) = SE(P), #(t) = L(R). (13.13)

Mezi vztahy (13.3) — (13.5) a vztahy (13.13) neni zadny rozpor: Podle (13.2) a (13.12) maji grafy
funkci p(t) a p(7) v korespondujicich bodech t <+ 7 (které spolu souviseji podle vztahu 7 = ;1)
stejnou ”?vysku” (protoze kazdému bodu P € m odpovidé pravé jedno t a praveé jedno 7); proto
podle (13.3) a (13.13)1,2 je $(0) = 5(0), (1) = H(L;x). Je-li I, < 1, potom graf H(7) je strmé&jsi
nez graf p(t); je-li [ > 1, potom graf (1) je strméjsi nez graf p(t); to vysvétluje, ze podle (13.4),
(13.5) a (13.13)3,4 je p'(0) = L;xp’(0), p'(1) = Ljp' (Ljk)-

13.4. Véta. Necht u € CY(T), kde T € Ty,. Potom existuje pravé jeden polynom
uy € P2(3), pro ktery plati

UI(PZ'T) = U(PZT) (Z = 07 17 27 3)7

our ou oug ou (13.14)
rr rh, —@PH=-—(P) (=123
GEED = FHED. GEEN =G (=1.2.3)
kde P je tézisté trojihelnika T a PT, PI, P jeho vrcholy.
Drukaz. Stejné jako v dukazu véty 9.4 staci dokazat, Ze vztahy
ur(PF)=0(i=0,...,3), %( Pl = %(PT) =0(j=1,23) (13.15)
implikuji ur(z,y) = 0.
Z (13.15) a lemmatu 13.1 plyne, Ze
ur(P)=0 VPe PP; (i,j=1,2,3; i#j).
Odtud podle lemmatu 9.3 dostavame (protoze u; € P2(3))
ur(z,y) = K fia(z,y) fi3(z, y) f23(2, y). (13.16)
Protoze P ¢ P;Pj, plati
Fiy(PE) #£0 0 (4,5 =1,2,3; i # j). (13.17)

Vztahy (13.16) a (13.17) spolu se vztahem u(PJ) = 0 davaji K = 0, takze podle (13.16) je
uz(z,y) = 0, coz jsme chtéli dokazat. [
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13.5. Véta (o konstrukci prostoru X ,(13’H)). Necht Ty, je libovolna triangulace
uzaviené ohrani¢ené oblasti Q0 s polygonalni hranici 0. Za uzlové body triangulace
Tr, zvolme vrcholy a tézisté trojuhelniki T € Tp,.

a) Funkce v(x,vy), kterd je na kazdém trojihelniku T € T}, polynomem z Pr(3)

jednoznacné urcenym deseti parametry

81}P ov

U(P’i)v %( i)7 a_y(

P) (P,€dT), o(P;) (PjeT=intT),

nélezi do prostoru C°(2) funkci spojitych na Q.
b) Mnozina vSech funkci v(z,y) popsanych v tvrzeni a) je r-rozmérny linearni
prostor, ktery oznacime X ,(L?”H). Pritom plati

r =30y + 0t (13.18)

kde g, znadi (stejné jako v (9.1)) celkovy pocet vrcholi v triangulaci Ty, a o4 celkovy
pocet trojiuhelniki.

Dikaz. Tvrzeni a) plyne z lemmatu 13.1; tvrzeni b) je evidentni. O

13.6. Porovnani dimensi prostoru X,(z3) a X,(13’H). Podle Eulerovy formule v triangulacich

s mnoha trojuhelniky plati
Qv 0t :0s=1:2:3, (13.19)

takze
ot =20y, 0s = 30v . (13.20)
Tedy podle (9.1)
0= 0v +20s + 0t = 90u,
T = 30v + 0t = 50v,

takZze p:r =9 :5 = 1,8. V triangulaci ¢tverce, ktera vznikne délenim na 10 % 10 ¢tverci, pficemz
kazdy dil¢i ¢tverec rozdélime uhlopfickou na dva trojuhelniky, je 0, = 121, g+ = 200 a s = 320
(pfitom tato triangulace nema z hlediska aplikaci mnoho trojuhelnikt). Tedy ¢ = 961 a r = 563,
takze g : r = 1,707, coz je dobra shoda s obecnym vzorcem. Tedy dimense prostoru X,SS’H) je na
stejné triangulaci témér dvakrat mensi nez dimense prostoru X }(13). To je prvni vyhoda prostoru

X}(lg’H) proti prostortim X,(Z3).

). Funkee z prostoru X ,SS’H)

oo 3 ’ Il o H

13.7. Spojitost derivaci funkci z prostoru X,(L?”
maji oproti funkcim z prostorua X ,(ln) velkou vyhodu: jejich prvni derivace jsou
ve vrcholech trojuhelnikt spojité, protoze vystupuji mezi parametry, které funkci
veX ,23’H) jednoznac¢né urcuji. V aplikacich maji derivace vétsi vyznam nez funkéni
hodnoty; proto v pfipadé prostora X ,(l") se museji priblizné dopocitavat (vétsinou
zprumérovanim z hodnot na trojuhelnicich, které maji ptislusny uzlovy bod spo-
leény).

13.8. Realizace okrajovych podminek. Zaéneme s homogenni okrajovou podminkou

u=0 nal}j. (13.21)

Jsou mozné tfi pripady:
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a) Uzlovy bod P; € T'1 neni vrcholem polygonu 92 (a protoze P; € I'1, neni P; koncovym
bodem fl). Potom pro funkce v € Vh(g’H) C X}(l3’H), kde

v — fpe Xy —0na Ty}, (13.22)
z (13.21), resp. (13.22) plyne
0
w(P) =0, Z(P)=0. (13.23)
s
kde 9/0s je derivace ve sméru usecky I, kterd je ¢asti O a na které uzlovy bod P; lezi. Plati
0 0 0
55 = (cos a)a—m + (sin oz)a—y , (13.24)

_>
kde « je tihel, ktery svird orientovana tsecka [ s kladnym smérem osy z. Tedy (13.23) muzeme
psat ve tvaru

v(P;) =0, g—Z(PZ) cosa + Z—Z(PZ) sina =0. (13.25)

Je-li cosa # 0, sina # 0, mame pro dva parametry Ov(P;)/0z, dv(P;)/dy jednu podminku
(13.25)2. Jeden z téchto parametrt zvolime za ”volny” (nezndmy) a druhy pomoci néj vyjadiime;
napr.

ov ov
—(P;) = ——(P;)tgo .
S (P) = =5l (Ptgo

V tomto pripadé jsme zvolili za volny parametr derivaci dv(P;)/dy.

Je-li cosa = 0, sina # 0, potom podle (13.25)2 je Ov(P;)/0y = 0 a parametr Ov(P;)/0z je
volny, protoze nemame pro néj zadnou podminku.

Je-li cosa # 0, sina = 0, potom podle (13.25)2 je Ov(P;)/0z = 0 a parametr Ov(P;)/0y je
volny.

b) Uzlovy bod P; € T'; je vrcholem polygonu 952, ale je koncovym bodem I'y. V tomto pfipadé
postupujeme zcela stejné jako v pripadé a).

c) Uzlovy bod P; € T'; je vrcholem polygonu 99 a neni koncovym bodem I';. V tomto piipadé
vedle vztahu (13.25)2 jesté plati

%(Pi) = Z—Z(Pi) cosf3 + Z—Z(Pi) sin 8 = 0, (13.26)

kde 9/0t je derivace ve sméru tsecky 7 Ty, jejimz jednim koncovym bodem je bod P;, a 3 je
thel, ktery tise¢ka ’ svira s kladngm smérem osy . Z (13.25) a (13.26) pak plyne

v(P;) =0, @(Pi) =0, @(Pi) =0. (13.27)
Oz Oy

)

V definici prostoru Vh(g’H) jakozto podprostoru X }(L3’H musime vyjmenovat pro funkce v €

Vh(g’H) vSechny nulové parametry a vSechny zavislé parametry; toto vyjmenovani je zavislé na
okrajové podmince (13.21) a triangulaci 7} oblasti Q.

V pripadé nehomogenni okrajové podminky
w="Tnal; (13.28)

)

. . o 3,H v - o
konstruujeme navic mnozinu W}E /5 v pfipadech a), b) vychazime ze vztaht

_ ov ou
o(P) =u(P;), —(P)=——(P)
Os Os
V pfipadé c) k témto dvéma vztahtim ptibirdme jesté vztah
ov ou

E(Pi) = E(Pi)-
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Postup je zfejmy (misto homogennich linedrnich algebraickych rovnic médme nyni k dispozici pro
parametry v(P;), Ov(P;)/0z, Ov(P;)/0y nehomogenni rovnice).

Formulace priblizného reseni Problému 6.2 v kone¢néprvkovém prostoru X,SS’H) je tato: Najit

funkci uﬁlg’H) S W,ES’H) tak, aby platilo

a(uéS’H),v) =L(v) W€ Vh(S’H). (13.29)

13.9. Pripad zakfivené hranice. Uz na tomto misté je nutné zminit se o piipadé, kdy
aproximujeme zakfivenou hranici polygonem a uzivame na triangulaci aproximujici polygonalni
oblasti 2}, prostor X,(13’H). Z (13.21) opét plyne (13.23), kde vsak nyni symbol 0/9s znamend
derivaci ve sméru te¢ny k oblouku I';. Je tfeba poznamenat, ze k presnému vypoctu této derivace
musime znat analytické vyjadieni I';; pokud je nezndme, musime prislusné derivace vypocitat
s dostate¢nou ptesnosti pfiblizné (napf. aproximovat I'; kubickym splajnem).

14. TRANSFORMACE TROJUHELNIKU NA REFERENCN{ TROJUHELNIK

14.1. Véta (o vlastnostech transformace trojihelnika na referenéni
trojuhelnik). Necht T € T}, je trojihelnik s vrcholy P(z;,vy;) (i = 1,2,3) (lokdlni

znaceni). Necht T je trojihelnik, ktery lezi v kartézské souiadné soustavé &,n a
ma vrcholy R1(0,0), R2(1,0), R3(0,1) (tzv. referencni trojithelnik). Potom trans-
formace

T = m*(é_u 77) =z + EQé_ + 537);

x _ _ (14.1)
y=y"(&n) = y1 + Y26 + s,
kde
Tk =2k —T1, Y=Yk — Y1 (k =2, 3)7 (142)
ma tyto vlastnosti: B
a) zobrazuje Ty vzajemné jednoznacné na T';
b) vrcholy a strany T a T spliiuji tyto relace:
c) jakobian Jr = Toys — T3y, transformace (14.1) sphiuje odhady
1 3
5h2T sindr < |Jr| < gh%, (14.4)
kde hy je délka nejvétsi strany trojihelnika T a U1 nejmensi thel T;
d) plati
ox* ox* oy* oy*
— 1| <h — 1| <h — 1 <h —— | < hr; 14.5
86 >~ T, 87’] >~ T, 86 >~ T, an = vy ( )
e) inversni transformace k transformaci (14.1) m4 tvar
* _ 1 _
§=E&"(r,y) = J—[yg(as —z1) — Z3(y — 1)),
1T (14.6)
n=1(#.y) = 5[0 = 51) + 72y — y1)]
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a plati

‘85 * ‘ < 2 ‘85* 2
Ox | ~ hpsindr’ |0y |~ hpsindp’
T T Yy T T (14.7)
on* < 2 on* 2
ox | — hr SiIl’l?T7 8y ~ hrpsindr ’
Dikaz. a) Vektory P1 P2 = (T2,Ys), P1P3 = (T3,73) jsou nekolinedrni; proto plati
Jr =TaYs — x3Y,y # 0. (14.8)

Vztah (14.8) implikuje, ze zobrazeni (14.1) je injekce roviny (£, n) do roviny (z,y): Jestlize dva
body [£1,71], [£2, 2] maji tentyZ obraz [, §], potom podle (14.1)

& =21 +T2& +Tafi, §=y1+ Pl +Yshi (i=1,2).
Odectenim téchto dvou soustav vztaht ziskdame
0="=2(&1 — €2) +T3(fn — 72), 0 =To(€1 — €2) + T3 — 7i2).

Toto je homogenni soustava linearnich algebraickych rovnic pro neznamé fl — 52, 71 — f2. Deter-
minant této soustavy je roven Jr. Tedy &1 = €2, 11 = 2.
Nyni dokéZeme, Ze ke kazdému bodu P(%, ) € T mlZeme nalézt takovy bod [, 7] € Ty, Ze

g=a"(n), §=y"(&N). (14.9)

Zvolme P = P;. Potom & = 0, /) = 0 splituji vztahy (14.9). Necht nyni P # Py, P € T. Potom
soutadnice Z, 4 bodu P spliiuji vztahy

z=(1-c)r1 +claxz +bzx3), §=(1-c)yi+ clayz + by3s), (14.10)

kde
0<e<l; a+b=1, a>0,b>0. (14.11)

(Vztahy (14.10), (14.11) plynou z téchto dvou fakti: (1) £ = z1+c(zg — 1), § = y1 +c(yg — 1),
kde Q je spoleény bod ptimky PP a tsecky PyPs; (2) kazdy bod tsecky P2 Ps je tvaru [az2 +
brs, ayz + bys].)

Polozme & = ac, 7j = be. Potom podle (14.11) plati

0<£+ﬁ:ac+bc:c(a+b):c§ 1.
Tedy [¢,7] € To. Nyni ukézeme, Ze jsou splnény vztahy (14.9): Vztah (14.10); muze byt psan ve

tvaru . A R
Z=[1-cla+b)]r1 +z2{ + 230 =21+ (T2 — 1) + (T3 — 21)7) = (&, 7).

Podobné dostaneme z (14.10)2:
§=[1—cla+Db)y1 + y26 + ysii = y* (£,9).
Zbyva dokézat, ze (14.1) zobrazuje To do T: Pisme (14.1) ve tvaru
z=01—-&—n)z1+&x2+nr3, y=0—-&—n)y1+&y2 +ny3 (14.12)

a nechf [£,n] # [0,0], [£,n] € To. Polozime-li £ + 1 = ¢, a = &£/c, b = n/c, potom miizeme psat
vzhledem k (14.12)

z=(1-c)r1 +clazz +bzr3), y=(1-c)ys+ clay2 + by3s), (14.13)

63



kde a, b, ¢ splituji (14.11). Srovname-li (14.13) s (14.10), vidime, ze [z,y] € T.

Pfedchozi vysledky implikuji vlastnost a) transformace (14.1).

b) Vztahy (14.3)1 plynou z tvrzeni a) a ze vztahti x; = z*(R;), y; = v*(R;) (1 = 1,2, 3). Vztahy
(14.2)2 plynou z tvrzeni a) a z nésledujici skute¢nosti: Polozime-li n = 0 v (14.1) a omezime-li £
na segment <0; 1>, dostaneme parametrické rovnice strany P;P>. Polozime-li € =0 an € <0; 1>,
potom se vztahy (14.1) stanou parametrickymi rovnicemi strany P;P3, a polozime-li n = 1 — £,
¢ e <0; 1>, dostaneme parametrické rovnice strany PaPs.

c) Plati
mesaT :/ dzdy :/ |Jr| dédn = l|JT|. (14.14)
T To 2
Dokéazeme, ze
%hQT sindr < 2messT < ?h% (14.15)

Druhé nerovnost (14.15) plyne z toho, Ze rovnostranny trojihelnik mé nejvétsi plosny obsah ze
vsech trojuhelniki se stejnou nejvétsi stranou. Nyni dokdzeme prvni nerovnost: necht ar < by <
ct = ht jsou délky stran trojuhelnika 7. Potom

2meSQT = thT sin 19'1". (14.16)

Protoze soucet délek dvou libovolnych stran trojihelnika je vétsi nez délka zbyvajici strany, plati
hr < ar+br < 2bp. Odtud %hT < by. Tato nerovnost a vztah (14.16) implikuji prvni nerovnost
(14.15).

Z (14.14) a (14.15) plynou odhady (14.4).

d) Protoze || < hr, |[§;| < hr (k= 2, 3), dostaneme vztahy (14.5) derivovanim (14.1).

e) Uvazujeme-li vztahy (14.1) jako linedrni algebraické rovnice pro nezndmé &, n, dostaneme
(14.6) ihned pomoci Cramerova pravidla. Odhady (14.7) ziskdme derivovanim (14.6) a uzitim
vztaht [T < by, 73] < hr (k= 2,3) a |Jp|™! < (3hZ.sindp)~! (posledni nerovnost plyne
z prvni nerovnosti (14.4)). [J

V nasledujici vété budeme opét pouzivat symboly 1, x2 a &1, &2 namisto x, y a
¢, n a budeme stru¢né psat [ fdz a [ gd¢ misto [ fdzides a [ gdéidés.
Transformace (14.1) bude psana ve tvaru

a k ni inversni ve tvaru

Odhady (14.5) a (14.7) mohou byt stru¢né psany takto:
D6, ) < by Jal =1 (i=1,2) (14.19)

2
ool =1 (i=1,2). (14.20)

DeEr <
| DY (w1, m2)| < Smop

Véta 14.2 uvede vlastnosti slozené funkce

w*(§17£2) = w(xi(é-lng)vx;(é-lng))v (1421)

kde funkce w(z1,z2) nalezi do W¥(T). Tyto vlastnosti budou velmi uZiteéné jak
v teorii interpolace, tak v teorii numerické integrace.

64



14.2. Véta. a) Necht T € Tp,. Je-li w € C®(T), potom w* € C*(Ty) a pro

libovolna cela ¢isla s, k € {0,1,2,...} plati tyto odhady:

meso T’

(sm 19

w* |1, < C(k)h&(mesyT) Y2 |wly 7,

kde hr < 1 a pro konstanty C(s), C(k) plati

C(s)=2°V2(s+1), C(k) = g(k +1).

(14.22)

(14.23)

(14.24)

b) Jestlize w € WE(T), kde k > 2, potom w* € W¥(T,) a plati odhady (14.22),

(14.23), pricemz v (14.22) je 0 < s < k.

Diikaz. a) Protoze z¥(£1,&2) € C®(R?) (i = 1,2), ze (14.21) a piedpokladu w € C°°(T') plyne
(podle véty o derivovani slozené funkce), ze w* € C™®(Tp). Nyni dokédzeme (14.22). Podle véty o

transformaci integralu plati

wl2p = S /(D%)?dm— 3 / (Dw)*)2|.Jr| de,

|a|<s |a|<s

kde
(D*w)* (&1, &2) = (Dw)(z7 (§1,€2), 23(€1, €2))-

Abychom vyjadiili (D®w)* ve vhodném tvaru, piSme

w(r1, r2) = w* (&7 (x1,22), 85 (21, 22)).

Protoze & (21, 22), &5 (21, x2) jsou linearni funkce, dostaneme z (14.26) derivovanim

_ 22: w* dgy,  Pw K DPwr AL, 9&;
8331' me1 8£m 6371 ’ 8;61833] mor—=1 85771657‘ 63;1 8;3]
a obecné
Z balgD’B'w*,
[Bl=le|

kde by jsou konstanty, pro které podle (14.20) plati

lef
—|a

b - @
| aﬁ| > (Sln’l9’1")|a| T

Tedy prava strana (14.27) je pouze funkci &1, &2 a vyjadiuje (D%w)*:

(Dw)* = > bagD’w
181=lal

Podle Cauchyovy nerovnosti (7.23) (kde polozime b; = 1) je

2 m
<m E a?.
=1

m

aj
=1
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Pomoci (14.14) a (14.28) — (14.30) dostaneme z (14.25):

lull =1l 5 [ (X basp’u ) ae <

|a|<s |1B8|=|«|

22l aja ?
B, *
< 2mesyT Y (sin19T)2|0‘|hT . < DPw ) d¢ <

la|<s |B]=lal

2|
< 2mesyT ) 2 h21 (ol + 1) > / (DPw*)? de <

|a|<s (Sin'ﬂT)2|a 18]=la
2:-2%°(s+1), o, %2 2-22°(s+1)? o,
~  (sindp)?2s hy ™ mes2T Z 0™ o),z < (sind7)2s hp**mesy T||w*||3 To -

lal<s

Tento vysledek ddva okamzité (14.22).
Nyni dokazeme (14.23). Protoze x}(£1,£2) (¢ = 1,2) jsou linearni funkce, dostaneme z (14.21)
derivovanim

* * * 2 * *
i 4= Orm 9 08O& e drmOzy O O
a obecné
> capDPw, (14.32)
|B]=|e]
kde cqp jsou konstanty, pro které podle (14.19) plati
lcapl < BT (14.33)
Protoze prava strana (14.31) je funkci pouze z1, x2, plati
(D*w*) = > capD’w, (14.34)
[Bl=]c]
kde
(D*w*) (21, 22) = (Dw™)(£] (21, w2), &3 (21, w2)).
Uzitim (14.14), (14.30), (14.33), (14.34) a véty o transformaci integralu dostaneme:
> / (D*w*)?de= 3 / (D°w*))2|Jr |~ da =
|af=k " To |al=
) 2
|JT|_1Z / < caﬁD5w> dz < |Jp| =t Z h lal/ ( w) dz <

la|=Fk |8]=]ex] |B]=lal

< (2mes;T) "2 3 (ol +1) 3 /(Dﬁw)2dw—
=k 151l

1 -
= §(meSQT) "h3F(k + 1) |§|: |w||a| = (k + 1)2h2k (mesaT) ™ |w|i7T.
al=
Odtud okamzité plyne (14.23).
b) Nejprve dokézeme, ze w* € WX (Tp), jestlize w € W¥(T) a k > 2. Protoze kazdy trojihelnik
mé lipschitzovskou hranici, miizeme uzit vétu 1.11 o hustoté linedlu C>°(T) v prostoru W¥(T) a
ke kazdé funkci w € W¥(T) nalézt posloupnost {v;} C C°°(T) takovou, ze

lim |jv; — w||g, 7 = 0. (14.35)

71— 00
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Polozme
v; (€1,&2) = vi(z1(&1,€2), 23(€1,€2)) -
Stejné jako v Césti a) plati, ze v} € C° (To). Podobné jako v zavéru piedeslé ¢asti dikazu lze
dokazat, ze
[0} — v}k, < C(k)(mes2T) ™ 2(jv; — vl - (14.36)

Podle (14.35) prava strana (14.36) jde k nule, kdyz i, j — oco. Tedy {v}} je cauchyovska posloup-
nost v prostoru Wzk (To). Tento vysledek spolu s tplnosti prostoru Wzk (To) implikuji existenci
funkce w € Wzk (To), pro kterou plati

lim ||v] — w||x,1, = 0. (14.37)
12— 00
Na druhé strané, protoze k > 2, podle véty 5.1 plati, ze w € CO(T). Odtud a podle (14.21) je
w* € C%(Ty), takze podobné jako v (14.36) plati
l[vf —w*|lo,z, < C(k)(mesaT)™/?|jv; — wllo,0 — 0. (14.38)

Vztahy (14.37) a (14.38) a jednoznacnost limity v Lo(Tp) implikuji, ze w = w*; odtud w* €
W¥(Ty), pricemz (dosadime-li w = w* do (14.37))

lim o} — w*||p.1, = 0. (14.39)
72— 00

Zbytek dikazu je jednoduchy: Protoze {v;} C C™(T), plati podle jiz dokadzané &asti a) véty
14.2

Cls _ .
vills. < ﬁhTS\/meSQTHUi oy (0<s<k), (14.40)
v} |1y < C(k)hk (mesoT) =2 |v; |, - (14.41)

Vlastnosti normy a seminormy a vztahy (14.35) a (14.39) implikuji

lim lvills, > = [[wlls, 0, lm [Jo7 s,z = llw”]ls,75 » (14.42)
1—> 00 1—> 00
lim |vs|s,7 = |wls,7, lim |[vf |51 = 0¥ s, 7, - (14.43)
i— 00 100

Skutecné, podle trojuhelnikové nerovnosti a vztahu (14.35) plati
lvills,r = llvi + w —wlls, 0 < [lwlls, 7 + [[vi —wlls,7 = |lwlls,7

Stejné lze dokdzat zbyvajici t¥i vztahy z (14.42) a (14.43). Tedy, prejdeme-li k limité pro ¢ — oo
v (14.40) a (14.41), dostaneme pro funkci w € W.¥(T) odhady (14.22) a (14.23). [

14.3. Poznamka. Pro nasi teorii potfebujeme pouze odhady (14.22), (14.23).
To je dobfe, protoze (podobné jako (14.36)) pro ||w*||x,1, lze ziskat pouze odhad

[w* |7, < C(k)(mesoT) ™2 ||wllxr
tj. odhad, kde na pravé strané se nevyskytuji zadné mocniny hr.

Ze vztaht (14.31)-(14.33) okamzité plyne nasledujici lemma, které bude mit
velké uziti v 16. kapitole.

14.4. Lemma. Necht T € Ty,. Je-li w € C¥(T), potom w* € C¥(Ty) a plati

|w*|C”€(TO) < C(k)h§“|w|ck(f)- (14.44)
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15. INTERPOLACNI TEOREMY

V této kapitole uvedeme a dokézeme interpolacni teorémy pro trojihelnikové
konecné prvky, pomoci nichz se generuji kone¢néprvkové prostory X ,(Ln) a X ,(L3’H).

15.1. Véta. Necht T € Tj,. Necht ur € P2(n) je interpola¢ni polynom funkce u
definovany vztahy (8.6), tj. vztahy

wr(B) = u(P) (i=1,...,N), (15.1)

kde N = (n+1)(n+2)/2 a uzlové body Pi, ..., Py jsou umistény naT jako prvnich
N cisel v Pascalové trojihelniku. Necht uw € Wk (T), pricemz

2<k<mn+l. (15.2)

Potom pro 0 < s < k plati

hE=

|u — ur] ET (15.3)

«_C¢
sT = (Sin’l9T)s

kde _
C=0C(n,sk,To). (15.4)

Dikaz. Poznamenejme, ze predpoklad £ > 2 zarucuje podle véty 5.1, ze u € CO(T), takze
polynom w; muzZe byt definovan vztahy (15.1).
A) Polozme

w* (&) = u(z* (&), y" (€ m), (15.5)

kde funkce z*(&,n), y* (€, 1) jsou definovany v (14.1). Podle véty 14.2 u* € WE(Tp).
Zvolme funkci v € W$(Tp) libovolnég, ale pevné, a definujme linedrni funkcional F(u*) na
Wk (Ty) vatahem
F(u™) = (u" —u,v)s,7, (15.6)

kde polynom u} je dédn vztahem

uy(§,n) = ur(z*(&n),y*(€,n)) (15.7)
a (v, w)s,1, je skalarni soudin ve W3 (Tp):
(v, w)s, 1, = Z D%vD%wdédn . (15.8)
lal<s *To

Ovérme predevsim, ze F' je linedrni funkcional: Necht c¢1, ca jsou dvé libovolnd redlna ¢isla a
w*, 2* € WkE(Ty) dvé funkce korespondujici s funkcemi w, z € Wk (T) podle vztahu (15.5). Potom

F(eiw™ + c22™) = F((c1w + c22)™) = ((crw + c22)* — (c1w + ¢22)7,v)s,1 =

= ((crw + c22)™ — ((crw + ¢€22)1)*,v) 5,1, = (c1w™ + c22™ — (crwy + c221)*,v) 5,7, =
= (cr1w™ + c22™ — crw] — c227,0)s, 1, = c1(W* — w7, v)s, 1, + c2(2" — 27,0)s,7, =
= F(w*) + caF(z").
Nyni dokazeme, ze

|F(u*)| < Cr||v||s, 10 1w ||,1y » (15.9)
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kde konstanta C1 nezavisi na v a u*. Vztah (15.6) implikuje
|F(u)] < flu* —uplls,zollvlls,mg < Molls,zo (1w lk,z0 + w7z, zo) - (15.10)

Abychom dokazali (15.9), musime odhadnout ||u}||x,1, pomoci ||u*||; 1,: Podle (15.5) a (15.7)
plati
w(Pf) =w(Py), wi(P)=uw(P) (i=1,...,N), (15.11)

kde P} = [£*(P;),n*(P;)], P; = [z*(P}),y*(P;})]. Vztahy (15.11) spolu se vztahy (15.1) dévaji
wi(PF) =u*(P}), (i=1,...,N). (15.12)

Linearnost transformace (14.1) a vztah (15.7) zarucuji, ze u}j € P2(n). Podle (15.12) je tedy u}
interpola¢nim polynomem funkce u* € W2k (To). Odtud

N
ui(6m) =Y u*(P})ei (& m), (15.13)

=1
kde bazové polynomy ¢} € P2(n) (i =1,...,N) jsou jednoznacné urceny vztahy

Plati N
lleille,my <K (i=1,...,N). (15.14)

Konstanta K zé&vis pouze na pevnych veli¢indch k, n, ¢7,..., ¢} a muze byt (po jistém usili)
vypoc¢tena. Odhad (15.14) a vztah (15.13) implikuji

N N
[tz < Dt (PO 119 Iy <KD Ju (P
=1 =1

Protoze k > 2, ze Sobolevovy véty o vnofeni (viz vétu 5.1) plyne

[u™ (P{)] < H%aXIH*(im)I < K(To)llw*llk,zo »
(0]

kde konstanta K (T) zavisi pouze na T. Kombinaci poslednich dvou odhadi se vztahem (15.10)
dostaneme odhad (15.9), kde C1 = 1+ NKK(To).
Nyni dokazeme, ze
F(u*)=0 VYu* € P2(n). (15.15)

Podle (15.13) polynom u} € P2(n) je interpolacnim polynomem polynomu u* € Pz2(n); odtud
podle véty 9.4 je u7 = u*. Tento vysledek a vztah (15.6) davaji (15.15).

Podle (15.9) je F(u*) linearni ohrani¢eny funkcional na prostoru W (Tp) s normou, ktera neni
vétsi nez C1||v||s,1,. Protoze podle (15.2) je k — 1 < n, vztah (15.15) dava

F(u*)=0 Vu* € Pa(k—1). (15.16)

Z (15.9) a (15.16) plyne, ze oba pfedpoklady Bramble-Hilbertova lemmatu (viz vétu 4.3) jsou
splnény, takze plati

|F(u*)| < C1Cal[vlls 1o lu” k.1 V™ € W3 (To), (15.17)

kde (jak uz bylo zminéno) C1 =1+ NIN(K(TO) a konstanta Cg zavisi podle véty 4.3 pouze na k

aTy.
Protoze funkce v byla zvolena ve W3 (Tp) libovolné, vztahy (15.6) a (15.17) dohromady déavaji

|(u* = uf, 0)s,1p| < CrCallolls mplu’ k1, Vu* € Wi (To), Yo € W5 (To).
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Polozime-li v = u* — u}, dostaneme odtud

llu* —u}lls g < C102|u* k1, VYu* € WE(To). (15.18)

B) Nyni uzijeme vétu 14.2: Polozime-li w = u — uy, dostaneme z (14.22) pro 0 < s < k

C(s _
= ugllsr < ﬁ =5 /mesaTlu* — ullls. 1. (15.19)

Polozime-li w = u, dostaneme z (14.23)

[u* k.1, < C(k)h% (mesaT) ™ 2|uly . (15.20)

Zavér diikazu je nyni jednoduchy: Nésobme (15.18) vyrazem
C(s) _
———~—h*\/mesaT
(sindp)s T 2

a odhadnéme levou stranu zdola pomoci (15.19) a pravou stranu shora pomoci (15.20). Dostaneme

C1C2C(s)C(k) Bk

- (sindr)s fulk.

llu —urlls,T

coz je odhad vyjadfeny vztahem (15.3), kde C = Clcga(s)a(k). Odtud plyne (15.4). [J

15.2. Véta. Necht u € W¥(T), kde T € T, a 3 < k < 4. Necht ur € P5(3) je
interpolac¢ni polynom funkce u definovany vztahy (13.14), tj. vztahy

UI(PZ'T) = U(PZT) (Z = 07 17 27 3)7 (1521)
P; P; P; P; =1,2,3), 15.22
Gawh = gD, GHEN = e G=1.2.3) (15.22)
kde PT je tézisté trojihelnika T a PL, PT, P jeho vrcholy. Potom pro 0 < s < k
plati
C
< — 15.23
| (Sin’l9T)s ( )
kde _
C=0C(3,s,k,To). (15.24)

Diikaz. Poznamenejme, ze piedpoklad k > 3 zarucuje podle véty 5.1, ze u € CH(T), takze
polynom u; mtze byt definovan vztahy (15.21), (15.22).

Dukaz probihé téméf doslova stejné jako dikaz véty 15.1. Lisi se pouze v dikazu odhadu (15.9);
presnéji v dikazu vztahu

lutlle,mo < Callw ||k, (15.25)
Necht R1(0,0), R2(1,0), R3(0,1) jsou vrcholy trojihelnika T a Ro(%, 3) jeho tézisté. Ze
vztaht (15.5), (15.7) a (15.21) plyne, ze
wi(Ri) =u*(R;) (i=0,...,3). (15.26)
Nyni dokazeme vztahy
Ouj ou* ouj ou*
Rj) = —(Rj), —(Rj)=—(R; i =1,2,3). 15.27
35(]) BS(J) (R;) 3TI(J) (J ) ( )
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Podle (14.1), (15.5), (15.7) a (15.22) plati, ze

oujy Oug
R;) =
¢ (Rj) =

B\ g) +—( ])

8u1

ou ou
—$2—I(P)+y2 !

ou ou*
P_gc—P—}— P;) = —(R;),
() 2 ()lhy(]) 85(])
¢imz je prvni ze vztaht (15.27) dokadzan. Druhy se dokaze zcela stejné.
Lineérnost transformace (14.1) a vztah (15.7) zarucuji, ze uj € P2(3). Podle (15.26) a (15.27)
je tedy u} interpola¢nim polynomem funkce u* € Wzk (To). Usporadame-li deset hodnot, které
vystupuji na levych stranach vztaha (15.26), (15.27), néjakym zptsobem, napf.

ou*
L(R1), u}(R2),
an

a *
i (Ro), wj(Ra), L (Fu).
(15.28)

ouj ou’ ou’ ou’
(R2), —T(R2), uj(R3), —1(R3), - (Rs)
¢ on ! o¢ on
a oznacime-li je pro stru¢nost symboly ai,...,a10 (pro urlitost v pofadi uvedeném v (15.28)),
muzeme psat
10
wi(€m) =Y azpi(Em), (15.29)
Jj=1
kde % (&,m) € P2(3) ( =1...,10) jsou takové polynomy, ze pouze vzdy jedna z hodnot
) . A W
P35 (Ro), ¥5(R1), —=+(R1), == (Rl) ¥ (R2),
o8 (15.30)
¢3‘ ¢3‘ ¢3‘ vy '
(R2), (R2), v¥;(R3), (R3), on (R3)
je rovna jedné a zbyvajicich devét rovno nule.
Plati
Y5 e,y < K1 (4 =1,...,10). (15.31)
Konstanta K; zavisi pouze na pevnych veli¢inach k, 10, ¥, ..., 4], a mize byt (po jistém usili)

vypoc¢tena. Odhad (15.31) a vztah (15.29) implikuji

10 N 10
luillezy <D laal - 195 ez < K1Y lail -
=1 =1

Protoze k > 3, ze Sobolevovy véty o vnofeni (viz vétu 5.1) a vztaht (15.26), (15.27) plyne

sl = [w” (R))] < max |u™ (& m)] < Ka(To)llu*lle,z, (i=1,2,5,8 j=0,1,2,3),
0

ou* — . .
S max —(5517)‘ S KQ(TO)HU’*Hk,To (Z = 3: 6: 9; J = 1: 2: 3)7
Ty | 0§

< max n)‘ < Ko (To)|lu*|lk1y (i=4,7,10; j =1,2,3),
T

kde konstanta K(T¢) zavisi pouze na To. Kombinaci poslednich ¢tyi odhadt dostaneme odhad
(15.25), kde C3 = 10K1 K2 (To). U
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16. NUMERICKA INTEGRACE V METODE KONECNYCH PRVKU (PRIPAD 02 =T')

V této kapitole se vratime k oznaceni © = (x1,22), dz = dx1dzs a £ = (£1,&2),
d§ = d§1dé&s.

Kvadraturni formule definovana na referenénim trojihelniku 7o ma obecné tvar

/ (61,62) d€ = Zwso (16.1)

kde w; jsou koeficienty a B integracni body formule; symbol I oznacuje pocet
integrac¢nich bodt. Nejjednodussi formuli typu (16.1) je formule

| el de = Jo(ro), (16.2)
To
kde Ro(3, 3) je t6Zisté To. Dva dalii pitklady typu (16.1) jsou tyto formule:
| ot ds = el + o) + o(Rs), (16.3)
1
|| ot ds = Glo(s1) + o5 + o(5)). (16.4)

kde R1(0,0), R2(1,0), R3(0,1) jsou vrcholy trojuhelnika To a S1(3, %), S2(0,3),
5’3(%, 0) pulici body jeho stran. Uzitim vztahu

k!

GTETD (16.5)

§éde =
To
muzeme snadno dokazat, Ze kvadraturni formule (16.2), (16.3) jsou stupné pfesnosti

d = 1 a ze kvadraturni formule (16.4) mé stupen pfesnosti d = 2. Podobné lze zjistit,
ze kvadraturni formule

/ ¢(&1,&2) dﬁ—a( ZSO +SZ<,0 )+ 27¢ Ro))

m4 stupeti presnosti d = 3. (Mnoho dalich kvadraturnich formuli na T véetné tzv.

konickiych soucinovych formuli 1ze nalézt v [St]; o konickych souc¢inovych formulich

viz téz [Ze3]. Zde pouze poznamenavame, Ze tyto formule jsou zalozeny na myslence

transformovat trojihelnik na ¢tverec (resp. ¢tyfstén na krychli) a potom uzit ve

sméru kazdé souradné osy Gaussovu integraéni formuli zvoleného stupné pfesnosti. )
Podle véty o transformaci integralu plati

[ Flnamydo= ol [ F e de (16.6)
T To
kde

F*(§17£2) = F(xi(§17£2)7x§(§17£2))7 (167)
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pricemz z7 (&1, &2), x5(&1,&2) jsou pravé strany (14.1). Polozme

wi,r = |Jrlw;, Bir = (21(B]),25(B)). (16.8)

%

Vztahy (16.6), (16.8) a (16.1) davaji

I
/TF(CL‘l, I‘Q) dzx = Zwi,TF(Bi,T)a (169)

i=1
protoze podle véty 14.1 je F(B; r) = F*(B}).
Uvedme nékolik pfikladt. V pripadé formule (16.2) plati
I = 1, w1 = 5, Bl = RO, wi,T = §|JT| = meszT, Bl,T = P().
Formule (16.9) ma tedy v tomto pfipadé tvar

/TF(.'El, .'EQ) dox = (meSQT)F(P()). (1610)

V piipadé formule (16.3) mame

1 1 1
I=3, w/= & B = R;, wirT = 8|JT| = gmeszT, Bir=P; (i=1,2,3)

a formule (16.9) ma tvar
1 3
/ F(zq1,22)dx = —meszTZF(Pi). (16.11)
T 3 i=1
V pripadé formule (16.4) plati

1 1 1
I1=3 w= 5’ B =8;, wir = E|JT| = gmeszT, Bir=Q; (i=1,2,3),

(2

kde Q1, Q2, Q3 jsou piilici body stran trojihelnika 7. Tedy formule (16.9) m4
v tomto pripadé tvar

3
1
/ F(.’El,xg) dx = —mGSQTZF(Q,’). (1612)
T 3 i=1
Aproximovat funkcional

L(v) = /Qvf dz, feC°(QY) Yve Wi (Q) (16.13)

prov € X ,(ln) C W) kvadraturni formuli (16.9) znamend nahradit (16.13) funk-
cionalem

I
Lh(v) = Z Zwi,Tf(Bi,T)'U(Bi,T) Yv € X,(ln), (16.14)
Ten =1
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ktery je definovan na X ,(Ln). V piipadé I = 1 ma vztah (16.14) tvar

Lu(v) = Y (mes;T) f(P)o(PT) Woe X\ (16.15)
TeTh

Aproximovat funkcional
Jw _
a(v / (Z kij(z 8% 33:]( )) dz, kij € C°(Q) Yo,weW4(Q) (16.16)

pro v,w € X ,(Ln) C W) kvadraturni formuli (16.9) znamené nahradit (16.16)
funkcionalem

v %, n
Z Z Z W, Tkij( mT)a (BmT)a—w(ijT) Yo, w € X,(L ),

.T.
TEThm 14,5=1 J

(16.17)
ktery je definovan na X (n). V piipadé I = 1 ma vztah (16.17) tvar
%, %, n
ap (v, w) Z Z (mesoT) ki (Pg) 8;) (PT)a;U (P Yo, w € X( ) (16.18)
TeT, =1 J
Omezime-li se v (16.18) na v, w € X,(Ll), potom se tento vztah zjednodusi:
2 T ov ow (1)
w)= Y Y (mesyT)k;; (P Vou| 7. | Yoowe X, (16.19)
ilTO%j |7

TE']—h 1,5=1

Diskrétni problém, ktery vznikne, kdyz v Definici 10.2 aproximujeme bilinearni

formu a(v,w) bilinedrni formou ap (v, w) (definovanou obecné vztahem (16.17)) a

linearni formu L(v) linearni formou Ly (v) (definovanou obecné vztahem (16.14)),
je formulovan takto:

16.1. Problém. Najit takovou funkci u( ") ¢ W(n) ze
an(u{™,v) = Ly(v) Vve V™. (16.20)

16.2. Poznamka. a) V pfipadé, ze uzivime hermiteovské kone¢né prvky uve-

dené v 13. kapitole, modifikuje se Problém 16.1 takto: Najit u'""™" € W*#) tak,
ze

ah(u,(lS’H),v) =Ly(v) Yve Vh(?”H) . (16.21)
Jak dale uvidime, tvar konecnych prvki neméa na numerickou integraci vliv; nu-
mericka integrace je pouze ovliviiovana stupném polynomil uzitych pti konstrukci
konec¢nych prvki. Proto se budeme zabyvat pouze Problémem 16.1.

b) Protoze v této kapitole je dQ = T';, mame V = W,*(Q). Tento specialni
tvar prostoru V nezjednodusi nase uvahy ohledné numerické integrace ptes oblast
Q; jedinym dt@ivodem pro predpoklad 9Q = TI'; je absence kiivkového integrilu
v linearni formé L(v). Numericka integrace v pfipadé kifivkového integralu podél
I's; bude studovana v nasledujici kapitole.

Nase teoretické ivahy zacneme opét s abstraktnim odhadem chyby, ktery bude
zobecnénim odhadu z véty 11.1.
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16.3. Véta (o abstraktnim odhadu chyby pfi pouZiti numerické inte-
grace na oblasti Q). Necht Q je dvojrozmérné ohrani¢end uzaviend oblast s po-
lygonélni hranici 0S). Necht bilinearni forma a(v,w) definovand vztahem (16.16) je
ohranic¢end na W4 (Q) x W4(Q), tj.

la(v, w)| < M||v| 10 Yu,w € W5(Q) (M = const), (16.22)

Lofw|
a V-elipticka, tj.
Bllvliq < a(v,v) YveV (B =-const>0). (16.23)

Necht formy L(v), Ly(v) a ap(v,w) jsou dény vztahy (16.13), (16.14) a (16.17).
Necht formy ap, (v, w) jsou stejnomérné Vh(n)-eliptické, tj. necht existuji takové kon-
stanty 5> 0a0 < hg <1, ze

Bllvl2 g < an(v,0) Yo e V™ Vh e (0,ho), (16.24)
kde n > 1 je dané pfirozené ¢islo. Potom existuje pravé jedno ieseni u € Wi (€)

Problému 6.2 a pii daném h praveé jedno reseni uﬁln) € W,E") Problému 16.1 a pro
vSechna h € (0, hg) plati

o= lha<c{ it fu-ola

'UEWhn)
L — L —
+ sup |L(w) n(w)] 4+ inf  sup (v, w) — an(v, ) }, (16.25)
wEV,f") ||w| 1,0 vEW;(L") wEV,f") HwHLQ
w#0 w#0

kde konstanta C nezavisi na feseni u € W4 (Q) a prostoru X ,(Ln).

Diikaz. A) Predpoklady (16.13), (16.22) a (16.23) zarucuji jednoznacnou exis-
tenci feseni u € W4 (Q) Problému 6.2 (viz 7. kapitolu). Podobné jako v 10. ka-
pitole predpoklad (16.24) implikuje pii daném 7 jednoznaénou existenci FeSeni
uﬁln) € W,(Ln) Problému 16.1.

B) Z trojihelnikové nerovnosti plyne

M <llu—ovlie+lul” —vlie Yoew™. (16.26)

| —u

Abychom odhadli vyraz ||u§Ln) — /1,0, zvolme v € W,E") libovolné s vyjimkou v =
uﬁln). Protoze uﬁln) € W,(Ln), plati uﬁln) —v € Vh(") a vztahy (16.24) a (16.20) implikuji

Blluy” = vl a < an(uy — v, uf” = v) = La(ug” = v) = an(v, ) = v). (16.27)
Protoze Vh(n) C V, plati podle (6.11) a (6.9) (s 'y = 0)
a(u — v, ugn) —v) — L(uﬁln) —v) +a(v, u,(ln) —v) = 0.
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Pri¢téme toto vyjadieni nuly k pravé strané nerovnosti (16.27). S uzitim (16.22)
potom nalezneme

Lo+ [La(u” = v) = Ll — v)|+

Bllug — vl g™ — ol

1o < Mllu—v|1,0

+|a(v, u,(l") —v) — ap(v, uﬁln) — ).

)

12 . , a n v/ . -
Délime-li tuto nerovnost vyrazem ,8||u§L — v||1,0 a polozime-li pro struc¢nost w :=

ugn) — v, vidime, ze plati

[ui™ = vllr.a < (M/B)|lu—v|l1.0+

. )= L) | o)t
1 .
+ /ﬁ)wjﬁ’n){ el
w;éhO

Kombinujeme-li tento vysledek s nerovnosti (16.26) a vezmeme-1i infimum vzhledem
kve W,(Ln), dostaneme (16.25), kde C' = max(1 + M/3,1/p). O

Prvni ¢len na pravé strané (16.25) vyjadiuje chybu interpolace metody kone¢nych
prvki a muze byt snadno odhadnut pomoci vysledkti 14. kapitoly. Druhy clen je
horni hranice chyby vzniklé v dusledku numerické integrace linearni formy L(v)
a treti ¢len vyjadiuje horni hranici chyby vzniklé v disledku numerické integrace
bilinearni formy a(v,w). Odhad obou téchto hornich hranic je hlavnim obsahem
této kapitoly.

Zacneme s dikazem lemmatu, které ma velky vyznam ve vsSech tvahach tykaji-
cich se odhadt chyb numerické integrace.

16.4. Lemma. Necht k > 1 je dané prirozené ¢islo. Potom

lolim < Cilplim, 0<i<j Ve Pok), (16.28)

max T%aX|Da<P(€17§2)| < Cololjmy, 720 VoePak), (16.29)
al=j T,

kde konstanty C', Cy zaviseji pouze na daném Cdisle k.

Diikaz. Pisme libovolny polynom ¢ € P2 (k) ve tvaru
k
t
pe, &)=Y > Alees. (16.30)
t=0r+s=t
Pocet koeficientr ALY je N(k) = %(k,‘ + 1)(k + 2). Polozme
m =m(j) = N(k) - N — 1),

kde 0 < j < k. Uvazujme linearni prostor R™ = R! x --- x R!, kde R! je prostor reilnych &isel.
Proa = (a1,-..,am) € R™, b= (b1,...,bm) € R™ plati

Ba = (Bai,...,Bam), a+b=(a1+bi,...,am + bm),

kde 8 € R!.
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Ke kazdému a € R™ zvolme polynom ¢, € Pa(k), jehoz koeficienty jsou tvaru

k k k
A]g,()):alv A](ﬁ—)l,l =a2, ..., A((),]z = 0k41;
k-1 k—1 k-1
A](c_]_,()) = Qg42, A](C—Z,i =043, - A((),k—]). = G2k+1,
J J J
A§73 =am—j—1, Ag—)l,l =Qm—j, - Aé’; =am.

Zbyvajici koeficienty Aﬁfs) (t < j) jsou libovolné. Ukazme, Zze zobrazeni a — |¢ql|j 1, je norma
v prostoru R™: Pro a = (0,...,0) plati |¢q|j,1, = 0; jestlize |¢q|j 1, = 0, potom ¢q € P2(j — 1),
takze plati a = (0,...,0). Jestlize b = Ba € R™, potom

levlj, o = |Bealjme = 18]+ lealj-
Konecné,
leatblimo = lva + @bljme < lealjmy + lesljT0-
Protoze vSechny normy v kone¢nérozmérném prostoru R™ jsou ekvivalentni, plati

m

1/2 m 1/2
i)Y a?) " < lealim < (X a) (16.31)

=1 =1

kde kladné konstanty Ci(k, j), C2(k, j) zaviseji pouze na k a j. Necht 0 < ¢ < j a necht ¢ € Pa(k).
Potom podle (16.31) plati

el 1o < Calk, AL + - + (ATH22, (16.32)
Crlk, DAL + - + (ATDAM2 < lgli,m,.- (16.33)

Néasobime-li (16.33) vyrazem Cs(k, j)/C1(k, ), dostaneme z (16.32) a (16.33) nerovnost

lelj 1y < (C2(k, 5)/C1(k,9))leliTy-

Tato nerovnost dokazuje tvrzeni (16.28), pficemz

Co(k, j
Ci= m Ca(k,j) "7) .
0<i<j<k Ci(k,i)
Co se tyce tvrzeni (16.29), plati
. k j
max D% < Ca(k, j)(JAR) + - +1AF)]) <

(£1.62)€To, la|=j

< Cs(k, )ym 2 [(AD)? + -+ + (AT )M (16.34)

druhé nerovnost plyne z Cauchyovy nerovnosti (7.23). Polozme nyni i = j v (16.33), nasobme zis-
kany vztah vyrazem Cs(k,j)m'/2/C1(k, j) a kombinujme vysledek s nerovnosti (16.34). Ziskame
tvrzeni (16.29), pfi¢emz

Co = (N(E)/? max C2(E:9)
0<j<k C1(k,j)

Tim je dikaz lemmatu dokoncen. [
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16.5. Chybové funkcionaly. Kwviili struc¢nosti vyjadfovani zavedme chybové
funkcionaly Er(w) a E*(p) vztahy

I
Er(w) = /Tw(arl, xa)dr — Zwi,Tw(Bi’T), (16.35)
I
E*(p) :/T ©(&1,&2) d€ — Zw;go(B;k). (16.36)

Funkcional Er(w) vyjadfuje chybu numerické integrace funkce w(z1, z2) na troji-
helniku T a funkciondl E*(¢) vyjadiuje chybu numerické integrace funkce ¢ (&1, &2)
na trojuhelniku 7'g. Podle (16.6)—(16.9), (16.35) a (16.36) plati

Br(F) = B*(F*|Jg]) = |Jr| - B*(F*). (16.37)

Poznamenejme, ze rozdil L(v) — L (v) mize byt struéné psan ve tvaru

L(v) = Ly(v) = ) Er(vf) (16.38)

TET,

a rozdil a(v, w) — ap(v, w) ve tvaru

ov 0
a(v,w) — ap (v, w) Z ET< Z kij 6;) 8;1)) (16.39)
i O

T€7—h 1,5=1

16.6. Lemma. Necht n > 1 je dané pfirozené ¢islo. Necht T € Ty, kde T, €
{Tr} (pfipominame, ze symbol {T,} oznacuje mnozinu triangulaci, ktera spliuje
podminku minimalniho thlu — viz (8.8), (8.9)). Necht

kij € CYT) (i,j=1,2) (16.40)
a necht kvadraturni formule na referenénim trojihelniku Ty je takova, Ze

E*(p) =0 VYo e Py(2n—2). (16.41)

Potom pro vsechny funkce v,w € X ,(l") plati

(16.42)

2
81} 8w

2,7=1

kde konstanta C nezavisi na T, k;;, v a w.

Dikaz. Podle (16.37) plati

ET<22: kwaﬁv sw>:|JT|-E*(Zk (8%) (g;‘;) >

1,j=1 1,j=1
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Stejné jako v dikazu ¢asti a) véty 14.2 nalezneme, ze

ox; e} 0&, dx; oz ot 0¢s Oxj

Odtud
2 ov Ow 2
(S b 2 <1 3 >

r,s=14,57=1

ol
ox;

ov* dw™
B kX — . 16.43
5 (g ae )| 06

‘3@
i1 0z
Predpoklad (16.40) a ¢ast a) véty 14.2 implikuji, Ze kj; € CY(Tp). Odtud, ze vztahu (16.36) a
lemmatu 16.4 plyne, ze

o OV* Ow* * ow*
70, Ot 3€r 0¢Es CO(Ty)
ov* ow*
< cligl \ < Ol gt o 0" 1.z [ . (16.44)
J1e(To) || e, 0Tl 0&s llco(Ty) illet(Tp)!™ . To Lo -

Pro pevna v*, w* polozme

o f . OV Ow*
Py = B (1 e ).

Ziskali jsme linearni ohrani¢eny funkcional na C1(Ty), jehoz norma je podle nerovnosti (16.44)
mensi nebo rovna C|v* | 1, |w*|1,7,. Déle, protoze v* € P2(n), w* € P2(n), piedpoklad (16.41)
implikuje

F(k};) =0 Vkj; € P2(0).

Odtud podle Bramble-Hilbertova lemmatu (ve tvaru 4.4)
ov* ow*
* *
‘E <k”(9—5r3—£s)‘ CIki; |01(To)|“ 1,70 |w* |11 -
Tato nerovnost a vztahy (14.23), (14.15) a (14.44) implikuji
ov* ow*
* * L. _
‘ ( zga—&a—gsﬂ < Chrlkijloa i vl rlwliT -

Kombinujeme-li tento vysledek s (16.43) a uzijeme-li vétu 14.1, dostaneme tvrzeni véty 16.5. []

16.7. Vé&ta. Necht bilinearni forma a(v, w), kterd je definovana vztahem (16.16),
je V-elipticka. Necht funkce k;; splnuji podminku

kij € CHQ) (i,5=1,2). (16.45)

Necht' n > 1 je dané prirozené cislo. Necht kvadraturni formule (16.9) uzita pro
vypocet bilinedarni formy ap(v,w) (viz (16.17)) méd stupen piesnosti d = 2n — 2.
Potom pro kazdou triangulaci T, € {7y}, kde h € (0, hg) a ho je dostatecné malé,
plati

Blvl3q < an(v,v) Yoe V™, Vhe (0,ho) (8= const>0),
tj. podminka (16.24) stejnomérné Vh(n)-eliptjcity je splnéna na mnoziné {V,fn)} ko-
respondujici s mnozinou {Tp}.

Drikaz. Vsechny podminky lemmatu 16.6 jsou splnény pro kazdou triangulaci 75, € {7 }: pred-
poklad (16.45) dava (16.40) a protoze formule (16.9) je generovana formuli (16.1), vztah (16.41)
také plati.
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Pro stru¢nost polozme

By = r]nax |kw|cl(9) (16.46)

Nerovnost (16.42) pak dava

2
ov 0O
\ (Zk v ”)\<CBohT||v||1T

ij
P} 83:1 15)

Odtud dostévame pro vSechna v € X ,(ln)

ov Ov
-y ET< Z kij— o ) > —CBohl|[v|? g -
TeTh 3,7=1 i

Protoze Vh(n) C V aa(v,w) je V-elipticka, plati
ﬂ||’l}||%7g <a(v,v) Vv e Vh(n) (B = const > 0).
Posledni dvé nerovnosti spolu se vztahem (16.39) implikuji
ap(v,0) > (B — CBoh)|lv|2 g Vo e V™.

Polozme ho = B/(2CBp). Potom podminka (16.24) stejnomérné fon)—elipticity plati pro B =
g/2. O

16.8. Lemma. Necht n > 1 je dané pfirozené ¢islo. Necht T € Ty, kde T, €
{Tr}. Necht B
kij € C™(T) (i,j=1,2) (16.47)

a necht kvadraturni formule na referenénim trojihelniku T je takova, Ze

E*(p) =0 VYo e Py(2n—2). (16.48)

Potom pro vSechny funkce v,w € X ,(l") plati
2 ov Ow
‘ET< Z Kij o D >‘ < Chy T X, [kijll oo @ llvllnrllwllr, (16.49)

Dikaz. Projdeme-li dikaz lemmatu 16.6, vidime, zZe staci dokazat

o[, OV* Ow*
= (k5 G )| < OBkl o ol ol (16.50)

Predpoklad (16.47) a lemma 14.4 implikuji, Ze funkce

. Ov*

k3 P (16.51)

,(p —
nalezi do C™(Ty), takze plati
()
857‘ 353

ow*
< Clloloocry)|

«f  Ow*
b (1/) oz, >‘ H”) ot

< C”"b”cn (TO)|w*|1,TO .

cO(To)

ES

CO(Ty)

V posledni nerovnosti jsme také uzili odhad (16.29).
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Protoze Ow* /0&s € Pa(n — 1), predpoklad (16.48) dava

8 *

E*(Q/) v ) =0 VyePr(n—1).
O&s

Uzijeme-li lemma 4.4, kde nyni F'(¢) = E* (1) Ow*/9¢s) s pevnym w* € Pa(n), dostaneme vzhle-

dem k poslednim dvéma vztahim

ov* Jw*
‘E* <k;kj o€, 8—{“5> ‘ < C|¢|Cn(fo)|w*|1,To . (16.52)
Vztah (16.51), véta o derivovani soucinu spojité diferencovatelnych funkci a fakt, ze D%v* = 0
pro |a| = n + 1, davaji

ov*

— <
&y

cn-m(Ty)

n
|¢|Cn(T0) S C(n) Z |k3j|cm(fo)
m=0

n
< C(n) Z |k§'kj|cm(?0)|”*|C"+1*m(70)’
m=1

protoze |”*|C"+1(T0) = 0 pro vSechna v* € Pa(n). Lemma 16.4 a vztahy (14.15), (14.23) a (14.44)
pak implikuji

n
|¢|C"(TO) S C(’I’L) Z |k7;kj|cm(70)|v*|n+1—m,T0 S
m=1

n
< Cn) 3 W kislom g " ol 1 —mm < C)RKijll g iy 10lln7 -
m=1

Tento vysledek a vztah (16.52) spolu s (14.15) a (14.23) implikuji nerovnost (16.50), coz jsme
chtéli dokéazat. [

16.9. Lemma. Necht n > 1 je dané pfirozené ¢&islo. Necht T € Ty, kde T, €
{Tn}. Necht B
f e c™(T) (16.53)

a necht kvadraturni formule na referenénim trojihelniku T je takova, Ze
E*(p) =0 Vpe Py(2n—2). (16.54)

Potom pro vsechny funkce v € X ,(ln) plati

Br(0f)] < Chp (messT) 2| f] gn 0.1 (16.55)

kde konstanta C nezavisi na T, f a v.

Drikaz. A) Nejprve probereme piipad n = 1. Necht ¢ € C1(Tp). Potom podle (16.36)

I
% 1 « _
E* ()] < (5 I |) lpllco 7y < Cllellerr,) Ve € C*(To).

Tento vztah, linearita funkcionalu E*(¢) na C(Tp) a predpoklad (16.54) (kde nyni n = 1) davaji
podle Lemmatu 4.4 _
|E* ()] < C|‘P|01(TO) Vo € Cl(TO) . (16.56)
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Polozme
p=v"f* (16.57)

kde v*, f* jsou funkce v, f transformované z T na To:

’U*(£1,£2) =®($T(£1,§2),$§(§1,£2)), (1658)

f7(61,62) = f(21 (61, 82), 23(61,€2))- (16.59)

Podle Lemmatu 14.4 a pfedpokladu (16.53) plati, ze f* € C*(Tp). Linearnost transformace (14.1)
dava v* € Pa(1). Odtud v* f* € CY(To). Uzijeme-li vatah (16.57) a vétu o derivovani soucinu
spojité diferencovatelnych funkci, dostaneme

loler @,y S CUv o1 @)l f oo @yy T 10" lco @)l F lor @y - (16.60)
Lemma 16.4 a vztahy (14.15), (14.23), (14.44) potom implikuji
Pler gy < Cllfllgr e lollar (16.61)
Konec¢né, ze vztahu (16.37) plyne
|Er(vf)l = |Jr| - [E* (0" f*)]. (16.62)

Podle (14.4) a (14.15) plati
|J7| < ChZ < Chry(mesyT)Y/2. (16.63)

Vztahy (16.56), (16.57), (16.61) — (16.63) implikuji (16.55) v piipadé n = 1.
B) V ptipadé n > 2 vyjdeme z identity (16.62) a napiSeme E*(v* f*) ve tvaru

E*(w*f*) = E*(Af*)+ E*((v* = A)f"), (16.64)
kde A je konstanta zavislad na v* a definovand vztahem
(v*—A)d¢ =0. (16.65)
To
Plati
|A| = 2‘/ v*df‘ <V2|[v* o1 » (16.66)
To

kde nerovnost je diisledkem Schwarzovy nerovnosti (viz vétu P.15).
Nyni odhadneme oba vyrazy na pravé strané (16.64). Pfedpoklad (16.53) a Lemma 14.4 davaji
f* € C™(To). Uzitim této skutecnosti a odhadu (16.66) mizeme psat vzhledem k (16.36)

I
* * 1 * * * *
B < (5 + >l A1 Leogry) < Clollozy £ llon -
1=
Pro pevné v* (a tedy také pro pevné A € P2(0)) polozme
F(f*) =E*(Af").

Vidime, %e F(f*) je linearni ohrani¢eny funkcional na C™(T() s normou mensi nebo rovnou
CHD*HCO(TO)' Podle predpokladu (16.54) (ktery v tomto kroku neni plné vyuzit) je

F(f*y=0 Vf*e€Pa(n—1).
Vsechny predpoklady Lemmatu 4.4 jsou tedy splnény a my dostavame

[E*(AF) < Cllvllo,mol f | om 7y -
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Uzijeme-li vztahy (14.23) a (14.44), nalezneme, Ze
B (A5°)] < W (mesaT) ™2l 1Sl oy (16.67)

Dale plati
B (0" = A)f*)] < Cll(0" = A)f oz <

< Off(v* = A)HC’O(TO)Hf*”CO(TO) < Cflv* — A”O,Ton*”Cn—l(TO) .

V posledni nerovnosti jsme uzili Lemma 16.4 a skute¢nost, ze f* € C™(To). Protoze v* — A €
P2(n), z ptedpokladu (16.54) plyne

E*((v* —A)f*)=0 Vf*€Paln—2).

Uzijeme-li Lemma 4.4, kde nyni F(f*) = E*((v*—A)f*) s pevnym v* — A, dostaneme z poslednich
dvou vztaht

|E*((/U* - A)f*)| < CH’U* - A||0,T0|f*|cn—1(fo)
a tim spise

[E*((v* = A) ) < Cllo”™ = AllLolf |l on—17,) -

Poincaréova nerovnost (viz (2.30)) a vztah (16.65) implikuji

[[v* = All1, 7, < Clv* — Al1,1, = Clv™|1,1, -

Odtud podle (14.23) a (14.44)
|E*((v" = A)f*)| < Chif(mes2T) ™ 2[oly,7lf | gn 1 (7 (16.68)

Zkombinujeme-li (16.64), (16.67) a (16.68) s (16.62) a uzijeme-li vztahy (14.14) a (14.15),
dostaneme (16.55) v ptipadé n > 2.

16.10. Véta. Necht forma a(v,w), ktera je definovana vztahem (16.16), je V-
elipticka. Necht
fec™ (), kyeC™(Q) (i,j=1,2), (16.69)
kde n > 1 je dané prirozené ¢islo a 0 C R? je ohranicend oblast s polygonalni
hranici 092. Necht formy Ly, (v) a ap(v,w), které jsou definovany vztahy (16.14) a
(16.17), jsou vypocteny kvadraturnimi formulemi (16.9) stupné presnosti d = 2n—2.
Necht u € W3t1(Q) je presné ieseni Problému 6.2 (které existuje pravé jedno - viz
kapitolu 7). Potom pro kazdou triangulaci Ty, € {Ts}, kde h € (0, ho), plati

=0 < O Wl + lilhssa (1 o sl ony ) - (16:70)

kde ugn) € W,(Ln) je jediné feseni Problému 16.1 definované na triangulaci Ty, € {Tp}
a kde konstanta C nezavisi na Ty, h, u, f a k;;.

Drikaz. A) V-elipticita bilinedrni formy a(v, w) a pfedpoklad (16.69) zarucuji, Zze podminky véty
7.3 jsou splnény. Tedy feseni u € W} (Q2) (a podle piedpokladu dokonce u € W;H'l((l)) Problému
6.2 existuje pravé jedno.

Podle véty 16.7 jsou bilinearni formy ap (v, w) stejnomérné Vj-eliptické pro h € (0, ho). Tedy
stejné jako v diukazu véty 10.3 lze dokazat, ze existuje pravé jedno reseni uﬁln) € W,(ln) Problému
16.1, které je definovano na triangulaci Ty, € {7Tp}.

Zcela stejnym zplsobem lze ukazat, Ze vSechny podminky véty 16.3 o abstraktnim odhadu
chyby jsou splnény; plati tedy nerovnost (16.25).
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B) Zbyva odhadnout pravou stranu nerovnosti (16.25). Necht I,(ln)u € W,(ln) je X,(ln)—interpolant

feseni u € W3T1(Q), tj. funkce, ktera nalezi do W,(ln) a splituje vztahy (I,(ln)u)(Pi) = u(P;) pro
vSechny uzlové body P; triangulace Ty € {73 }. Potom podle véty 8.4, coz je dusledek véty 15.1,
plati

inf lu—vl10 < llu— I ullLe < Ch"|ulpi10. (16.71)
h

Podle (16.38) a Lemmatu 16.9 dostaneme pro w € X,(ln)

|L(w) = Ly (w)| < Ch™||fllgn gy Y (mes2T)?[lw]1,r -
TeTh

Tento odhad a Cauchyova nerovnost implikuji

|L(w) = Ly (w)] < Ch™ (mes2) "2 fll gn e 1wl

odiud ILw) — Li(w)]
w) — w
sup s < R (mess )M 2| fll o g - (16.72)
(n) llwll1,0
wGVh

w#0

Kvli stru¢nosti polozme
By = i,j:alX,Q ||kij||cn )"

Potom podle (16.39) a Lemmatu 16.8 plati

a1, w) — an (I u, w)| < CBph™ 3= I ulln,llwll1,r -
TGTh

Véta 15.1 implikuje
115 wlln,z < lulln,r + llu = I ulln, 7 < Cllulina,z

a z Cauchyovy nerovnosti potom plyne

ST ulln,rllwll,r < Cllullns,ellwlleo-

TGTh
Tedy plati
inf  sup 12w Zan(w)l CBnh™||ullns1,0- (16.73)
vew,™ wev ™ llwll1,0
w#£0

Zkombinujeme-li odhady (16.71) — (16.73) s nerovnosti (16.25), dostaneme odhad (16.70), coz
jsme chtéli dokazat. [

16.11. Véta. Necht jsou splnény vSechny predpoklady Véty 16.10 s vyjimkou
u € Wat(Q). Necht funkce @, kterd definuje Dirichletovu okrajovou podminku
v Problému 6.2 je tak hladké, e existuje takovd funkce » € W2(Q), ze vz = u.
Potom
lim ||u — u,(l")|
h—0

1,0=0, (16.74)

kde u € W}(Q) je jediné feseni Problému 6.2 a uﬁln) € W,E") jediné feseni Problému
16.1 definované na triangulaci Ty, € {Tn}.

Podobné jako v piipadé Véty 11.3 diikaz vynechdvame a odkazujeme na monografii [Ze2, dikaz
véty 11.9].
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17. TEORIE NUMERICKE INTEGRACE V PRIPADE
NEHOMOGENNT NEUMANNOVY OKRAJOVE PODMINKY

Budeme predpokladat, Ze existuje koneéna mnozina usecek {S1,S2,...,Sr}, ze (viz Obr.17.1)
p— T —
To=|J Sk SinS;=0 (i#3), (17.1)
k=1

kde Sy je vnitiek tsecky Sy (k=1,...,7).

OBR. 17.1
17.1. Definice. Oznaceni
q € PC™(T'3) (17.2)
bude znamenat toto: Derivace @éj)(s) (=0,1,...,n) funkce
~k ~k ~k ~k
~ . g — X N Ys — Yy
ax(s) 1=q<$’f+ 2_"Lg gb + 22— 13), (17.3)
Sk Sk

kde [£%,9%], [£%,9%] jsou koncové body tsecky Si a 3; = mes1 Sk, jsou spojité v (0,3%) a plati

i 5D ‘ ‘ i &) ‘
shr(r)1+ g, (8)| < e, . llg_qk (8)| < o0,
kde 7 =0,1,...,n.

Jestlize polozime pro j =0,1,...,n

iD0) = lim @ D5 )= lim @
a5’ (0) = Tim g7 (s), a7 (5k) = lim_ g7 (s),

potom muzeme psat

gk € C"((0;5%)) (k=1,...,7). (17.4)

Toto je vyznam predpokladu (17.2).
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17.2. Poznamka. a) Symbol PC je zkratka anglického ”piecewise continuous” (Cesky: po
Gastech spojitd).
b) Norma funkce ¢ € PC"™(I'3) mutze byt definovana vztahem

e g 175
lall pen (ry) : R N g, ()] - (17.5)

c) Jestlize P, = S; N §j, potom uzlovy bod Pj ma dva lokalni vyznamy na I's: P, = P, a
Py, = P{. V tomto piipadé neexistuje hodnota q(Py) a hodnoty q(P},) a ¢(P?) definujeme pomoci
odpovidajicich hodnot funkci g; a g; (viz (17.3), (17.4) a Obr.17.1).

Necht 7}, je dana triangulace oblasti © a necht
My, ={T; € Tj, : mes1(0T; NT2) > 0}. (17.6)

Pro jednoduchost budeme uvazovat jenom takové triangulace 7;, € {75}, ze T; € M}, ma pouze
jednu stranu spolec¢nou s I's.

Necht T; € My, je libovolny hraniéni trojuhelnik. Potom existuje takova tsec¢ka Sy, ze l; C Sy,
kde znacime

lj:=0T; NIy VTJ' € My,. (17.7)
Polozme ) . , .
) o gt ) T a0

() i=a(ef + 2Ty B2 (7.8)
mes1l; mesil;

kde 0 < 7 < mesi1l; a [z%,y!], [z}, 93] jsou koncové body tsecky I;. Inkluse I; C Sj zaruéuje
existenci takové hodnoty s1, Ze

ko, 3 — w o, U3 — Y
oy =af + 2—Ls1, o =9f+2—Ls
Sk Sk
Tato skutecnost a identity
gy —&f _wb—ai g5 —9f _ yh— i

Sk mesil; Sk mesql;
implikuji

qi(1) =Gx(s1+7) (0< 7 <mesil;). (17.9)

Pro stru¢nost ozna¢me seminormu funkce ¢ v PC"(I'2) symbolem

Kp:= max max |§§€n)(s)| (17.10)
k:l,...,T‘s€<0;§k
Potom podle (17.9)
max g\ (1) < Kn VTi €M, (17.11)

T€<O;meslli>

Dale uvazujme zobrazeni

e =@} (t) =z} + (zh — 21t

| s — i 0<t<1), 17.12
y=¢f(t)zyi+(y%_yi)t} (0<t<1) ( )

které transformuje tsecku I = <O; 1> vzajemné jednoznacné na usecku l;, a definujme funkci
q; (t) = q(@i (), i (), tel. (17.13)
Porovname-li (17.8) se (17.12), (17.13), nalezneme, Ze

q; (t) = g;(tmes1l;), tel.
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Odtud
max |q:(n)(t)| = (mesyl;)" max |q§n)(s)| . (17.14)
tel SE O;meslli>

Vztahy (17.1)—(17.14) spolu s inklusi
SinS; Cop (i #37),

kde o, je mnozina vSech uzlovych bodu v triangulaci 73, obsahuji vSechny pfedpoklady a pomocné
vysledky tykajici se funkce g, které budou potfebné v této kapitole.

Uvazujme néjakou integra¢ni formuli na tsecce I

1 J
/ G*(t)dt = B;G*(t;), (17.15)
0 =
kde ,6’;‘ jsou koeficienty a t; integrac¢ni body formule. Podle definice kfivkového integralu plati
1
/ F(z,y)ds = meslli/ F(p;(t),4;(t))dt. (17.16)
1 0
Vztahy (17.15) a (17.16) implikuji
J . .
/ F(o.y)ds = 3 BIF(BI), (17.17)
l; =
kde ' '
B = (mes1li)Bj,  Bj = [pj (t;), %7 (t5)]- (17.18)

Uvedeme dva priklady: v pfipadé jednobodové formule plati

1 . , ,
J=1, pBi=1 t1 ==, pB}=mesil;, B} =P,

2
kde Pg je pulici bod tsecky [;, a v pfipadé lichobéznikové formule
1 1 ) ) )
J:27 ﬂ;:§7 t1:07 t2:1: ﬂ;zimesllia B;:P; (!72172)7

kde Pli, P2i jsou koncové body tusecky ;.
Protoze I's je sjednoceni tsecek [;, aproximace Lg(w) linearni formy LT (w), kde w € Vj,, je
tvaru

J
Lyw)= Y Y Big(Biw(Bj). (17.19)
T,eM, I=1
Je tfeba poznamenat, ze v pripadech B;: eTinTza B;: = S} NS jsou hodnoty q(B;:) definovany
ve smyslu Pozndmky 17.2c, tj. jako limitni hodnoty funkce g;(s) (s € (0,3;)) v odpovidajicich

koncovych bodech tsecky <O; §i>~
Podobné jako v kapitole 16 definujeme chybové funkcionély

J
E;,(F) = /l F(z,y)ds — > _BiF(B}), (17.20)
7 j=1
1 J
Bi(FY) = [ Fr@d =Y 5iF ). (17.21)
0 =
kde
Fi(t) = F(ei (t),%; () ((z,y) € L). (17.22)
Ze vztaht (17.15) - (17.18) a (17.20) — (17.22) plyne
Ey; (qw) = (mes1l;)E7 (g7 wy) , (17.23)
kde funkce ¢} (t) je dana vztahem (17.13) a kde
w; (t) = w(p; (t). 95 (t) ((z,y) € Li). (17.24)

Nyni jsme pripraveni dokazat hlavni vysledek této kapitoly.
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17.3. Vé&ta. Necht plati (17.2). Necht integracni formule na referenéni tseéce I = (0;1) je

takova, ze
Ei(p)=0 VoePi(2n—1).

Potom pro vSsechna w € X ,(1") plati
| By, (qu)| < CKp(mesili)/*h™|[wllo,, ,
takze

> 1B, (qw)] < CKp(mesiT2) /20" ||w|l1 0,
T;eMy,

kde konstanta C nezavisi na h a w a veli¢ina Ky, je ddna vztahem (17.10).

Dikaz. A) Nejprve poznamenavame, ze
llw}llo,r = (mes1ls) ™2 ||wllo,y, -

Vztah (17.28) plyne z definice kfivkového integréilu:

1
Julfyy, = [ wds = mesats [ (wi)at = messtiu 3.

i

B) Podle (17.21) plati

mﬂg@ng@+

J
2.5
j=1

*(9)
< Cmax|gi (1) max|wi(t) < € max  max|q; " (t)| maxw; (t)]

) maxla? (0w ()] <

Podobné jako v lemmatu 16.4 l1ze dokazat

max|w; (1)] < Cllwfllo. Yo} € Pi(n).

Odtud o)
*
|B7 (gf wi)| < Cllwillo.r | max max|g; ™" (t)].

Protoze podle (17.25) plati
Ei(giwi) =0 Vgi € Pi(n—1),

z Bramble-Hilbertova lemmatu 4.4 plyne
|} (a}w])] < Cllwf llo,r max|a; ™ (1))
Zkombinujeme-li tento vysledek s (17.28), (17.14) a (17.11), dostaneme
| B (qf w)| < CKp(mesili)™ ™ /2|wllo., -

Vztahy (17.30) a (17.23) implikuji odhad (17.26), protoze mesil; < h.

(17.25)

(17.26)

(17.27)

(17.28)

(17.29)

(17.30)

Secteme-li (17.26) pres vSechna i, pro ktera T; € My, a uzijeme-li Cauchyovu nerovnost (7.23)

a ”stopovou” nerovnost (2.13), dostaneme (17.27). [

Pomoci véty 17.3 a vysledkt uvedenych v kapitole 16 snadno ziskame nésledujici dvé konver-

gencni véty 17.4 a 17.5. Pripominame, ze pfiblizné feseni ugln) € W,(ln) spliiuje

ah(ugln),v) =Lp(v) Vo€ Vh(n) ,
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kde biline4rni forma aj, (v, w) je ddna vztahem (16.17) a linearni forma Ly, (v) vztahem
Lp(v) = L (v) + LY (v) . (17.32)
Forma L§}(v) je definovana pravou stranou vztahu (16.14), tj.
It
Li(w)= > > wirf(Bir)v(Bir),
T;€T;, =1

a linedrni forma L} (v) vztahem (17.19). Ve shodé s (17.32) ozna¢ujeme
LY (v) ::/ vfde, LY(v):= / vgds. (17.33)
Q T2

Poznamenejme, ze formy L (v) a Lg (v) jsou v kapitole 15 oznaceny pouze symboly L(v) a Lp (v).

17.4. Vé&ta. Necht jsou splnény predpoklady vét 16.10 a 17.3. Potom
lu =yl < CR™,
kde u € W2n+1(Q) je jediné feseni Problému 6.2 a C je konstanta nezavisla na h.
17.5. Vé&ta. Necht jsou splnény predpoklady vét 16.11 a 17.3. Potom
li _ (n) ,
Jim lw =yl
kde u € W} () je jediné reseni Problému 6.2.
Ditkaz obou vét je jednoduchy: opét plati abstraktni odhad chyby (16.25), kde nyni
|L(w) = Lp(w)| < [L%(w) = L§} (w)] + [T (w) — L}, (w)] -

Podle (17.33)2, (17.19) a (17.20) plati

LY (w) — Ly (w)| < > |y, (qiw)] -
T; €M),

Tedy z véty 17.3 plyne

| L (w) — Lj, (w)]

[wll1,e

sup < Cf?n(mesll"g)lph".

wGVIEn)

Zbytek diikazu je tentyz jako dikazy vét 16.10 a 16.11. [

18. TROJUHELNIKOVE KONECNE C™-PRVKY
18.1. Lemma. Necht P;(z;,y;), Pj(xj,y;) jsou dva body v roviné (z,y) am >0, A > 0 dvé
dana celd éisla. Necht polynom p(z,y) € Pa2(n), kde
n=4m+ \+1,
spliuje podminky
D%p(P;) = D%p(P;) =0, |a| < 2m, (18.1)

J9p

ﬁ(QE;’S)):0 (r=1,...,8 s=X+q; ¢g=0,...,m), (18.2)
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kde 0/0v znaci derivaci ve sméru normaly k pfimce | uréené body P;, P; a kde QZ(.;’S), QE?’S),
... ,QZ(-;’S) Je s bodu, které déli usecku P;P; na s + 1 stejnych dili. (V pripadé s = 0 je mnozina
téchto bodii prdzdna.) Potom v libovolném bodé této pfimky plati

D%(P)=0 |a|<m, PE€Ll (18.3)
Dukaz. Protoze kazdou z q + 1 derivaci g-tého fadu
0p op 0p op
a 3 Y . 4140 ) Yty N A a1 ) PN 3 ) 18.4
opd V) 5oy (@ Y) por s G il L) (18.4)
kde 0/0T znali derivaci ve sméru P; Pj, lze psat ve tvaru linedrni kombinace g + 1 derivaci

0p 0p 0p op
a_ . ’ Y N 410 ’ Yty A 1 ’ Y o 9 18.5
o2d BV gramigy () Bzogi—1 V) 5ya ™ Y) (18.5)

a naopak kazdou z g + 1 derivaci (18.5) lze psat ve tvaru linearni kombinace g + 1 derivaci (18.4),

vidime, ze staci dokazat
aa+bp
ovedrb

Vyjadreme piimku | parametricky rovnicemi

(P)=0 P€l; a,b=0,....,m; 0<a+b<m. (18.6)

z=z;+(x; —z)T, y=yi+(y; —yi)7T (—oc <7 < 00)

a definujme pro a = 0,...,m funkce

0%p 0%

ga(T) = ﬁ(w,y) = oue (zi + (x5 —z)T, 95 + (Y5 — ¥a)T)- (18.7)

Kazd4 funkce gq(7) nélezi do P1(4m + A + 1 — a). Podle (18.1) a (18.7) plati

dkga dkga

o (0) = p (1)=0 (k=0,...,2m —a) (18.8)
a podle (18.2) a (18.7) plati

r

Podminky (18.8) a (18.9) jsou hermiteovského typu a jejich celkovy pocet je 4m + A + 2 — a,
coz je pocet koeficientt polynomu gq(7). Tedy podle véty o jednoznacném urceni Hermiteova
interpola¢niho polynomu jedné proménné (kterd se snadno dokdze pomoci Rolleovy véty) z (18.8)
a (18.9) plyne
ga(t) =0 (a=0,...,m).

Diferencujeme-li b-krat tento vztah, dostaneme

dbga

drb
Vzhledem k definici (18.7) funkci gq (7) je vSak vztah (18.10) pouze jinak zapsany vztah (18.6). [

(r)y=0 (b=0,1,2,...). (18.10)

18.2. Lemma. Necht P;(z;,y:), Pj(z;,y;) jsou dva body v roviné (z,y) a m > 0, A > 0 dvé
dang cel ¢isla. Necht polynom p(z,y) € P2(n), kde

n=4m+ A+ 3,
spliiuje podminky (18.2) a podminky
D%p(P;) = D%p(Pj) =0, |a| <2m+1.
Potom v libovolném bodé P primky | urcené body P;, P; plati vztah (18.3).
Dikaz probiha zcela stejné jako dikaz lemmatu 18.1.

18.3. Lemma. Necht pro polynom p(z,y) € P2(n) v libovolném bodé piimky | uréené body
P;i(xi,y:), Pj(xj,y;) plati vztah (18.3), kde m < m. Potom je tento polynom délitelny funkci
[fij (2, 9))™ T, kde

fij(@,y) = —(y; —va) (@ — ) + (x5 — ) (Y — ¥i) , (18.11)
tj. plati
p(m,y) = K[fij(mvy)]m+1qn—m—1($3y)’ (18'12)
kde gn—m—1(z,y) € P2(n —m — 1) a K # 0 je konstanta.
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Drikaz. Zvolme libovolné, ale pevné bod Py, = [z, yx], ktery nelezi na pfimce [. Zavedme nové
proménné &, n rovnicemi (srovnej se (14.1))

e =x;+ (xj —z) + (@ —zi)n, y=yi + (; —vi)é+ (yp — yi)n, (18.13)

tj. (srovnej se (14.6))

&= Tl —yi) (@ —z) + (i —2) (v —vi)l, 0 =T[5 — i) (@ — i) — (25 — ) (y — )],

(18.14)
kde
Jigk = (5 — i) (yx — i) — (6 — ) (yj — yi)- (18.15)
Definujme polynom p(&,n) vztahem
p(&,n) = p(zi + (x5 — ) + (xk — zi)n, yi + (Y5 — yi)§ + (Yr — yi)n)- (18.16)

Ze vztaht (18.3), (18.16) a toho, Ze parametrické rovnice piimky [ jsou tvaru z = z; + (z; —
zi)&, ¥y =yi + (y; — )&, plyne

DB(£,0) =0, o] < m. (18.17)
Polynom p(&,n) mize byt psan ve tvaru

p(&n) = nGn-1(&n) +7n(€), (18.18)

kde Gn—1(&,m) € Pa(n — 1) a 7,(€) € P1(n) je ta Cast polynomu p(&,n), kterd nezavisi na 7.
Jestlize aplikujeme rovnici (18.17) s |a| = 0 na rovnici (18.18), vidime, ze plati 7, (§) = 0, tj.

p(&m) =ngn-1(&m) - (18.19)

Predpokladejme, ze pro libovolné k < m plati

p(&mn) =n"n—x(&n), (18.20)
kde Gn—x (€, n) € P2(n — k). Z rovnic (18.17) a (18.20) plyne

1 9%
Nn—n ,0) = —
In-r(§,0) = — anr

(" Gn-r(&m)) ‘n:o =0. (18.21)

PoloZzme
n—r(&N) =NGn—r-1(&n) +Tn_r(&), (18.22)

kde Gn—x—1(£,m) € P2(n — k — 1) a Tp—x (&) € P1(n — k) je ta &ast polynomu Gm—x (&, n), kterd
nezavisi na n. Z rovnic (18.21) a (18.22) plyne

In—r (€M) = NGn—r—-1(&,7) - (18.23)

Z rovnice (18.19), pfedpokladu (18.20) a vysledku (18.23) nyni pomoci matematické indukce
dostavame

p&n) = 0" an—m-1(&m) - (18.24)

Podle (18.11) a (18.14) plati
n=J5 i, y), (18.25)
Polozime-li K = Ji;;n_l a uzijeme-li transformaci (18.14), potom ze vztahu (18.16), (18.24) a

(18.25) plyne vztah (18.12). [J
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18.4. Véta. Necht’Tje trojithelnik s vrcholy Py, Pa, P3 a tézistém Py. Necht m > 0 a k, kde
1 <k <4, jsou dana celd ¢&isla. Potom existuje pravé jeden polynom p(z,y) € P2(4m + k), ktery
nabyva danych hodnot

D°p(Py), k=1,2,3, (18.26)
DPp(Py), (18.27)
04
875’(@5}"’5)) (i<j,i,j=1,23 r=1,...,s), (18.28)
ij

kde 0/0v;; znaci derivaci podle normaly ke strané P;P;, kde body QZ(.;’S) maji stejny vyznam jako
v lemmatu 18.1 a kde indexy «, f3, q, s jsou uréeny pomoci (18.29):

ol <2m, |B|<m-2, gq=s=1,...,m, (18.291)
la| <2m, |B|<m-1, g=s—-1,s=1,....,m+1, (18.292)
ol <2m+1, |B|<m, gq=s=1,...,m, (18.293)
la| <2m+1, |B|<m+1l, g=s—-1,s=1,...,.m+1. (18.294)

Poznamenejme, Ze ve ¢tyfech specidlnich pfipadech nékteré z predpisti (18.29,) ztraceji smysl;
potom tyto podminky neuvazujeme a nic nepredpisujeme. Tzn. Ze v ptipadé n = 1 nepredpisujeme
v pripadé n = 3 nic na stranach trojuahelniku.

Pro lepsi orientaci ¢tenafe jsou polynomy prvniho az devatého stupné hierarchie popsané ve
vété 18.4 znazornény na Obr.18.1. Na téchto obrazcich tunym bodem znacime, ze v daném
uzlovém bodé je predepsdna funkéni hodnota, Cislem k v krouzku znacime, ze v daném bodé
(tj. stfedu tohoto krouzku, ktery je totozny bud s nékterym vrcholem trojihelniku, nebo t&zistém
trojuhelniku) je pfedepsdna funkéni hodnota a vSechny parcidlni derivace az do k-tého fadu véetné,
tj. celkem (k + 1)(k + 2)/2 hodnot. Kone¢né jednoduchou, resp. dvojitou Sipkou znacéime, ze v
pocateénim bodé této Sipky je piedepséna prvni, resp. druhé derivace ve sméru této Sipky (tj.
prvni, resp. druhd derivace podle normély).

OBR. 18.1
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Polynom 2. stupné hierarchie popsané ve vété 18.4 zacal v aplikacich metody konec¢nych prvki
prvni uzivat Veubecke [Ve], polynom 3. stupné této hierarchie publikoval jako prvni Holand [Ho] a
polynom 5. stupné témér soucasné publikovali Argyris, Fried a Scharpf [AFS], Bell [Be|, Bosshard
[Bo], Visser [Vi] a Zlamal [Zl]. Prace [Z]] je teoretické povahy a je v ni dokdzana konvergence
metody konec¢nych prvki pfi uziti polynomu 2., 3. a 5. stupné na oblasti s polygonalni hranici.
Analyzou ditkkazovych metod uzitych v [Z]] a rozborem podminek, které jednoznacné uréuji do té
doby zndmé polynomy, sestrojil ZeniSek [Zel] hierarchii popsanou ve vété 18.4.

Dikaz véty 18.4. Vétu dokdzeme v pripadé k = 1, tj.
n=4m+1. (18.30)
Nejprve se presvédéime, ze celkovy pocet parametri (18.26)—(18.28) je roven poétu soudinitelt

aplného polynomu n-tého stupné dvou proménnych, tj. (n+1)(n+2)/2. Pocet parametri (18.26)
predepsanych v jednom vrcholu Py je

V =(02m+1)(2m +2)/2,

pocet parametru (18.27) je
T=(m-—1)m/2

a pocet parametri (18.28) predepsanych na jedné strané P;P; je
S=m(m+1)/2.
Celkovy pocet parametrii (18.26) —(18.28) tedy je, jak se milzeme presvéd¢it snadnym vypoctem,
3(V +8) +T = (4m + 2)(4m + 3)/2,
coz lze psat vzhledem k (18.30) ve tvaru
3V+S)+T=mn+1)(n+2)/2,

coz jsme chtéli ovérit. Abychom dokézali, ze parametry (18.26) —(18.28) jednozna¢né urcéuji poly-
nom p(z,y) € Pa2(n), staci dokazat, ze z podminek

aq 7,8
D%p(Py) =0 (laf < 2m), 875(@53-’ )y =o, (18.31)
)

D%p(Py) =0 (Jal] <m—2), (18.32)

kde vyznam 4, j, k, q, 7, s je stejny jako v (18.26) — (18.28), plyne
p(z,y) =0. (18.33)
Zavedme ve shodé s lemmatem 18.3 line4arni funkce

fi2(@,y) = —(y2 —y1)(z — 1) + (@2 — 1) (y — ¥1),
fis(z,y) = —(ys —y1)(@ — z1) + (23 — 21)(y — y1), (18.34)
fas(@,y) = —(ys — y2)(z — 22) + (z3 — 72)(y — y2).
Je-lin =1 (tj. m = 0), potom podle lemmat 18.1 a 18.3 z (18.31) plyne, Ze polynom p(z,y) je
délitelny polynomem 3. stupné fi12f13f23, coz je mozné jediné tehdy, plati-li (18.33).
Je-lin =5 (tj. m = 1), potom podle lemmat 18.1 a 18.3 z (18.31) plyne, ze polynom p(z,y) je

délitelny polynomem 6. stupné (f12f13f23)2, coz je mozné jediné tehdy, plati-li (18.33).
Necht nyni n # 1, n # 5 (tj. m > 2). Ze vztaht (18.31) podle lemmat 18.1, 18.3 plyne, ze

p(z,y) = K[f12(z,y) f13(z,y) fos(z, y)| " T ta(z,y) (K #0), (18.35)
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kde q(z,y) € P2(m — 2), tj.

q(z,y) = b1 + box + b3y + baz? + bszy + -+ brry™ "2 (M = (m — 1)m/2). (18.36)

Py P>, P1P3, P2P3, plati podle (18.34)
f12(zo0.yo) f13(w0, o) f23(z0, y0) # 0. (18.37)
7 (18.32), kde |a| = 0, plyne podle (18.35) a (18.37)
q(zo,y0) = 0. (18.38)
Predpokladejme, ze pro celé ¢islo k spliujici nerovnost 0 < k < m — 2 plati
D%(z0,y0) =0, |af<k. (18.39)
Potom z (18.32), kde |a| = k + 1, plyne snadno pomoci (18.35), (18.37) a (18.39)
D%q(z0,y0) =0, J|a|<k-+1. (18.40)
Z vysledku (18.38), predpokladu (18.39) a jeho disledku (18.40) matematickou indukci plyne
D%q(zo,y0) =0, |af<m—2. (18.41)

Z (18.41) pro |a| = m — 2 plyne, Ze soudinitelé by, které vystupuji v (18.36), jsou rovny nule u
¢lent xz'y?, pro néz i + j = m — 2: podle (18.41) je totiz

am—2 am—2

o 4
8ym—2

q

a3 (#0:¥0) = (m = 3)bar—1 =0, atd

(z0,90) = (m — 2)lbpyr =0,
Odtud a z (18.41), kde || = m — 3, plyne, Ze soucinitelé by, u ¢lentl z*y7, pro néz i+j = m—3, jsou
rovny nule. Postupujeme-li tak dale, tj. uzivame-li pfedchozich vysledki a (18.41), kde postupné
uvazujeme |a| = m—4,...,2,1,0, zjistime, ze q(x,y) = 0. Odtud podle (18.35) plyne (18.33). [

V nasledujici vété uzijeme tohoto zpusobu znaceni: Symbolem A budeme znacit celkovy pocet
vrcholt trojuhelniki v dané triangulaci 7; ohrani¢ené uzaviené oblasti 2 s polygonalni hranici
992, symbolem B celkovy pocet Usecek v T, (tj. stran trojuhelnik{) a symbolem D celkovy pocet

trojuhelnikd. Vrcholy oznacime symboly P, Ps,..., P4, UseCky symboly l1,l2,...,lp a tézisté
trojuhelnikd symboly R1, Ra2,...,Rp.

OBR.18.2

Body, které déli isecku /; na s+1 stejnych dilt budeme znacit Qg-l’s), Q;2’5), e Q;S’S). Jednotkové
normély v; k tiseckdm [; budeme orientovat podle tohoto pravidla: Jsou-li P, Pr, kde m < r,

koncové body tsecky I, potom divadme-li se ve sméru normély v;, vidime bod P, napravo od bodu
Pp, (viz Obr. 18.2).

94



18.5. Vé&ta. Necht Tj, je dana triangulace ohrani¢ené uzaviené oblasti Q s polygonalni hranici
9. Necht m > 0 a k, kde 1 < k < 4, jsou dana celd ¢isla. Potom existuje pravé jedna funkce
w(z,y), kterd je m-krat spojité diferencovatelna na Q, na kazdém trojihelniku Ty € T (k =
1,..., D) je restrikci polynomu z P2(4m+k) a v uzlovych bodech triangulace nabyvé piedepsanych
hodnot

Dw(P;) (i=1,...,A), (18.42)
09w rs .
W(Q§’)) (G=1,....,B;r=1,...,s), (18.43)
Yj
DSw(Ry) (k=1,...,D), (18.44)

kde indexy «, f3, q, s jsou uréeny podle (18.29,;).

Diikaz. 7 véty 18.4 plyne, ze funkce w(z,y) je na kazdém trojuhelniku Ty € 75, (k=1,...,D)
jednoznaéné uréena témi hodnotami (18.42) — (18.44), které prisluseji trojuhelniku T'. Z lemmatu
18.1, resp. 18.2 potom plyne, ze hodnoty

D*w(P), |a/<m, Pel; (j=1,...,B)

jsou jednoznac¢né urceny hodnotami (18.42) a (18.43), které jsou predepsdny pouze na usecce

;. O

Pravé uvedené trojuhelnikové konecné C'"-elementy maji aplikace v pfiblizném reseni okra-
jovych problému eliptickych parcidlnich diferencidlnich rovnic ¥addu 2(m + 1). Prakticky vyznam
maji Cl-elementy p¥i pfiblizném FeSeni prithybu tenkych desek. Modelovym problémem ohybu
vetknuté tenké desky je Dirichletav okrajovy problém biharmonické rovnice:

A%w(z,y) = f(z,y) Vz,y] € Q, (18.45)
Ow Ow
w(z,y) = - —(z,y) = a—y(:z:,y) =0 V[z,y] € 9Q. (18.46)

Tomuto okrajovému problému odpovida tento varia¢ni problém (jeho odvozeni z okrajového pro-
blému (18.45), (18.46) pomoci nékolikerého uziti Greenovy véty je uvedeno v [Re, str. 279 —283)):
18.6. Problém. Necht
V={veW2(Q): v=0v/0z = dv/dy = 0 na 9N}. (18.47)
Najit funkci w € V, pro kterou plati

/ (3211)3_21) 42 0%w O%v N 82w8_2v
o \ 0z2 0z2 Ozdy OzOy  Oy? Oy2

) dzdy = / vfdedy Yv e V. (18.48)
Q

Ma-li oblast © polygonalni hranici, potom vzhledem k vétam 1.18 a 18.5 lze uzit k ptibliznému
feseni problému 18.6 trojihelnikové C'l-prvky (podrobnosti lze najit v [KKLZ]).

Dikaz konvergence metody konecnych prvki je opét zalozen na interpolacnim teorému, ktery
ve tvaru véty 18.7 byl dokazan v [BZ]:

18.7. Véta. NechtT € Tj,. Nechtu € W¥(Q), kde 2m+2 < k < 4m+2 anecht ur € Pa(4m+1)
je interpolac¢ni polynom funkce u jednoznac¢né uréeny podminkami

D%up(Py) = D%u(Py), lal<2m (k=1,2,3), (18.49)
DPur(Po) = DPu(Py), |8l <m—2, (18.50)

O%ur (ry8)y 0%u (r,s) . . o
o Q) = v, Qi) (<4, 4,5=1,2,3; r=1,....3), (18.51)

kde indexy «, 3, q, s jsou uréeny pomoci (18.291). Potom pro 0 < p < k plat{

C

k—p
< momyr "tk (18.52)

llu —urllp,T

kde 97 je nejmensi tihel trojithelniku T a kde konstanta C nezavisi na T a funkci u.
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19. METODA KONECNYCH PRVKU V OBLASTECH S NEPOLYGONALNI HRANICT

V této kapitole se omezime na aproximaci dané oblasti 2 oblasti €2} s polygondlni
hranici 9€2;,. O samotné oblasti 2 budeme predpokladat, ze ma lipschitzovskou
hranici ve smyslu pozndmky 2.2 a ze se sklada z kone¢ného poctu hladkych oblouki,
které jsou tiidy C? (tj. funkce vystupujici v parametrickém vyjadieni z = ¢(t),
y = 1(t) prislusného oblouku maji spojité vSechny derivace alespon do druhého
fadu vcetné).

Aproximujici oblast €, je pfitom takova, Ze vSechny vrcholy (rohy) jeji hra-
nice 02, lezi na 012, pricemz kazda tsecka, ktera je ¢asti 0€2, je stranou néjakého
trojihelniku T, ktery nalezi do triangulace 7;, uzaviené oblasti Q. Koneéné pred-
pokladdme, ze kazdy roh hranice 99 (tj. bod, ve kterém se stykaji dva hladké
oblouky patfici 0€2) je vrcholem 0%y, a tedy uzlovym bodem triangulace 7},. Po-
dobné uzlovymi body 7}, jsou body, ve kterych se stykaji ¢asti I'; a I's hranice
1.

Budeme opét aproximovat okrajovy problém (6.1)—(6.3). Diskrétni schéma vy-
tvorime ve dvou krocich: Nejprve aproximujeme oblast €2 oblasti €25 a pro v, w €
W3 (Q) definujeme

Jv 0
Z/ﬂ 238;’2 Y dwydas, (19.1)

i,j=1 i

kde Eij (4,7 = 1,2) jsou prodlouzeni funkci k;; € C*(Q) (viz definici 19.1), které
maji vlastnost

kij € CYQ) (1,5 =1,2), (19.2)
pricemz O je uzavér takové ohranicené oblasti (NZ, ze
Q> QUQ, Vhe (0, h). (19.3)

Vlastnost (19.2) zaruuje véta 19.2. Podobné s pomoci prodlouzeni f € C1(Q)
funkce f € C1(Q) definujeme pro vechna v € W4 (Qy)

zg(v) :=/ vf daqday (19.4)
Qn

Vrcholy (rohy) polygonu 0€2;, déli hranici 02 na kone¢nou mnozinu {\} hladkych
oblouki, z nichz kazdy je aproximovan néjakou useckou A* patfici do mnoziny
useéek {A*}, jejichz sjednoceni tvorfi hranici 9. Nejpfirozenéjsi definice formy
Zg(v) ma tvar

Li(v) =) meslA*/o q(a(t), oa(t))o(@A (1), Y3(1)dt Vv € W5 (Qn), (19.5)

kde z = ¢}(t), y = ¥};(t) (¢t € (0;1)) je parametrické vyjadreni ﬁseéky A*, ktera
aproximuje oblouk A s parametrickym vyjadienim x = ¢y (1), y = ¥a(t) (t € <0 1)).
Predpokladame, ze

q € PCH(Ty). (19.6)

19.1. Definice. Necht u je realna funkce definovana na mnoziné M C RY. Funkce U defino-
vana na mnoziné D D M se nazyva prodlouzZenim funkce u, jestlize

U(z1,...,zn) =u(z1,...,2N) PIO [T1,...,ZN] € M.
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19.2. Vé&ta. Necht hranice 9§} dvojrozmérné ohranicené oblasti €2 je po ¢astech hladka a neméa
body vratu. Necht v € C1(Q) a necht D D Q je libovolna oblast. Potom existuje funkcev € C*(D),
kterd je prodlouzenim funkce v, tj. v(z,y) = v(x,y) pro vSechny body [z,y] € .

Dikaz véty 19.2 je velmi komplikovany a lze jej nalézt v [Fi, Dodatek]. V této kapitole budeme
potrebovat jesté jednu vétu o prodlouzeni.

19.8. Vé&ta. Necht hranice 9 dvojrozmérné ohrani¢ené oblasti ) je po castech hladka a
nemé body vratu. Necht jeji hladké ¢asti jsou tiidy C*. Necht D O Q je libovolné oblast. Potom
existuje takovy linearni a ohranic¢eny operator prodlouzeni £ : W2’“(Q) — W2k (D), ze konstanta C
vystupujici v nerovnosti

IE@)lIk,p < Clivllk.a Vv € Wi (Q)

zavisi pouze na oblasti D. Operator € je také linedrni a ohraniceny operator prodlouzeni z prostoru
W2k_l(Q) do prostoru WQIC_Z(D) (1 <4 < k). Shodné s vétou 19.2 uzivame znaceni v = &€ (v).

Ditkaz véty 19.3 je uveden v [OR, str. 20-22]. Je zajimavé, Ze navazuje na dikaz véty 19.2, ktery
je uveden v [Fi]. Je tfeba zdiraznit, ze uvedené véty byly dokdzany v dvojrozmérném piipadé. V
trojrozmérném piipadé je situace komplikovanéjsi a predpoklady o hranici oblasti 2 museji byt
silnéjsi, nebo tvrzeni vét jsou zménéna. _ _

V druhém kroku aproximujeme formy aj(v,w), L (v) a LL(v), kde v,w €
X=X ,(Ll) integracnimi formulemi a vysledek této aproximace oznac¢ime symboly
an(v,w), Lt (v) a L} (v). Pfitom je nutné se omezit na takové integraéni formule, je-
Jichz integracni body lezi uvnitf trojahelniki 7', nebo jsou totozné s Vrcholy téchto
trojuhelnikt. Duvod je prosty: existenci prodlouZeni k” € C’l( ), fe C’l( ) (kterd
potrebujeme k dtikazu konvergen¢nich vét) méme zaruc¢enu; nezname vsak hodnoty
funkci k”, f v Q- Q. To napr. znamena, ze v pripadé hranicnich trojahelnikia
T € T, nemtizeme uzivat integra¢ni formuli, jejiz uzlové body jsou ptlicimi body
stran trojihelnik. S timto omezenim mfiZzeme vytvotit formy aj(v,w) a L} (v)
stejnym zplisobem jako v kapitole 16.

Zbyvé aproximovat formu LF(v) danou vztahem (19.5), kde se omezime na
v € Xp. Vzhledem k definici této formy mtzeme uzit libovolnou integrac¢ni for-
muli (17.15), takze dostaneme

=3 mes;\* Zﬁ aor () eat)(@s (1), 03(E).  (19.7)

ACT,

Oznac¢ime-li tGsecky, jejichz sjednoceni je 'y, C 9y, symboly I1, ..., 1, a uZijeme-
i v (19.7) lichobéznikovou formuli, potom pii lokdlnim oznaceni koncovych bodu
usecky [; symboly P}, Pj se vztah (19.7) zjednodusi na tvar

L (v) ZZmesll,q o (P)). (19.8)

2—1 7=1
Nyni mtzeme formulovat nasledujici diskrétni problém v dvojrozmérné oblasti s ne-
polygonéalni hranici.

19.4. Problém. Necht dvojrozmérné oblast 2 ma lipschitzovskou hranici (ve
smyslu poznamky 2.2), jejiz hranice se skladé z kone¢ného pocétu hladkych oblouk,
které jsou tiidy C?. Nechf aproximujici oblast €2 je pfitom takova, Ze vSechny
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vrcholy (rohy) jeji hranice 02, lezi na 0f2, pficemz kazda tsecka, kterd je Gasti
09, je stranou né&jakého trojuhelniku T', ktery nalezi do triangulace 7;, uzaviené
oblasti Q,. Necht funkce u je tak hladkd, Ze existuje takovéa funkce 2z € WZ(Q), ze
vz = na I';. Ozna¢me

Wy ={veXy=X": v(P) =u(P) VP, € T4}, (19.9)

Vi={veXy:v(P)=0VP, el }={veX,: v=0nal}, (19.10)

kde Py € oy, (pfi¢emz o}, oznacuje mnozinu vSech uzlovych boda v 7). Naleznéte
takovou funkci up, € Wy, ze

ap(up,v) = Lp(v) Yv €V, (19.11)

kde
Ly(v) = L (v) + L}, (v) (19.12)

a formy ay, (v, w), L$}(v), L} (v) jsou aproximaci forem ay, (v, w), Eg(v), Eg(fu) po-
moci numerické integrace; zptisob aproximace byl popsan pred formulaci Problému
19.4.

19.5. Véta (o abstraktnim odhadu chyby). Necht existuje takova konstanta
B > 0 nezavisla na h, ze pro h € (0, hg) plati

B||U||%,Qh <anp(v,v) Vv € Vy. (19.13)

Potom pro h € (0, hg) kazdy Problém 19.4 ma praveé jedno feseni up € W}, a toto
reseni splnuje odhad

~ ap(u,w) — Lp(w
= unlro, SO{ sup |an (4, w) W)l
weVi [[wll1,0,
w#0
) - ap(v,w) — ap(v, w
+ inf <||’U,—U||1jgh—|— sup [an(v, w) = an )|>} (19.14)
vEW), weVi [[wll1,,
w#0

kde u € W3(Q) je prodlouzeni (ve smyslu véty 19.3) feseni u € W4 (Q) Problému
6.2 a C' je konstanta nezavisla na h a u.

Dikaz. Pro libovolné v € W, plati
i = unllrp < 11— vlla, + lun = ol (19.15)

Protoze up — v € Vj, mizeme psat podle (19.13), bilinearnosti formy ap (v, w) a vztahu (19.11)

Bllun = ol13 q, < an(un —v,up —v) = ap(up,up —v) = ap(v,up —v) =
= Lp(up —v) = ap(v,up — v) < |Lp(up —v) — ap (@, up — v)|+
+|ah(ﬂauh - ’U) _ah(’l),’LLh - U)| + |ah('U,’LLh - ’U) - ah(’l),’LLh - U)| .
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Je-li |lup — vl[1,0, > 0, muzeme ziskany odhad podélit |lup — v||1,q, . Uzijeme-li ohrani¢enost
formy ap, (v, w), ktera plyne z (19.1), dostaneme

lan (@, up —v) = ap(v,up —v)| < M|Ju —vl|1,0, llun — vll1,0,-
Polozime-li kone¢né na pravé strané w := up — v, dostaneme po predchozich tpravach

|an (v, w) — ap (v, w)]|

llwll1,e,

~ ah ﬂ,w —Lh w
Bllun—vll.0, < sup |an (@, w) (w)]

. (19.16)
weVy, llwll1,2,

+M|[u—vl1,0,+ sup
wEVp

Kombinaci (19.15) a (19.16) dostaneme snadno (19.14). [

Pokud oblast €2 m& polygondlni hranici, redukuje se véta 19.5 na jiz znamé
vysledky. Plyne to z nerovnosti

|an (@, w) — Lp(w)| < [ay (@, w) — Lp(w)| + | L (w) — L (w)| + |L} (w) — L (w)] . (19.17)

V pfipadé, ze 0f) je polygon (¢i mnozina polygonii), je prvni ¢len na pravé strané
(19.17) roven nule a ostatni vyrazy na pravych stranich (19.14) a (19.17) jiz byly
odhadnuty a podminka (19.13) dokézana.

K dtkazu nerovnosti (19.13) (kterd vyjadiuje tzv. stejnomérnou V},-elipti¢nost
bilinearnich forem ap (v, w)) potiebujeme tzv. diskrétni tvar Friedrichsovy nerov-
nosti

||'U||17Qh < C|'U|17Qh Yo € Vh, Vh € (O, ho) (1918)
Dtikaz (19.18) je uveden v [Ze2, str.221-226]. Kromé toho potiebujeme nerovnost

2

Y kij(2)6i; > (&l +€5)  (n>0), (19.19)

ij=1

ktera plati pro skoro vsechna x € Q a viechna £1,& € R? a je zesilenim predpokladu
(7.24). Stejné jako v dikazu lemmatu 7.5 z nerovnosti (19.18) a (19.19) okamzité
dostaneme

an(v,v) > Cpllo|liq, Vv € Vi, Vhe (h, hg). (19.20)

Pomoci vztahu (19.20) a lemmatu 16.6 dostaneme (19.13) podobnym zptisobem jako
jsme dostali v dikazu véty 16.7 nerovnost (16.24) v ptipadé polygonalni oblasti.

Co se ty¢e odhadu prvniho ¢lenu na pravé strané (19.14) (¢i prvniho ¢lenu
na pravé strané (19.17), Ize komplikovanymi ivahami dokazat (viz [Ze2, str.176-
187,197-201, 263-266], Ze v ptipadé u € W3 () plati

@y (@, w) — Ly (w)| < Ch2||lw|1q, Yw eV, (19.21)

a v pifpadé u € WZ(Q)
lan (@, w) — Lp(w)| < Chllw||1,, Yw € V. (19.22)
Tim je dokézano pro trojuhelnikové prvky s linedrnim polynomem, ze v pripadé
nepolygonalni hranice 0¢2 jsou konvergencni vysledky stejné jako v pripadé poly-

gonalni hranice.
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20. ZAVER

Material tohoto skripta lze rozdélit priblizné do ¢tyr nestejné velkych ¢asti:

1. V kapitolach 1-5 jsme si vybudovali nezbytny matematicky aparat potfebny k analyze
metody koneénych prvki.

2. V kapitoldch 6 a 7 jsme se seznamili s varia¢nimi formulacemi okrajovych problémi line-
arnich eliptickych parcidlnich diferencidlnich rovnic druhého fddu a dokézali véty o existenci a
jednoznacnosti feseni prislusnych varia¢nich problémii.

3. V kapitolach 8 -17 jsme se detailné€ zabyvali vS§emi zakladnimi aspekty metody konecnych
prvki pro feseni okrajovych problémi eliptickych PDR druhého radu na oblastech s polygonalni
hranici. Kapitola 18 byla vénovéana trojuhelnikovym koneénym C™-prvkum a jejich aplikacim na
okrajové problémy linearnich eliptickych PDR fadu 2(m + 1). V celém skriptu jsme se zabyvali
dvojrozmérnymi problémy a trojihelnikovymi prvky.

4. V kapitole 19 jsme otevieli problematiku metody kone¢nych prvkid na dvojrozmérnych ob-
lastech s nepolygonalni hranici.

Domnivam se, Ze je to vic nez dost pro zakladni informaci o metodé konecnych prvkt. Soubézné
cviceni na pocitacich osvétli problematiku metody konec¢nych prvka z trochu jiného pohledu.

Studenti by se méli dale seznamit s témito koneénymi prvky:
a) obdélnikové a Etyisténné prvky (viz [KKLZ]);
b) dvojrozmérné a trojrozmérné izoparametrické prvky (viz [KKLZ));
c) zakiivené trojthelnikové prvky (viz [Ze2]).
Dale by se méli seznamit se zaklady téchto problému a jejich fesSeni:
1. Gasové zavislé problémy - linedrni parabolické a hyperbolické (viz [KKLZ], [Ze2]);
2. neline4rni problémy (alespoi tzv. asymptoticky linearni [Ze2]).
V patém roc¢niku budou mit studenti matematického inzenyrstvi dva predmeéty z aplikaci me-
tody konec¢nych prvkt, které doplni jejich znalosti v pravé uvedenych smérech.
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