SA2 - metrické prostory, zobrazeni metrickych prostoru 15. tinora 2020, UM FSI VUT v Brné

1. Dokazte, ze je-li M = R", pak 01, 02 a 0o jsou metriky.
Poznamka: Je-li M = Rna T = (wlvaa s 7xn)7 Yy = (ylvaa s 7yn) € an pOtOHl Ql(xay) - |£L’1 — y1| +
|Zo — y2| + -+ + |Tn — yn| je souctovd metrika, o2(z,y) = /(21 —y1)2 + (2 —y2)2 + - + (Tn, — yn)? je
eukleidovskd metrika a goo (2, y) = max{|x; — 1|, [T2 — y2l, ..., |Tn — yn|} je maximélni metrika.

Resen{ pifkladu 1:
Ovéfime, ze plati axiomy (ml), (m2) a (m3) z Definice 1.1.
a) Pro sou¢tovou metriku g; plati:
(ml) né“ Ql($,y) =0= |‘T1 7y1‘+"’+|517n7yn| :Oéx:y

pw=r=y=|r1—y1| =0A...Alzp —yn| =0= 01(z,y) = 0.
(m2) o1(z,y) = [z1 — Y1+ + |20 —yn| = ly1 — 21| + - + [y — 20| = 01(y, 2).

n n n n

(m3) o1(x, 2) + 01(2,y) = X |wi — zil + X0 [z —wil = 20 (lwi — zil + |z —wil) = X0 | — 2 + 2 — il =

=1 =1 =1 i=1
= o01(z,y).
b), ¢) Viz text predndsky.

2. a) V R? nacértnéte kruznice se stiedem a € R? s polomérem r > 0 v metrice 01, 02, Oco-
«) Zapiste tyto kruznice jako mnoziny Ky, Ko, Ks.
B) Zapiste mnoziny B, (a) pro jednotlivé metriky, jde-li o kruhy bez hraniéni kruznice (tedy obecné
v R"™ jde o oteviené koule (,ball“), tedy o okoli bodu a).
b) V R? naértnéte okolf bodu a € R? v metrice 01, 02, 0oo-

3. Méjme M = R. Dokazte, ze funkece p neni metrika. Dale pak doplitte predpis o(x, y) tak, aby slo o metriku.
a) o(z,y) = [z — 2y,
b) o(z,y) = [2° —y|.

4. Uvazujme M = C({a, b)), tj. mnozinu vsech funkef spojitych na (a,b). Dokazte platnost axiomu (m3) pro
metriku stejnomérné konvergence gc¢.
Pozndmka: Je-li M = C({a,b)) a f,g € M, potom pc(f,g) = max{|f(x) — g(z)| : v € (a,b)} je metrika
stejnomérné konvergence.
Resen{ piikladu 4:
Dokazme, ze plati (m3) : oc(f,9) < oc(f,h) + oc(h,g9), Vf,g,h€ M =C ({a,b)).
Oznacme indexem j to € (a,b), pro které nastane maximum z hodnot |f(z) — g(x)|, tj. [f(z;) — g(x;)]
a podobné indexy k,! pro dvojici funkel f,h a h,g. Potom oc(f,h) + oc(h,g) = |f(xx) — h(xg)| +
+h(x;) — g(z1)] > (pozn.: indexy k, [ jsou pouZity pro ,maximum®, tak muzeme pouzit jakykoli jiny index
a my pouzijeme zrovna index j) |f(z;) — h(z;)| + |h(x;) — g(z;)| > | f(xj) — h(z;) + h(z;) — g(z;)| =
= |f(x;) = 9(x;)| = 0c(f,9)

5. Uvazujme v R? body A = [3,0] a B = [2,1]. Urcete jejich vzdalenost v metrikdch o1, 02 a 00, tj. uréete
QI(A7B)7 QQ(Aa B) a QOO(A7 B)

6. Uvazujme v R? body A = [0,0] a B = [4, 1]. Uréete bod, resp. body, které spliiuji definici stfedu tsecky AB:
a) v eukleidovské metrice ga,
b) v souctové metrice 1,
¢) v maximdlni metrice goo.
Pozndmka: Bod S nazveme stiedem tusecky AB, jestlize plati o(A4,S5) = o(B,S) = min{o(4,S;) :
Resen{ piikladu 6:
V metrice g2 je stiedem tusecky AB bod S, v metrikdch 01 a g tvori stfedy tusecku S1.52, viz obrézek 1.

7. Uvazujme v R? body A = [0,0] a B = [4, 1]. Urcete osu tsecky AB v metrice 01, 02 & 0co-

Reseni pifkladu 7 je zobrazeno na obrazku 2.

8. Naleznéte piiklad metrického prostoru, kde neexistuje stied tsecky.
Resen{ piikladu 8:
Mnozina M = {x,y}, tedy pouze dva prvky, s metrikou g, pro kterou plati o(x,x) = o
o(y,x) = 1. Stfedem by musel byt bod s € M takovy, ze o(z,s) = o(y, s) = o(x,y)
neexistuje.

) )ZO&Q(%,Q):

(y
/2 = %, ale takovy s
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10.

Obrézek 1: Resenf pifkladu 6

Obréazek 2: Reseni prikladu 7

Méjme M = C({a,b)). Urcete vzdélenost funkei f, g v metrikdch oc a o.
a) f(z) =2,9(x) = Va,z €(0,1),

b) f(z) =z,9(x) =Inz,x € (3,e),

C) f(.’]?) = ‘7:2’9(:]3) = :133,.')3 € <07 1>

b
Pozndmka: Je-li M = C({a,b)) a f,g € M, potom ¢;(f,g9) = [ |f(z) — g(x)|dz je integrdlni metrika.
Reseni piikladu 9:
a) oc(f,9) = 1, 01(f.9) = §-
b) Pti urcovéni oc(f, g) hleddme globalni extrémy (staci ndm globédlni maximum) funkce h(z) = |f(z) —

g(z)] = x—Inz proz € (1, e). Staciondrnim bodem je bod # = 1 a funkénf hodnoty jsouh (1) =1-Inl =
14+1=1,4h(1)=1, h(e) =e—Ine=-e—1=1,7. V metrice stejnomérné konvergence je vzddlenost
funkei f a g tedy oc(f,g) =e — 1. V integralni metrice je vzdélenosti or(f,g) = —% + % — ﬁ

C) QC(fvg) = %7 QI(f?g) = 11—2

Meéjme M = R. Ovéite, ze nasledujici funkce jsou metriky.
a) o(x,y) = 1n(|1 + Iﬂ:| —yl),
r—=y
b) o(x, ,
) o(z,y) R P—
c) o(z,y) = v/l]x —yl,
d) o(z,y) = |3 — ﬂ
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Resen{ pifkladu 10:

a) Axiom totoznosti: o(z,y) =0 < x =y, pro Va,y € M:
= oxy)=0=(l+|lz—y)=0=1+|z—y|l=1=|z—y|=0=>z=y,
= rz=y=>lr—y|=0=1+z—yl=1=h{l+|z—y|) =0= o(z,y) =0.

Axiom symetrie: o(z,y) = o(y, ), pro Vz,y € M:
o(z,y) =In(1+ |z —y[) =In(1 + |y — z|) = o(y, v).

Trojihelnikové nerovnost: o(x,y) + o(y, 2) > o(x, z), pro Vz,y,z € M:
Pii diakazu platnosti trojihelnikové nerovnosti vyuzijeme toho, ze plati log, b + log, ¢ = log, (bc).
Obdrzime diky tomu o(z,y) + o(y,2) =In(1 + |z —y|) + In(1 + |y — 2|) =
In((1+]z—yl)-A+|y—-=2])) =In(1+ |y — 2| + |z — y| + |z — y||[y — z|). Vzhledem k tomu, ze funkce
Inz je rostouci a |z — y| + |y — 2| > |z — z|, pak plati In(1 + |y — z| + |z — y| + |z — y||ly — 2|) >
In(1+ |z — 2|) = o(x, 2).

b) Platnost axiomu totoZnosti a axiomu symetrie je zfejm4d. Uved me dva zptisoby, jak je mozné trojithelnikovou

nerovnost dokézat:

t
«) Pfi dukazu platnosti trojihelnikové nerovnosti vyuzijeme toho, ze funkce f(t) = 7% je ros-
1

touci pro V¢ € R. To, Ze jde o rostouci funkci, plyne z prvni derivace f'(t) = ) > 0 pro Vt € R.

2
Vime-li, ze funkce f je rostouci, pak pro a > b, kde a,b € Dom(f), plati, ze f(a) > f(b). Chceme tedy
)

+

r—

_ eyl
1+ |z —yl
>(navysime jmenovatel o vhodné hodnoty) ] | —|_Z'J_|| | + ] |y—|_|z—|| | =

x—y|l+ly—=z2 y—z|+lx—y

dokdzat trojihelnikovou nerovnost o(x,y) + o(y,z) > o(z,z). Plati o(z,y) + o(y, 2

ly — |
1+ ]y — 2|
|z —yl+ |y — 2|
L+]z —y|+ ]y — 2|

Oznacime-li |z — y| + |y — 2| = a a |z — z| = b, pak vime, ze a > b. Diky tomu, zZe

funkce f je rostouci, tak plati f(a) = 1_'5;3;7_'3; j|z| > f(b) = 1_’:;1 = o(z, 2).

B) Ekvivalentnimi ipravami ukdzeme, ze je trojihelnikovéd nerovnost platna:

|z — 2| |z -y ly — 2|
T e ot e B e = SR (S E ) (R E) (R PR
|z —z|(1+ |z —y)A+ |y —2)) < |z —yl(L+ [z —2[) (1 + |y — 2]) + [y — 2|(L + [z — 2[)(1 + |z — y|),
lz —2[(14 ]y — 2| + |z =yl + |[(z —y)(y — 2)]) <
<lz—yl(l+ly—zl+lz—zl+ [z —2)y—2)]) +ly— 2|1+ |z —y| + |z — z[ + |(z — 2)(z — »)]),
|z —z|+ (= 2)(y — )|+ [(z = 2)(z —y)| + [(z — 2)(z —y)(y — 2)| <
<lz—yl+ |z —y)(y—2)|+ [z —y) (= - 2)(y — 2)|+
+ly =2+ |y —2) -yl + [y —2)(x—-2)+ |y - 2)(x—2)(x -y
|z — 2| < |z —y[+ |z —y)(y—2)|+ |z —y)(z—2)|+|(z—y)(z—2)y —2)|+ |y — 2]+ |y —2)(—y)|

Vime, ze plati |z — 2| < |z — y| + |y — 2|, tedy plati také |z — z| < |x —y| + |y — 2| + k, kde k > 0 a tim
padem dokazovand trojihelnikova nerovnost plati.

¢) Platnost axiomu totoznosti a axiomu symetrie je zfejmé. Pfi dikazu platnosti trojihelnikové nerovnosti
2
V0z =yl + /|y — 2] > /|z — z| nejprve upravujme a odhadujme vyraz (\/|x —yl++]y— z|) . Tedy

2
(VE=sl+ VIs=21) =lz—sl+2/—ally— 2l +ly— 2| > |z~ yl + |y~ 2| > |z~ 2I. Po odmocnen
dostavame platnost trojihelnikové nerovnosti.
d) Zrejmé.

11. V R? uréete graficky i vypoctem vzdalenost mnozin A a B v metrice o1, 02, 0oo-
a) A= {[370]}7 B = {[xvy] eR?: y=2x— 1}7
b) A={[5,0]} a B ={[z,y] € R? : y > 2°},
c) A={[5.0]} a B={[z,y] e R? : y > \/z}.
Resen{ piikladu 11:
a) Jednim ze zpusobu feSeni je geometricky a vychdzi z toho, jak vypadd okoli bodu [3,0] v ruznych
metrikdch. p1(A, B) = 2,5 a je to délka usecky s krajnimi body [3,0] a T3, kde bod T} je bod, ve kterém
se dotkne pifmky y = 2z — 1 co nejmensi okoli bodu [3,0] v metrice g;. Souradnice bodu T} jsou [0, 5; 0];
02(A, B) = /5 je délka tisecky s krajnimi body [3,0] a Ty, kde bod T, = [1,1] je priise¢ikem kolmice
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12.

13.

|

Obrazek 3: Grafické feseni piikladu 11 b), ¢)

vedené bodem [3,0] k pifmce y = 2z — 1 s touto pifmkou; oo (A4, B) = 3 a je to délka tsecky s krajnimi
body [3,0] a Tw, kde bod T, [ —] je prusecikem pifmky se smérnici —1 vedené bodem [3, 0] s piimkou
y=2x—1.

Jiny zpusob feseni je spise pocetni:

»01:“ Sestavime funkei f(z) = |3 — 2| + |0 — (22 — 1)|, kterd vyjadiuje vzdalenost bodi mnoziny A od
bodt mnoziny B. Hledand vzdélenost mnozin A, B je pak p1(4, B) = min{f(z),z € R}. Urc¢ime nulové
body funkce f a hleddme extrémy funkce f na jednotlivych intervalech. Pro x € ( 00, 2> jde o funkci
f(z) = 4 — 3z, extrém nastavd v bodé z = 1 a jeho hodnota je f () = 5. Pro z € (3,3) jde o funkci
f(z) = 2 + z, extrémy nastdvaji v bodech z; = % a ro = 3 a jejich hodnota je f (%) = g a f(3)=
Pro z € (3,00) jde o funkci f(z) = —4 + 3z, extrém nastdva v bodé x = 3 a jeho hodnota je f(3) = 5.
Minimélni hodnoty tedy funkce f nabyva pro x = % a vzdalenost mnozin A, B je v souc¢tové metrice
01 (A, B) = g

,02:* Sestavime funkci f(z) = /(3 —z)2+ (0 — (22 — 1))2 a 02(A4, B) = min{f(z),z € R}. Hledejme
tedy extrémy funkce g(x) = (3 —2)2+(0—22+1)%2. ¢/(z) =102 - 10 =0 & 2 = 1. ¢"’"(z) = 10 > 0, tedy
pro # = 1 jde o minimum. Funkce f nabyva pro z = 1 hodnoty f(1) = v/5 a vzdélenost mnozin A, B je
v euklidovské metrice go(A, B) = v/5.

5000:“ Vzhledem k tvaru okoli v metrice g hleddme takovy bod [z,y] na piimce y = 2z — 1, pro
ktery bude rozdil z-ovych souradnic a y-ovych soufadnic vzhledem k bodu [3,0] stejny. Tedy hleddme
fesen{ rovnice [3 — | = [0 — y|, kde y = 2z — 1. Refenfm rovnice |3 —z| = | -2z + 1| je z; = 3 a

= —2, tedy mdme dva body [4,5] a [-2,—3]. Vzhledem k vzdjemné pozici mnozin A a B je ziejmé,
Zegoo(A,B —’3—%|—’—2 —|—2| g
b) Viz obrézek 3 vlevo. g1(A, B) =01(A,T1) =12 kde Ty = [1,1], 02(A, B) = 02(A, T) = 4,06221, kde

Ty = [1,2348; (1,2348)%), 00 (A4, B) = 000(A, Too) = 3,2087, kde T, — [Vﬁ -1, (m - %)
%

2
¢) Viz obrazek 3 vpravo. o1(4, B) = 01(A,T)) = v/5 = 2,2361, kde T} = 5, \/5]
B de Ty = [3,1/3] 020(4, B) = 0s0(A, Toc) = 5-3,2087 = 1,7913, kde T = [2 _ V2 ju @]

Méjme v R? dény body A, B,C, D, E, F,G, H jako vrcholy ,krychle“ o hrané 2.
a) Urcete vzdélenost bodu A, G v g1, 02, 0co-
b) Urcete vzdalenost bodu B od spojnice bodu A, G.

V metrickém prostoru (R, |« —y|) je ddna mnozina A. Uréete A° (vnitfek mnoziny), dA (hranici mnoziny),
A (uzdvér mnoziny) a A’ (derivaci mnoziny).
a) A=(0,1) U (2,3) U {4},

b) A= (0,1) NI,
) A={1:neNlu(1,2)U((2,3)NQ),
d)A:<_172)7
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e) A={-1,0,1} U (2,5),

f) A= {5 neQ}u(2 3)NQ),
g) A:<3’5)7

h) A={1,2}U(3,5),
i)A=(1,4)NL

Resen{ piikladu 13:

a) A° = (0,1) U (2,3), 9A = {0,1,2,3,4}, A =

b) A° =0, aA_<o,1>,Z:<o,1>,A'=<o,1>

c) A°=0,0A={0}U{L:neN}U(L,3),

d) A° = (—-1,2), 0A = {-1,2}, A= (-1,2), A’ = (—1,2).

e) A° = (2,5), 0A ={-1,0,1,2,5}, A = {— 1,071}u<2 5), A’
f) A°=0,0A={5-:neQ}uU(23),A={5%:neQ}uU(2
g) AO:(3,5),8A:{3,5},Z:<37 >aA/:<375>

h) A° = (3,5), 0A = {1,2,3,5}, A= {1,2} U (3,5), A’ = (3,5)
i) A° =0, 0A=(1,4), A= (1,4), A’ = (1,4).

14. Dokazte, ze v R jsou dané metriky ekvivalentni.
a) o(z,y) = |z —y| a o(z,y) = log(1 + [z —y[).
b) o(z,y) = [ —y| a 02 & Qoo.
Resenf pifkladu 14 a):

A= {0} U{L:neN}U(L,3), A

(0,1)U(2,3) U{4}, A" = (0,1) U (2,3).

= {0} U (1,3).

5)-

2,5
A = (2,3).

»= TUvazujme posloupnost {z,,}22 ;, kterd v (M, g) konverguje k z, coz struéné zapiseme jako =, — x
v (M, )= lim o(z,2,) =0= lim |z,—2|=0= lim (1+|z,—z|) =1= lim log(l+|z,—2z|) =0=
n— 00 n— oo n— oo n— oo

lim o(z,,2)=0=z, =2z v (M, o),
n—oQ

= Ty —rv(Mo)= lim o(zy,x) =0= lim log(l+ |z, —z|) =0= lim (1+|z, —2|)=1=
n— oo n—0o0 n— oo

le |z —2|=0= li_>m o(z,z,) =0=x, > v (M,p).
15. Dokazte, ze v C ((—

16. Ukazte, ze metricky prostor (C ({(—1, 1)), or) neni tplny.

1,1)) nejsou metriky oc a g ekvivalentni.

Resen{ prikladu 16 je v textu prednasky z SA2, viz pifklad 4.2, str. 6.

17. Ukazte, ze metricky prostor ((2,3), o(x,y) =

| — y|) nen{ tplny.

Reseni pifkladu 17: Uvazujme posloupnost {2+ 1}. Tato posloupnost je v metrickém prostoru ((2,3), o)
konvergentni, protoze lim (2 + %) = 2, tedy je také cauchyovskd v ((2,3), o). Ale protoze posloupnost
n—oo

konverguje k bodu 2, ktery nelezi v zadaném (2, 3), neni konvergentni v (2, 3), a tedy zadany metricky

prostor neni Uplny.

18. Ukazte, ze metricky prostor ((a,b), o(x,y) =

| — y|) neni uplny.

Resen{ piikladu 18: Uvazujme posloupnost { + 5 boa } Tato posloupnost je v metrickém prostoru ({a, ), o)

konvergentni, protoze lim (a + Z;ﬁ) = a, tedy je také cauchyovskd v ({(a,b), 0). Ale protoze posloupnost

n—oo

konverguje k bodu a, ktery nelezi v zadaném (a,b), neni konvergentni v (a,b), a tedy zadany metricky

prostor neni Uplny.

19. Rozhodnéte, zda je dany metricky prostor uplny.

) ((0, 1> o(z,y) = |z —yl),
(R, o(z,y) = [z —yl),
<Rn791 € y Z |177 - y7|)7
i=1

R2792 \/(1‘1 _y1)2+"'+(xn_yn)2>7

(R s 0o (2, Y) = jax. |; — Z>

C({a,b)),ds(f, 9) \/f dx).
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20.

21.

22.

23.

24.

Resen{ piikladu 19: a) Nenf tiplny, viz poznadmka v textu predndsky za vétou 3.6. b), c), d), e) Viz text
prednasky, priklad 4.2.

Méjme M = C ((—1,1)) a F : M — M definovédno jako F(f(z)) = f(—x). Dokazte, ze F je izometrické
zobrazeni Mdo M:

a) v metrice o¢,

b) v metrice ;.

Resenf pitkladu 20 b): o;(f,9) f |f(z (x)|dx. Protoze plati, ze je-li defini¢ni obor funkce f syme-

véta 8.9 predndsek z SA1), zaved me

sp(@) +1p(z) a g(x) = sq(x) + lg(x).

tricky, pak lze f zapsat jako soucet sudé funkce a liché funkce (viz
0 pro Yz € (—1,1). Potom o;(f,g) =
1

(vi
tedy sudé funkce s, sq4 a liché funkce ¢, 1, pro které plati f(x)
Déle bez ijmy na obecnosti predpoklddejme, ze f(x) > g(z) >
1

I fz) — g(z)dz = jli sp(x) + lp(x) — (sg(x) + lg(z))dz = jlisf(x) — sg(x)dx + /lf(x) —lg(z)dz =

-1
-1

=0

fl sf(x) — sg(x)dz. Upravou vyjadieni pro or(F(f),F(g)) za predpokladu, ze F(f(z)) > F(g(x)) pro
1

Va € (=1,1) dostdvame o/ (F(f),F(g)) = [ F(f(z)) = F(g(z))dz = (=) — g(—x)dz = ]1; sp(—z) =
1
sg(—x)dx + /lf(—x) —lg(—x)dx :jl; sf(x) — sg(x)de = o1(f, g). Tedy zobrazeni F je izometrické.

-1

=0
Méjme mnoziny M, N a metriku o(x,y) = |z — y|. Uvazujme zobrazen{ F' : M — N takové, ze F(x) = —.
x
Na zékladé grafu rozhodnéte, zda je zobrazeni f stejnomérné spojité, v pripadé, ze:
a) M =N = (0,00),
b) M = (1,00),N = (0,1).

Resen{ piikladu 21 je na obrézku 4.

Méjme M = N = R a metriku o(z,y) = | — y|. Uvazujme zobrazeni F': M — N takové, ze:

b) F(z) = €%,
¢) F(x) = arctgz,
d) F(x) = 22,

Na zakladé grafu rozhodnéte, zda je zobrazeni F' stejnomérné spojité, resp. zda je zobrazeni F' lipschit-
zovské. Pokud je lipschitzovské, tak rozhodnéte, zda jde o kontrakci, pfipadné urcete néjaky interval, na
kterém by o kontrakci §lo.

Reseni piikladu 22: a), ¢), e) F' je lipschitzovské (pro a) viz obrézek 5), tedy je i stejnomérné spojité, tedy
je 1 spojité, b), d) F neni stejnomérné spojité, neni lipschitzovské (pro b) viz obrézek 5).

Mgjme M = N = (0,1) ametriku o(z,y) = |x—y|. Uvazujme zobrazen{ F' : M — N takové, ze F(x) = /.
Na zakladé grafu rozhodnéte, zda je zobrazeni f stejnomérné spojité, resp. zda je zobrazeni f lipschit-
zovské.

Reseni pifkladu 23: F je stejnomérné spojité, nenf lipschitzovské.

Metodou postupnych aproximaci najdéte za pomoci Banachovy véty feSeni dané rovnice.
a) x = cosz, z € (0, 2)

bo=1 ()0

c) r = /x, xe(% 2>



SA2 - metrické prostory, zobrazeni metrickych prostoru 15. inora 2020, UM FSI VUT v Brné

Obrézek 4: Grafické feseni piikladu 21

Obrazek 5: Grafické FeSeni otazky lipschitzovskosti zobrazenf a) a b) z pfikladu 22

Zdroje:

DOSLA, Zuzana a Ondrej DOSLY. Metrické prostory: teorie a ptiklady. 4. vydani. Brno: Masarykova univerzita,
2016. ISBN 978-80-210-8357-8.

Seridl - Metrické prostory I, II, III. In: Matematicky korespondenéni semindi [online]. 25. roénik 2005,/2006,
MFF UK, 2009 [cit. 2019-02-07]. Dostupné z: https://mks.mff.cuni.cz/archive/25/9.pdf



