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1. Nakreslete defini¢ni obor funkce f : R? — R.

T —2
a) f(zvy)*\/ﬁ,

b) f(ey) = n(y? — 92 + 1),

¢) f(x,y) = arccos T

. Nakreslete definiéni obor funkce f : R? — R. N

a)  flz,y) = @; 1) f(xay):\/ﬁ§

b)  flz,y) =3 %§ m) f(x,y) 1— (22 +y)

o) flz.y) = #;27_12, n)  f(z,y) sinm (22 + y2)

d) flz,y) = mi:gy; o) fl(z,y) sin(y — z);

ViR 3 e
= Az . q z,y n(zln x

g) ﬁi ;13 _ w?ti\/%-y)’ 1) f(z,y) =In(y* — 4z +8);

W) flay) = A= 9 fay) = VI T+ VE- T

) () = Mo+ y): 0 fley) = In(ey);

i) flz,y) = arcsin(x — y); w - f(z,y) : T = ﬂy

k)  f(z,y) = arccos(1 — 22 — y?); v)  f(z,y) = arcsin ¥_=;

f(z,y) =lnz — Insiny.

2

“ «

Reseni pitkladu 2 je formou nacrtkil na 3 nascanovanych listech papiru ,scan a)-h)“, ,scan i)-p)

q)-w)“, viz odkazy na www.mathonline.fme.vutbr.cz

, »scan

. Metodou Fezt uréete graf funkce f: R? — R.
a) f(z,y) =2* +y?,

b) f(z,y) = —/16 — 22 — 3,

c) flz,y) = Va?+y> 3.

. Metodou Fezti, nebo pomoci softwaru WolframAlpha uréete graf funkce f : R? — R.

a)  fla,y) = ) flz,y) = V2% +y%

b)  flz,y) = |zf; g flz.y) = mpp

) flxy)=l-z-y; h) f(z,y)=22— %
4 flzy)=z—y; ) flay) =22+ o
e) flx,y)=z+y; i) flzy) = 2% — 42

. Nac¢tnéte jednotlivd télesa zadand nerovnostmi, slovy popiSte téleso T', které vznikne jako prunik vsech
nerovnosti.

a)T: 2?2 +y> <4, 2>7— /22 +¢2 2<10, y > Lo,
b) T: a?+y?+22<16, 2> /22 +y% y > |z,
)T : z>a2+y2—4, 2<6—122—y? y<+3z.

. Definujte pojem limita a € R* = R U {oo,00} funkce f v bodé Xy = [z, yo], kde Xp je hromadnym
bodem D(f).

. Co muzete Fict o existenci limity [ 1]131[0 . xff 6,7 ha zékladé vypoctu:
z,y

a) metodou svazku pifmek,

b) metodou svazku parabol,

¢) transformaci do poldrnich soutadnic z = r cos p, y = rsinp.

Resen{ pitkladu 7

a) Pomoci svazku piimek y = kx vychdzi 0, tedy o existenci limity nelze rozhodnout.

b) Pomoci svazku parabol y = ky? vychazi I +6k27 tedy vysledek zavisi na parametru k, a proto zadand
limita neexistuje. To, ze Vysledek zavisi na parametru k paraboly je dobfe vidét i na obrazku ,vrstevnic“
zadané plochy f(z,y) = $4 +6y2 , které vidime na obrazku 1 vpravo. Z obrazku je mozné usoudit, ze blizime-
li se k bodu [0, 0] po konkrétni parabole, tak se pohybujeme ve stdle stejné vzdalenosti od roviny xy, a tedy
hodnota vypoctend limitou odpovida pro konkrétni parabolu konkrétni hodnoté. Tedy pro ruzné paraboly
vychédzi riznd hodnota a limita tudiz neexistuje.

¢) Pro r — 07 vychéz{ 0. I kdybychom ptedpoklddali, Ze limitou je &fslo 0, tak se ndm nepodaif zadanou
funkei po transformaci do poldrnich souradnic upravit na tvar g(r) - h(p), kde by g(r) — 0 a h(p) byla
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Obrazek 1: Vlevo je graf plochy f(z,y) = z—f% z piikladu 7, vpravo je zobrazeni vrstevnic

4r2 cos? orsin ¢

ohraniéens, tedy aby platilo 0 | < g(r), tudiz k ovéfeni, Ze by limitou bylo

rdcost o+ 6r2sin®p =~
a

f(rcos p,rsin )
¢islo 0, neni mozné pouzit ani vétu 6.9, viz text prednasky z SA2:
Véta 6.9. Funkce f : R? — R md v bodé [xg,yo] limitu a € R, jestlize existuje r* > 0 a funkce g : (0,00) —
(0,00) takovd, Ze 111’(I)1+ g(r) =0 a |f(zo+rcosp,yo+rsing) —al < g(r) pro kazdé r € (0,r*) a kaZdé
T—
v € (0,2m).
Specidlné plati:

Je-li f(z,y) = g(r)-h(p), kde lim g(r) =0 a h(yp) je ohranicend, potom lim  f(z,y) =0.
r—0+ [z,y]—[0,0]

4 2
8. Co muzete Fict o existenci limity — lim  2ZF% na zdkladé vypoctu:
[eyl—~0.0] TFY P

a) metodou svazku piimek,
b) metodou svazku parabol.

-2 -1

5z 44>

Obrazek 2: Vlevo je graf plochy f(z,y) =

T2y~ 7 ptikladu 8, vpravo je zobrazeni vrstevnic

Resen{ pifkladu 8:

; vz s . 44,2 . 4 2 . 2.2 2
a) Pomoci svazku pifmek y = kx vychdzi  lim ‘r’“;—J{L = lim % = lim Szt — [ o 0_]
0.0 Y a0 TeoRw T pLg TR nebo
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10.

11.

12.

13.

14.

a)
b)
)
)

¢)

Tedy pro & — 0T vychdzi +o00 a pro z — 0~ Vycham —o0 a limita tudiz neexistuje.
b) Pomoci svazku parabol y = ky? vychdzi }Lk , tedy vysledek zavisi na parametru k, a proto zadana

limita neexistuje. To, ze vysledek zavisi na parametru k paraboly je dobfe vidét i na obrazku ,vrstevnic“
530 +y

zadané plochy f(x,y) = , které vidime na obrazku 2 vpravo. Z obrazku je mozné usoudit, ze blizime-
li se k bodu [0, 0] po konkretnl parabole, tak se pohybujeme ve stdle stejné vzdalenosti od roviny zy, a tedy
hodnota vypoctend limitou odpovidd pro konkrétni parabolu konkrétni hodnoté. Tedy pro ruzné paraboly

vychézi ruznd hodnota a limita tudiz neexistuje.

cte i P R\ {[0,0], 2,0}
Vypoctéte  lim z,y), kde f(z,y) = 225y2  Pro [z,y] € » U 14, Y] 5,y
yp [z’y]ﬁ[mf( y) f(z,y) { 5 pro [z.] = [2,0].

Vysledkem piikladu 9 je ¢islo %
Co muzete Fict o existenci limity  lim  —"Y5 na zdkladé vypoctu:
(o] —[0,0] +
a) metodou svazku pifmek,
b) transformaci do poldrnich soufadnic x = r cosp, y = rsin ¢.
Resen{ piikladu 10:
a) Pomoci svazku pifmek y = kx vychdzi ; +k2, tedy limita neexistuje.
b) Vychdzi cos psin ¢, tedy vysledek zdvisi na parametru ¢, a proto limita neexistuje.

Dokazte, ze  lim ””2 U—)
[yl [0,0] © Y
Resen{ pifkladu 11:
Pomoci transformace do polarnich soufadnic z = r cos ¢, y = 7sin ¢ se podaii zadanou funkci zapsat jako
soucin g(r) - h(p), kde g(r) — 0 a h(p) je ohranicena.

e z +(y D%y _
Dokazte, ze [ ,yl]lgl[o | PR 1.

Reseni pifkladu 12:

Pomoci transformace do posunutych poldrnich souradnic x = rcose, y = 1 + rsiny se podaii zadanou
funkci zapsat jako soucet 1 + g(r) - h(y), kde g(r) — 0 a h(p) je ohrani¢end. Redeni je uvedeno také v
prednaskach SA2, priklad 6.10.

2
Dokazte, ze  lim (22 + y2)3lc =1,
[z,y]—10,0]

Resen{ piikladu 13:

Plati f9 = eq'h‘f déle pouiijeme transformaci do polarnich soutradnic. Zajimé nés tedy limita vyrazu

r2cos? pr?sin® ¢ - Inr? = 2rt cos? psin® ¢ - Inr pro 7 — 01, tedy lim 2r*cos? psin® p-Inr =
r—0t

4 cos? psin? @

= lim

r—0t

=0.

T = lim = = lim
I r—0+ —4r— r—0+ -2

2cos? psin @ - Inr _ [00} . 2cos? psin? ga~;
00

< | 7% cos® psin® @

Protoze funkce h(p) = cos? ¢ sin? ¢ je ohranicend a plati | cos? ¢ sin? ¢| < 1, potom plati také —

% = g(r) a zaroven plati lim+ % = 0. Podle véty 6.9 je tedy diléi limitou ¢islo 0 a vyslednd limita mé
r—0

hodnotu e = 1.

Vypoctéte limitu. Pokud limita neexistuje, tak to dokazte.

zty+1
(1,0 “HYES?

[@,y]

:v+y

ealSlo0) VAT

lim Z=2v
[z,y]—[0,0] 3TY’

3
lim %
[z,y]—[0,0] ¥ T¥"

lim z+y)sinLsint
[w,y]—>[070]( y)sin; sin .

-0

<
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f li 2oy
[y [0.0] 7Y

Resen{ piikladu 14:
a) Piimo dosadime a vyjde %
b) Rozsiiime zlomek, vykratime a vyjde 2.
¢) Limita neexistuje, rozhodnou napt. postupné limity.
d) Limita neexistuje, rozhodne napt. svazek pifmek.
e) Jde o soucin vyrazu z + y, ktery jde k nule a ohranicenych funkei, tedy vyjde 0.
f) Limita neexistuje, rozhodne napi. svazek piimek, nebo poldrni souradnice.

15. Spoctete nasledujici limity.

a)  lim In(z +e¥) ey)
[2,y]=11,0] /22 + y
z® —y?
b lim
) [2,y]—>[2,2] T2 — :cy + 3z — 3y’
c¢) lim 3@ +y°)
lewl—000) \/22 + y? + 4 —
1 _
d)  lm e T2,

[z.y]—[0,0] % + 4
Vazyz+1-1
[zy]—=[0,0] 2%+ y?
sin(z3 + y3)
1m _—
[z.y]—>[0,0] 22+ y?
sin(6z2 + 632)
11m —
[wy]—10,0]  2(x2 4+ y2)

h lim (1+=x ﬁ,
) [LyH[OvO]( v)

1
i lim 1+ 2x + 3y)2=+3u,
) [r,y]ﬂ[&*?]( 2

e)

)

f

)

)

Resen{ piikladu 15:

a) Pifmo dosadime a vyjde In 2.

b) Ve jmenovateli vytkneme z — y, vykratime s ¢itatelem a vyjde %.

¢) Zlomek vhodné rozsifime, vykratime a vyjde 12.

d) 1. zptusob Feseni:

Vyuzijeme odhad vyrazu (z2 + 3?)2. Plati (2% + y?)? = o* + 22%y% + y* < 2% +¢* < 2(2* +¢*), tedy
1 1 1 2 , 1 1 1 B

20+ ) < o +y4,odkud ) < prany Potom plati 0 < m.e iy < m.e 221y?

Zavedeme substituci 22 +y? = t a vypoéteme limitu funkce na pravé strané nerovnosti.  lim -
[z,5]—[0,0] ¥ + y?

R 2 - _
e” 77 = lim e . Zavedeme substituci L =, potom lim 267 = lim 2ve~" = 2 lim L = |—| =
t—0+ t t t—s0+ v—00 v—oo © o0
1 1
2 lim 1 =2.0=0. Tedy podle véty o tiech limitdch plati lim ——— e =2+2 = (.
v=ro0 @ [eyl—[0.0] z* + y*
2. zpusob FeSent:
2 43
Vyuzijeme odhad ef > & ktery plati pro V¢ > 0, protoze podle Taylorovy véty plati et =1+t + — 5 +— 3 +
>0
et 4 L6 1 N 1
—t* | kde ¥ € (0,1). Odtud 6e* > 3, tedy ;5. Plati tedy 0 < ——— e *+% < ——
4 e + y4 4 + y4
~—
>0 pro t>0
6 2 | 42)3 30402 4 3224 + o/ 4 4 4
1 :6(1:4 y4) ~ 6= $y4 :L’4y : 1 +3y° 496 7+ 327 4y +y 4y 1)
[CGETaE x+y ac—i—y x+y Tt +y r*+y Tt +y
[a:,yl}gn[0,0] 6 (z 4+y4 + 3y2- 4+y4 + 322 4‘+y4 +12- 4+y ) |ohr. - 0] = 0. Podle véty o tiech limitdch pak
plati  lim —— e_rgﬂ2 =0.

[e.y]2[0,0] 4 + y*
e) 0.
f) Pi vypoctu budeme potfebovat odhad |sint| < |¢| pro V& € R a vétu o tfech limitdch. Protoze
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. 3 3 o 3 3
b‘“x(;” +4y-2y ) < bmx(f +‘£§’ ) ‘ pro V[z,y] # [0, 0], zaméFime se né&jprve na odhad % a uréeni limity to-
s .
hoto vyrazu. Ziejmé plati 0 < % a také dl'ky uvodnimu odhadu i 5”1;2“;;3’ ) ‘ < I;ig:
fevodu do polarnich soufadnic uréime, ze im =0, ted lim
P P [2.y]—[0,0] ””2“/ Y leaisloo @ e

trech limitach plati, ze  lim
[z,y]—10,0]
g) 3.

h) e.
i) e.

sin(z®4+43) | sin(z®+y°)
W‘ =0a tedy [Lyl]li)n[(),()] T2ty 0.

16. Spoctéte néasledujici limity.
. sinz -y
a) lim ,
[z,y]—10,5] x

b lim (2% +¢° w2”2,
) [w7y]—>[070]( V)

C) lm < l’y >932
1 b
[2,y]—[00,00] \ 22 + 2

d) lim (2% 4 y?)e @+Y),

[z,y]—[00,00]

Reseni pifkladu 16:
a) Plat{ lir% S22 =0, dosadime a vyjde 5.
z—

b) Vyjde 1. Vyuzijeme f9 = e f a fegeni je mozné prevodem do polarnich soutadnic.
¢) Vyjde 0. Myslenka fesen{ je vidét, pokud (jen kvuli dalsf tivaze) dosadime y = x, pak zfejmé lim (%)“”2 =
xr—r0o0

0, protoze |%| < 1. Je tedy potieba dokézat, ze e

dokézat po transformaci x = 1/u a y = 1/v, pievodem do poldrnich soufadnic a vypoc¢tem pro r — 0.
d) Vyjde 0, feseni je v prednaskdch SA2, piiklad 6.8.

17. Rozhodnéte o spojitosti funkce v bodé [0, 0].

o) Flz. ) — ;843’;4 pro [z,y] # [0, 0], ) = ;122’;4 pro [z,y] # [0,0],

) =4 G DT V@) { 0" profey) = [0,0]

b)f(x,y)z{ 7% pro [z,y] # [0, 0], e)f(x,y)z{ 7% pro [z, y] # [0,0],
5 pro [z, y] = [0,0]. > pro [z, 3] = (0,0

e = | e pro ey £ 0,01

)f(@.y) { 0 ' pro [z,y] = [0,0].

Reseni pifkladu 17:

a) Fce f je nespojitd, protoze limita v bodé [0, 0] neexistuje, o ¢emz rozhodne napi. svazek parabol.
vV r24+y?+1+1 . 1 _
e vyjde 5 = f(0,0).
c¢) Fce f je spojita. O tom, Ze limitou je ¢islo nula rozhodneme pfevedenim do poldrnich souradnic.
d) Fce f je nespojitd, protoze limita neexistuje, o ¢emz rozhodne napiiklad svazek piimek.
)

e) Fce f je nespojita, protoze limitou je ¢islo % a f(0,0) =2, tj. : l}nn[ ]7W # £(0,0).
z,y]—[0,0

)
b) Fce f je spojitd. Limita se vypocte piimo po rozsiten{ vyrazem
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