
SA2 - lokálńı extrémy a globálńı extrémy fce v́ıce proměnných 26. února 2020, ÚM FSI VUT v Brně

1. Přǐrad’te dané kvadratické formě K symetrickou matici A a rozhodněte o typu kvadratické formy (tj.
rozhodněte o definitnosti matice A):

a) K(x, y, z) = 4x2 + 6xy − 8y2 + 2yz + z2, [indefinitńı]

b) K(x, y, z) = −2x2 − 2y2 − 5z2 + 2xy − 4xz + 2yz, [negativně definitńı]

c) K(x, y, z) = 4x2 + 2y2 + 15z2 + 4xy − 4xz − 8yz. [pozitivně definitńı]

2. Pro která a ∈ R je kvadratická forma K(x, y, z) = ax2 + ay2 + (a − 3)z2 + 2xy + 2axz + 2yz negativně
definitńı? [a ∈ (−∞,−1)]

3. Vyšetřete lokálńı extrémy funkce f .

(a) f(x, y) = x3 + y3 − 3xy + 2020.

Řešeńı př́ıkladu 3a je znázorněno na obrázku 1. Vycháźı stacionárńı body A = [0, 0] a B = [1, 1].
V bodě A extrém nenastává, o čemž rozhodneme pomoćı definice lokálńıho extrému. Tj. spočteme
funkčńı hodnotu ve stacionárńım bodě a ve vhodných bodech z jeho okoĺı. Vycháźı f(A) = 2020,
f(0, 1; 0) = 0, 13+03−3·0, 1·0+2020 > f(A), f(0;−0, 2) = 03+(−0, 2)3−3·0·(−0, 2)+2020 < f(A).
Bod A tedy neńı lokálńım extrémem. V bodě B je ostré lokálńı minimum na základě rozhodovaćıho
kritéria, viz přednáška SA2, věta 10.8 Sylvestrovo kritérium a věta 10.11.

Obrázek 1: Graf funkce f(x, y) = x3 + y3 − 3xy + 2020 (vlevo) a jej́ı vrstevnice (vpravo)

(b) f(x, y) = xy ln(x2 + y2).

Řešeńı př́ıkladu 3b je znázorněno na obrázku 2. Vyjdou stacionárńı body A = [1, 0], B = [−1, 0],
C = [0, 1], D = [0,−1], E = [ 1√

2e
, 1√

2e
], F = [− 1√

2e
,− 1√

2e
], G = [− 1√

2e
, 1√

2e
], H = [ 1√

2e
,− 1√

2e
]. Body

E,F jsou ostrá lokálńı minima, G,H jsou ostrá lokálńı maxima.

(c) f(x, y) = x2 + 2y2

x + 4y, [[1,−1] osté lokálńı minimum]

(d) f(x, y, z) = x + y2

4x + z2

y + 2
z , [[ 12 , 1, 1] o. l. min., [− 1

2 ,−1,−1] o. l. max.]

(e) f(x, y) = 4x3 + 8y3 − 24xy + 3, [stac. body A = [0, 0] a B = [ 3
√

4, 3
√

2], v B je o. l. min.]

(f) f(x, y) = xy(6− x− y), [stac. body A = [0, 0], B = [6, 0], C = [0, 6], D = [2, 2], v D je o. l. max.]

(g) f(x, y) =
(
x2 − 2y + 1

)2
, [stac. body lež́ı na parabole x2 − 2y + 1 = 0 a jde o neostrá minima]

(h) f(x, y) = 2− 3
√

(x− y)2.

Řešeńı př́ıkladu 3h je znázorněno na obrázku 3. Parciálńı derivace neexistuj́ı v bodech na př́ımce
y = x a jde o neostrá maxima.

(i) f(x, y, z) = x3 + y2 + z2 + 12xy + 2z, [stac. body A = [0, 0,−1], B = [24,−144,−1], v B je o. l. min]

(j) f(x, y, z) = x + y2

4x + z2

y + 2
z . [[ 12 , 1, 1] o. l. min., [− 1

2 ,−1,−1] o. l. max.]
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Obrázek 2: Graf funkce f(x, y) = xy ln(x2 + y2) (vlevo) a jej́ı vrstevnice (vpravo)

Obrázek 3: Graf funkce f(x, y) = 2− 3
√

(x− y)2 (vlevo) a jej́ı vrstevnice (vpravo)

(k) f(x, y, z) = x3 + y2 + 1
2z

2 − 3xz − 2y + 2z,
[stacionárńı body A = [1, 1, 1], B = [2, 1, 4], v B je o. l. min.]

(l) f(x, y) = ex−y(x2 − 2y2), [stac. body A = [−4,−2], B = [0, 0], v A je o. l. max.]

(m) f(x, y) = e−x
2−y2

(x2 + 2y2),

Řešeńı př́ıkladu 3m je znázorněno na obrázku 4. Stacionárńı body jsou A = [−1, 0], B = [0,−1],
C = [0, 0], D = [0, 1], E = [1, 0]. Body B a D jsou ostrá lokálńı maxima, bod C je ostré lokálńı min.

(n) f(x, y) = 2x3 + y2 + 7. [stac. bod je A = [0, 0] a extrém v něm nenastává, o čemž rozhodneme podle
definice lokálńıch extrém̊u]

(o) f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 + yz − 2x + y − z.

(p) f(x, y) = x3 + y3 + 5.

(q) f(x, y) = y3.

(r) f(x, y) = (x + 1)2 + y2. [ve stac. bodě A = [−1, 0] je o. l. min]

(s) f(x, y) = x3 − 6x− 6xy + 6y + 3y2

[stac. body jsou A = [0,−1], B = [2, 1], A neńı extrém, B je o. l. min]
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Obrázek 4: Graf funkce f(x, y) = e−x
2−y2

(x2 + 2y2) (vlevo) a jej́ı vrstevnice (vpravo)

4. Určete globálńı extrémy funkce f na množině M .

(a) f(x, y) = x2 − xy + y2 na množině M =
{

[x, y] ∈ R2 : |x|+ |y| ≤ 1
}

.

Řešeńı př́ıkladu 4a je znázorněno na obrázku 5. V bodě [0, 0] je globálńı minimum, body [±1, 0]
a [0,±1] jsou globálńı maxima.

Obrázek 5: Množina M =
{

[x, y] ∈ R2 : |x|+ |y| ≤ 1
}

(vlevo), graf funkce f(x, y) = x2 − xy + y2 (uprostřed)
a vrstevnice funkce f (vpravo)

(b) f(x, y) = x2 + 2xy − 4x− 2y na množině M = 4ABC, kde A = [2,−2], B = [−3, 2], C = [−3,−2].

Řešeńı př́ıkladu 4b:
Při hledáńı stac. bod̊u funkce f vyjde bod S1 = [1, 1] /∈ M . Na vazebńı podmı́nce dané př́ımkou
AB : y = − 4

5x −
2
5 lež́ı stacionárńı bod S2 =

[
− 8

3 ,
26
15

]
∈ M , na vazebńı podmı́nce dané př́ımkou

BC : x = −3 nelež́ı žádný stacionárńı bod, na vazebńı podmı́nce dané př́ımkou AC : y = −2 lež́ı
stacionárńı bod S3 = [−4,−2] /∈M . Porovnáńım funkčńıch hodnot v bodech S2 a A,B,C dojdeme k
závěru, že globálńı minimum nastává v bodě A a má hodnotu -8, globálńı maximum nastává v bodě
C a má hodnotu 37.

(c) f(x, y) = x2 − 3xy + 2y2, M = 4ABC, kde A = [−5,−1], B = [3,−1], C = [3, 6].

(d) f(x, y) = 6− x2 − y2 na množině M = 4ABC, kde A = [5, 3], B = [7,−1], C = [5,−1].

Řešeńı př́ıkladu 4d:
Při hledáńı stac. bod̊u funkce f vyjde bod S1 = [0, 0] /∈ M . Na vazebńı podmı́nce dané př́ımkou
AB : y = − 4

3x + 25
3 lež́ı stacionárńı bod S2

.
= [5, 2; ??] ∈ M , na vazebńı podmı́nce dané př́ımkou
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BC : z = −1 lež́ı stacionárńı bod S3
.
= [0,−1] /∈M , na vazebńı podmı́nce dané př́ımkou AC : x = 5

lež́ı stacionárńı bod S4 = [5, 0] ∈ M . Porovnáńım funkčńıch hodnot v bodech S2, S4 a A,B,C
dojdeme k závěru, že globálńı maximum nastává v bodě S4 = [5, 0] a má hodnotu −19 a globálńı
maximum nastává v bodě B = [7,−1] a má hodnotu −44.

(e) Určete globálńı extrémy funkce f(x, y, z) = x+y+z na množině M =
{

[x, y, z] ∈ R3 : y2 + z2 ≤ x ≤ 1
}

.

Řešeńı př́ıkladu 4e:
Výpočtem parciálńıch derivaćı zjist́ıme, že fce f nemá stacionárńı body. Na vazebńı podmı́nce x =
y2 + z2 (což je rotačńı paraboloid s osou rotace x) lež́ı stacionárńı bod S1 =

[
1
2 ,−

1
2 ,−

1
2

]
∈ M .

Na vazebńı podmı́nce x = 1 (což je rovina rovnoběžná s rovinou danou osami y a z) nelež́ı žádný
stacionárńı bod. Nyńı potřebujeme porovnat funkčńıch hodnoty v bodě S1 a v bodech, kde se prot́ınaj́ı
vazebńı podmı́nky (jde o body na kružnici dané rovnićı y2 + z2 = 1, která je pr̊usečnićı rotačńıho
paraboloidu x = y2 + z2 a roviny x = 1). Funkčńı hodnota v bodech na kružnici y2 + z2 = 1 se
r̊uzńı, vede nás to na výpočet vázaných extrémů funkce f s vazbami y2 + z2 = 1 za podmı́nky x = 1

a vyjdou nám stacionárńı body S2 =
[
1,
√
2
2 ,
√
2
2

]
, S3 =

[
1,−

√
2
2 ,−

√
2
2

]
. Porovnáme f(S1) = −0, 5,

f(S2) = 1 +
√

2
.
= 2, 4 a f(S3) = 1−

√
2

.
= −0, 4. Závěr je, že globálńı minimum nastalo v bodě S1

a globálńı maximum nastalo v bodě S2.

(f) Určete nejmenš́ı a největš́ı hodnotu funkce f(x, y) = (2x2+3y2)e−x
2−y2

na množině M =
{

[x, y] ∈ R2 :

x2 + y2 ≤ 4
}

Řešeńı př́ıkladu 4f:
Stacionárńımi body jsou body S1 = [0, 0], S21 = [0, 1], S22 = [0,−1], S31 = [1, 0], S32 = [−1, 0].
Urč́ıme funkčńı hodnoty ve stacionárńıch bodech f(S1) = 0, f(S21) = f(S22) = 3

e , f(S31) = f(S32) =

2
e a funkčńı hodnoty na hranici množiny M , pro které uděláme odhad

8

e4
≤ f(v bodech na hranici) ≤

12

e4
. Nejmenš́ı hodnoty nabývá funkce f v bodě S1 = [0, 0] a největš́ı hodnoty nabývá v bodech S21

a S22.

(g) f(x, y) = x2 − 4x + y2 − 2y na množině M =
{

[x, y] ∈ R2 : x ≥ |y| ∧ x2 + y2 ≤ 20
}

.

Řešeńı př́ıkladu 4g je znázorněno na obrázku 6. Kandidáty na globálńı extrém jsou body A = [2, 1],
B = [4, 2], C =

[
3
2 ,

3
2

]
, D =

[
1
2 ,−

1
2

]
, E = [0, 0], F =

[√
10,
√

10
]
, G =

[√
10,−

√
10
]
. Globálńı

maximum nastává v bodě G a globálńı minimum v bodě A.

Obrázek 6: Množina M =
{

[x, y] ∈ R2 : x ≥ |y| ∧ x2 + y2 ≤ 20
}

(vlevo), graf funkce f(x, y) = x2− 4x+ y2− 2y
(uprostřed) a vrstevnice funkce f (vpravo)

(h) f(x, y, z) = x + y + z, M =
{

[x, y, z] ∈ R3 : y2 + z2 ≤ x ≤ 1
}

.

[A =
[
1
2 ,−

1
2 ,−

1
2

]
, B =

[
1, 1√

2
, 1√

2

]
, C =

[
1,− 1√

2
,− 1√

2

]
, g. max. je v B, g. min. je v A ]

5. Určete globálńı maximum funkce f na množině M .

f(x, y) = 4xy2, M =
{

[x, y] ∈ R2 : 4 ≤ x2 + y2 ≤ 16, y ≥
√
3
3 x, x ≥ 0

}
.
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Při řešeńı př́ıkladu 5 nejprve vytipujte, kde by globálńı maximum mělo ležet a pak hledejte jen na této
jediné vazbě. Situace je znázorněna na obrázku 7.

Obrázek 7: Množina M =
{

[x, y] ∈ R2 : 4 ≤ x2 + y2 ≤ 16, y ≥
√
3
3 x, x ≥ 0

}
(vlevo), graf funkce f(x, y) = 4xy2

(uprostřed) a vrstevnice funkce f (vpravo)

Zdroje:
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Slovenské vydavatel’stvo technickej literatúry, 1970. Ed́ıcia teoretickej literatúry (Slovenské vydavatel’stvo
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5


