SA2 - lokalni extrémy a globalni extrémy fce vice proménnych 26. tinora 2020, UM FSI VUT v Brné

1. Prifadte dané kvadratické formé K symetrickou matici A a rozhodnéte o typu kvadratické formy (tj.
rozhodnéte o definitnosti matice A):

a) K(x,y,z) = 422 + 62y — 8y? + 2yz + 22, [indefinitnd]
b) K(x,y,2) = —2x2 — 2y* — 52% + 22y — 4wz + 2y2, [negativné definitni]
c) K(x,y,2) = 4% + 2y + 1522 + 4oy — 4oz — 8yz. [pozitivné definitni]

2. Pro kterd a € R je kvadraticka forma K(z,y, z) = az? + ay? + (a — 3)2% + 2zy + 2azz + 2yz negativné
definitn{? Ja € (=00, -1)]

3. Vysetiete lokdlni extrémy funkce f.

(a) f(z,y) =23+ y* — 3zy + 2020.
Reseni pitkladu 3a je zndzornéno na obrazku 1. Vychazi stacionarni body A = [0,0] a B = [1,1].
V bodé A extrém nenastavd, o ¢emz rozhodneme pomoci definice lokalniho extrému. Tj. spoc¢teme
funkéni hodnotu ve staciondrnim bodé a ve vhodnych bodech z jeho okoli. Vychazi f(A) = 2020,
£(0,1;0) = 0,12 +03-3-0,1-04+2020 > f(A), f(0;—0,2) = 03+(-0,2)3—3-0-(—0,2)+2020 < f(A).
Bod A tedy neni lokalnim extrémem. V bodé B je ostré lokalni minimum na zdkladé rozhodovaciho
kritéria, viz prednaska SA2, véta 10.8 Sylvestrovo kritérium a véta 10.11.
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Obrazek 1: Graf funkce f(x,y) = 23 + > — 32y + 2020 (vlevo) a jejf vrstevnice (vpravo)

(b) f(z,y) = zyln(a? +y?).

Resen{ pifkladu 3b je znazornéno na obrazku 2. Vyjdou stacionarni body A = [1,0], B = [~1,0],
_ _ 1 1 _ 1 1 _ 11 7.1 1

C=01,D=00,-1,E=|7 & F=l-7% 7 ¢ =7 7l 7 =54 7l Body

E, F jsou ostra lokalni minima, G, H jsou ostra lokdlni maxima.
(c) f(x,y) =22+ % + 4y, [I1, —1] osté lokdini minimum]
(d) f(z,y,2) =2+ % + % + %, [[%, 1,1] o. . min., [—%, —1,-1] o. I. maz.]
(e) f(w,y) =42+ 8y3 — 24xy + 3, [stac. body A =1[0,0] a B = [/4,/2], v B je o. I. min.]
(f) f(z,y) =2y(6 —x —vy), [stac. body A =[0,0], B=[6,0], C =10,6], D=1[2,2], v D jeo.l maz.]
(2) f(z,y) = (2* -2y + 1)2, [stac. body lezi na parabole x? — 2y +1 =0 a jde o neostrd minima/
() f(z,y) =2-{/(z—y)*

Reseni prikladu 3h je znazornéno na obrazku 3. Parcidlni derivace neexistuji v bodech na piimce
y = z a jde o neostra maxima.

() flz,y,2) = 23 +92 + 22 + 120y + 22, [stac. body A =[0,0,—1], B = [24,—144, —1], v B je o. l. min]
() fl@,y,2) =z + % + % + 2. [3,1,1] 0. . min., [-1,-1,-1] o. I. maz.]
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Obrazek 3: Graf funkce f(z,y) =2 — ¥/ (x — y)? (vlevo) a jeji vrstevnice (vpravo)

(k) flz,y,2) =2 +y*+ %zz —3xz — 2y + 2z,
[staciondrni body A = [1,1,1], B = [2,1,4], v B je o. l. min.]

[stac. body A = [—4,-2], B=10,0], v A je o. l. maz.]

1) f(z,y) =e"¥(z* — 2¢%),
(m) f(z,y) =e ¥ (a? +2¢%),

Resen{ pitkladu 3m je zndzornéno na obrézku 4. Staciondrni body jsou A = [~1,0], B = [0, —1],
C =10,0], D =10,1], E = [1,0]. Body B a D jsou ostra lokaln{ maxima, bod C' je ostré lokdlni min.

(n) f(z,y) =22%+y?+ 7. [stac. bod je A =[0,0] a extrém v ném nenastdvd, o cemz rozhodneme podle

definice lokdlnich extrémiif

(o) f(z,y,2) =2 +y? +22+yz—20+y—2
(p) flz,y) =2 +y>+5

(a) flz,y) =y

(1) fz,y) = (z+1)* +y°

(s) f(z,y) = 2> — 62 — 62y + 6y + 3y

[Jve stac. bodé A = [—1,0] je o. l. min]

[stac. body jsou A =0,-1], B =[2,1], A neni extrém, B je o. l. min]
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Obrazek 4: Graf funkee f(z,y) = e~ ¥’ (22 4 2y2) (vlevo) a jejf vrstevnice (vpravo)

4. Urcete globalni extrémy funkce f na mnoziné M.

(a) f(z,y) =2 — 2y + y* na mnoziné M = {[z,y] € R? : x|+ |y| < 1}.
Reseni pifkladu 4a je zndzornéno na obrazku 5. V bodé [0,0] je globdlni minimum, body [+1,0]
a [0, +1] jsou globéln{ maxima.
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Obrézek 5: Mnozina M = {[z,y] € R? : |z + |y| < 1} (vlevo), graf funkce f(z,y) = 2* — zy + y® (uprostied)
a vrstevnice funkce f (vpravo)

(b) f(z,y) = 2% + 22y — 42 — 2y na mnoziné M = AABC, kde A = [2,-2], B=[-3,2], C = [-3,-2].
Resen{ pifkladu 4b:
Pfi hleddni stac. boda funkce f vyjde bod Sy = [1,1] ¢ M. Na vazebni{ podmince dané pifmkou

AB :y = —%x - % lezi stacionarni bod Sy = [—%, f—g] € M, na vazebni podmince dané piimkou
BC : x = —3 nelezi zadny stacionarni bod, na vazebni podmince dané pifimkou AC : y = —2 lezi

staciondrni bod S5 = [—4, —2] ¢ M. Porovnanim funkénich hodnot v bodech S3 a A, B, C dojdeme k
zévéru, ze globalni minimum nastdva v bodé A a méd hodnotu -8, globdlni maximum nastdvéa v bodé
C a ma hodnotu 37.

(¢) f(z,y) =2%—3zy +2y* M = AABC, kde A = [-5,—1], B=[3,-1], C = [3,6].

(d) f(z,y) =6 — 22 — y? na mnoziné M = AABC, kde A = [5,3], B=1[7,-1], C =[5, —1].
Resen{ piikladu 4d:
Pii hledédn{ stac. bodu funkce f vyjde bod Sy = [0,0] ¢ M. Na vazebn{ podmince dané pifmkou
AB :y = —%:c + % lezi staciondrni bod Sy = [5,2;77] € M, na vazebni podmince dané pifmkou
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BC' : z = —1 lezd staciondrni bod S3 = [0, —1] ¢ M, na vazebni podmince dané pifmkou AC : z =5

lezi staciondrni bod Sy = [5,0] € M. Porovndnim funkénich hodnot v bodech S3,54 a A,B,C

dojdeme k zdvéru, ze globdln{ maximum nastdvd v bodé Sy = [5,0] a ma hodnotu —19 a globdln{

maximum nastavd v bodé B = [7, —1] a méd hodnotu —44.

Uréete globaln{ extrémy funkce f(z,y,z) = z4+y+z namnozing M = {[z,y,2] € R® : y? + 22 <z < 1}.

Resen{ piikladu 4e:

Vypocétem parcidlnich derivaci zjistime, ze fce f nemd stacionarni body. Na vazebni podmince x =

y? + 2% (coz je rotaén{ paraboloid s osou rotace ) lezi staciondrni bod S; = [%, —%, —%] e M.

Na vazebni podmince z = 1 (coZ je rovina rovnobéznd s rovinou danou osami y a z) nelezi zadny

stacionarni bod. Nyni potfebujeme porovnat funkénich hodnoty v bodé S; a v bodech, kde se protinaji

vazebni podminky (jde o body na kruznici dané rovnici y? + 22 = 1, kter4 je priisecnici rotaéniho

paraboloidu # = y? + 2% a roviny x = 1). Funkén{ hodnota v bodech na kruznici y? + 22 = 1 se

rizni, vede nds to na vypocet vazanych extrémi funkce f s vazbami y? + 22 = 1 za podminky z = 1

a vyjdou ndm stacionarni body Sy = [1, g, ?], S3 = [ ,—§7—§] Porovname f(S;) = —0,5,

f(S2) =1++v2=24a f(S3) =1—+/2= —0,4. Zavér je, ze globalni minimum nastalo v bodé S;

a globdlni maximum nastalo v bodé So.

Urcete nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce f(x,y) = (23:2+3yz)e7932*y2 na mnoziné M = {[:z:,y] eR2:

2 +y? <4}

Reseni pifkladu 4f:

Staciondrnimi body jsou body S; = [0,0], Se1 = [0,1], Saa = [0,—1], S31 = [1,0], S32 = [-1,0].

Uréime funkéni hodnoty ve staciondrnich bodech f(S1) = 0, f(S21) = f(S22) = 2, f(S31) = [(S32) =
8

2 a funkén{ hodnoty na hranici mnoziny M, pro které udéldme odhad — < f(vbodech nahranici) <
e

12
— - Nejmensi hodnoty nabyva funkce f v bodé S1 = [0,0] a nejvétsi hodnoty nabyvd v bodech Sa;
e

aSQQ.
f(z,y) = 2* — 4z + y* — 2y na mnoziné M = {[z,y] e R? : & > |y| Az? + y* < 20},

Resen{ piikladu 4g je znazornéno na obrazku 6. Kandidaty na globalni extrém jsou body A = 2, 1],
B=1M472,C=1[33],D=1[}-3], E=100],F = [V10,V10], G = [V10,—V10]. Globéln{

maximum nastava v bodé G a globalni minimum v bodé A.
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Obrézek 6: Mnozina M = {[z,y] € R? : z > |y| Aa? + y? < 20} (vlevo), graf funkce f(z,y) = 2? — 4z +y* — 2y
(uprostied) a vrstevnice funkce f (vpravo)

(h)

fley,2)=ax+y+2z M= {[z,y,2] eR?: > + 2> <2 <1}

[A=1[},-1,-1], B= [1,%,%}, C= [1,—%,—%}, g.- maz. je v B, g. min. je v A']

5. Urcete globalni maximum funkce f na mnoziné M.

f(,y) = day?, M ={[o,y) € RZ 14 <a? +4? <16, y > Lo, 220

——
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P1i feseni prikladu 5 nejprve vytipujte, kde by globalni maximum meélo lezet a pak hledejte jen na této
jediné vazbé. Situace je znazornéna na obrazku 7.
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Obrézek 7: Mnozina M = {[:c,y] ERZ:4< 22 +9y2 <16, y > \/Tgx, x> O} (vlevo), graf funkce f(z,y) = 4xy?

(uprostied) a vrstevnice funkce f (vpravo)
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