SA2 - implicitni funkce, vdzané extrémy, m-funkce 3. bfezna 2020, UM FSI VUT v Brné

1. Funkce y = f(x) je v okoli bodu Xy = [zg,yo] ddna implicitné rovnici F(x,y) = 0. Pomoc{ véty 11.3

nejprve ovéite, ze takova funkce f existuje, dale pak urcete prvni a druhou derivaci funkce f v bodé xg.
(a) 22 + 9> —4 =0, Xo = [V3,1],

) ?+ 223 +Iny —8=0, Xo = [2,1],

(c) 3z + 2%y +1In(xy) +y—4—2e=0, Xo = [1,¢],

(d) 22 +y? +4siny — 72 =0, X = [0, 7],

) & +y?—1=0, Xo = [-3,0],
)

Resen{ piikladu 1:
b) Oznacme F(x,y) levou stranu rovnice 2 + z2y® +Iny — 8 = 0. Ovéifme, Ze bod Xy = [x0, yo] = [2, 1]

F(z,y)
splilujé F(zo,y0) = 0. Skutecneé plati 2°42%.1°+1n1—8 = 0. Spocteme F;, = 0+x2~3y2+570 = 3x2y2+§
a overime, Ze je v bodé X spojitd. Tedy spocteme limitu : l]m% | (3x2y2 + %) =3-22.1241=13a
z,yl—[2,1
F}(2,1) = 3-22-1% 4+ 1 = 13, tedy plati [ l]im[2 . Fj(z,y) = F}(2,1) a F} je proto spojitd v Xo. Dale

z,y] =2,
plati F,(2,1) = 13 # 0. Piedpoklady véty 11.3 jsou splnény, tedy v okoli bodu Xy je rovnici F'(z,y) = 0
implicitné definovdna pravé jedna funkce y = f(x), kterd je spojitd.
Spocteme 1. a 2. derivaci funkce f v bodé xy = 2.
() F! 20 +1y%224+0—0 2x + 2xy?
r) = —— = — = — .
F 0+22- 3y +, —0 3a%y? +
2:241%.2.2 8
!
) P il
I 22.3-12414 13
I
2z + 2xy°
" _ ! I _ —
(@)= (f'(x)) = (W) =
2+2(1-y3+z-3y%-y)) - (3m2y2 + %) — (22 + 2zy3) (3 (22y® + 2% -2y -y') — 5 -y’)

2
2,24 1
(B:Ey —l—y)

gy 348
1@ = 2197°

2e +4
1) = -1,
o J) =T
e
2. Funkce y = f(z) je v okoli bodu Xy = [x0, yo] ddna implicitné rovnici F'(z,y) = 0. Rozhodnéte, zda funkce
v bodé X roste, nebo klesd, je konvexni, nebo konkavni.

(a‘) fry—l—lny —-3=0, XO = [37 1];
(b) a2 +y*>—25=0, Xo=[5-1,5- 4.
3. Funkce z = f(z,y) je v okoli bodu Xy = [x0, Yo, 20] ddna implicitné rovnici F(x,y, z) = 0. Pomoci véty 11.7
nejprve ovérte, ze takova funkce f existuje a dédle pak urcete prvni parcidlni derivace funkce f v bodé Xj.
(a) e +ay? + 2322 +Inz —2 =0, Xo =[0,5,¢],
(b) 22 +4® + 2z +sinz—9=0, Xy =[1,2,0]
(c) 2?4+ yz? +sin(z2) —4 =0, X = [2,0,7].
Resen{ piikladu 3:

0 12,0 = 1T

, o7
4. Urcete lokdlni extrémy funkce y = f(z) dané implicitné rovnici:

(a) 2* +y* — 3zy = 0.
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(b) x* + 32 +22%y +2=0.
(c) Iny/2% +y2 — arctg = 0.

Resen{ pifkladu 4:

a) Bod [V/2, (v/2)?] je ostré lokdlni maximum.

b) V bodech pro z =1 a x = —1 nastava ostré lokdln{ maximum, v bodé pro = 0 nastavé ostré lokaln{
minimum.

¢) Oznaéme F(z,y) levou éast rovnice In /22 + y2 — arctg% = 0. Potom pro derivaci funkce f plati

F(z,y)
1 1 1 1 1
.1 O — — L (=1) L
N o Y R I X O il U= _ Tty _ x+y . )
fi(z) = = T T T 5 T T = = . Poloz{me prvn{
.= . . _— = y — X xr — y
Y \/m2+y2 2 \/x2+y2 Yy 1+(%)2 z
derivaci rovnu nule, tedy % =0 2z+y =0=y = —z. Pro urceni stacionarniho bodu dosadime
y = —x do zadané rovnice F(z,y) =0, tj.
In /22 + (—z)%? —arctg=* =0
Inv2z?2 = arctg(—1)
22 =e 7
2 e i
R ]
z1 =S4 = =—-2
I V2 :r Y1 = 1= \/?ra
e 4 e 4
T2 = — ol y2:—952:ﬁ~
O tom zda a jaky extrém ve staciondrnich bodech nastane, rozhodneme pomoci 2. derivace.
/ ’ 2
14y") (z—y) —(z+y) (1—
f”(l‘) — ii—Z — (+y)(= (@;/C)_y(;; y)( y).
o) (oo _aep
i (%) = 2 = = 2 2 = 6\9/5 = % > 0, funkce f je ve stac. bodé 1

konvexni a je v ném tedy ostré lokalni minimum.

i (— e\‘g) = % < 0, funkce f je ve stac. bodé zo konkavni a je v ném tedy ostré lokdln{ maximum.

5. Urcete lokaln{ extrémy funkce z = f(x,y) dané implicitné rovnici:

(a) 22+ 9%+ 22 —22 —2yz — 1 =0,
(b) 2z — 2% —4y? — 2 =0.

Resen{ piikladu 5:

a) Ostré lokdln{ maximum je v bodé [1, \/ﬂ a ma hodnotu 2, ostré lokdlni minimum je v bodé [—1, —\/5]]
a jeho hodnota je -2.

b) Tento pifklad je mozné Fesit i tak, ze z rovnice vyjadifme explicitné z = 2x — 2% — 432,

6. Urcete, ve kterych bodech grafu funkce y = f(x) dané implicitné rovnici 2% + y* — 2y — 1 = 0 je tecna
rovnobéznd s osou x, resp. y.

Vodorovnd teéna v bodech j:@, +2v3 , svisld teéna v bodech :N:Q—\/g, + V3
3 3 3 3

7. Funkce z = f(z,y) je v okoli bodu X, dédna implicitné rovnici F'(z,y, z) = 0. Urcete rovnici teéné roviny
a rovnici normaly ke grafu funkce f v bodé Xj.

22 2 2
(b) 22+ 4>+ 2z+cosz—6=0, Xo=[2,1,0],
(c) 22 +3y? — 42422 — 12y +82 —7=0, Xog=1,-2,4],

)

(d) 2 +9yP+2° —3zyz —xz—y—2=0, Xo = [1,0,1], [rix—2y+z—-2=0/

8. Rozhodnéte, zda plocha z = f(x,%y) dand rovnici o + y% + 2% + 2z — 4 = 0 lezi v okoli bodu Xy = [1,1,1]
pod teénou rovinou nebo nad teénou rovinou sestrojenou v tomto bodé. [Plocha leZi pod teénou rovinou]
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9.

10.

11.

12.

13.

Uréete Tayloritv polynom 2. fddu funkce z = f(x,vy), kterd je ddna implicitné rovnicf 2* — 222z +y =0 v
bodé Xy =[1,1,1]. [To(z,y) =1+2(x—1)—(y—1)=8(x —1)2 +10(x — 1)(y — 1) — 3(y — 1)?]

Je ddna funkce z = f(x,y) a vazebni podminka g(z,y) = 0. Urcete vdzané extrémy funkce f. Jinymi slovy
mame uré¢it lokalni extrémy funkce f vzhledem k mnoziné, kterou tvoii body spliujici g(x,y) = 0.

(a) f(z,y) =x+2y+32+4, g(z,y) =2 +y?> —4=0.
(b) flx,y) =2y, g(z,y) = " —y =0.

Je déna funkce f(z,y) = 22 + y? a vazebni podminka 2% + y% — 2y — 3 = 0.

a) Vyjadiete z vazby 22, dosad'te do predpisu funkce f a pokuste se uréit extrémy.

b) Urcete vazané extrémy funkce f metodou Lagrangeovych neurcitych koeficientu.

Resen{ piikladu 11: B

a) Pokud nebudeme dostatecné obezfetni, tak dany postup povede k zdvéru, ze extrém funkce f(y) =

—y? 4+ 2y + 3 + y? = 2y + 3 neexistuje. To je oviem v rozporu s tivahou o grafu funkce f (rotaéni

paraboloid) a grafu vazebni podminky g(x,y) = 0 (kruznice se stfedem v bodé [0,1] a polomérem 2).

Pokud si tedy troufneme a ,zjednodusime® funkci f na funkci jedné proménné dosazenim z? = ..., pak

timto vypoctem extrému nemédme vylouceno, Ze by extrém mohl nastat v bodech, ve kterych vazebni

podminka nen{ funkci proménné y, tj. v bodech [0, —1] a [0, 3]. Dals{ vySetfovani, zda v téchto bodech

nastavd vazany extrém napf. pomoci definice, je ovSem dost pracné.

b) Vyjde vézané lok. minimum v bodé [0, —1] pro \; = —3 a vdzané lok. maximum v bodé [0, 3] pro

No = 8.

Je déna funkce f(z,y) = 2% — y? — 62y a vazebni podminkou je pifimka AB, kde A = [-2,0], B = [0, 1].

a) Urcete vdzané extrémy funkce f za podminky g(z,y) = 0 metodou Lagrangeovych neurcitych koefici-

entu.

b) Urcete véazané extrémy funkce f za podminky dané piimkou AB tak, Ze z rovnice primky vyjidiite

x =...nebo y =... a dosadite do funkce f.

Resen{ pifkladu 12:

14 2

a) Metoda Lagrangeovych neurcitych koeficientu uréi stacionarni bod funkce L jako S = [—9, 9} pro
80

A= 5 Kvadraticka forma d2?L(S, \) je oviem indefinitni, coz podle poznamky za vétou 12.4 neznamena,

Ze v S neni vazany extrém. Uréime diferencidl vazebni podminky (tedy funkce g) a polozime ho roven nule,

coz znamend dg(S) = 9(S) - by + §2(S) - hy = § - hy — 1 hy = 0 (tj. wréime vektory 7 = (hy, hs) kolmé

k vektoru gradientu Vg(s)). Tedy pro vektory h plati h; = 2hsg, coz po dosazeni do kvadratické formy

d?L(S,\) = 222 +2-(—6)2y — 2y za = a y davé funkci @(hy) = 2-(2h2)?+2-(—6)-2hy - hy —2h3 = —18h3.

Tato kvadratickd forma ®(hs) je negativné definitni, proto je v bodé S ostré védzané maximum.

b) Z vazebni podminky vyjadiime napt. y = %x + 1, dosadime do zadané funkce f a urcite lokalni extrémy

funkce jedné proménné. Potom tento lokalni extrém je také extrémem vazanym.

Najdéte vazané extrémy funkce f za uvedené podminky.
(a) f(x,y) =6 — 4z — 3y za podminky % + y* = 1.
[1£,2] ostré vdzané lokdlni minimum a [—%,—32] ostré vdzané lokdlni mazimum/
(b) f(z,y) =2z +y + 6 za podminky 22 + y?> — 5= 0.
[A=1-2,-1] 0. v. . min., B=[2,1] 0. v. I. maz.]
(z,y) = 6 + xy za podminky z —y — 2 = 0. [A=1[1,-1] o. v. L. min.]
(z,y) =2+ %y za podminky 22 + 2 = 1.

[A= {%,%} 0. v. I. max.,.B = [—%,—%] 0.
(e) f(z,y) = 2%y za podminky y = e®. [A=[-2,e7%] 0. v. l. maz., B=10,1] 0. v. I. min.]
f(x,y) =3 — 22 — y? za podminky, kterd je déna pifmkou AB, kde A[l,2] a B[-3, —1].
[-2,4] 0. v. I. maz.]
(g) f(z,y) = 2>+ y? — 2y + 2 za podminky, kterd je ddna piimkou AB, kde A[2, —2] a B[2,3].
[12,1] o. v. I. min.]

s
—

. man.]
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

(h) f(z,y) = 2 + 2y? za podminky 22 — 22 + 2y? + 4y = 0.
[2,—2] o. v. I. maz. a [0,0] o. v. I. min.]

Najdéte vazané extrémy funkce f za uvedenych podminek.
(a) f(z,y,2) =2®>+y?>+ 2% zapodminek z +y —32+7=0,2—y+2—-3=0. [[0,—1,2] v. [ .min.]

(b) flz,y,2) = z—erg—er‘Z—z, a>b>c>0zapodminky 22 + y? + 22 = 1.
[[£1,0,0] o. v. . min., [0,0,,%£1] 0. v. . maz. a [0,£1,0] extrém neni]
(¢) f(z,y,2) = 2% +y? + 2% za podminek z +3 =0, z — 2 = 0.

Uréete nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce f(z,y) = ry — 22 — y? + x + y v trojihelniku tvofeném
soufadnymi osami a tecnou ke grafu funkce y = 2 v bodé [2, 2]. [0,4] a [4,0] g.min. a [1,1] g.maz.]

Urcete nejmens{ a nejvétsi hodnotu funkce z = (222 + Syz)eﬂ”z*y2 na mnozing M = {[z,y] € R? :
22 + 9% < 4} [0, £1] g.maz. a [0,0] g. min]

Je dan drat délky [. Tento drat je rozdélen na tii ¢ésti. Z jedné je vytvoren kruh, z druhé ctverec a ze
zbylé rovnostranny trojihelnik. Urcete délky jednotlivych ¢éasti tak, aby plocha omezena témito obrazci
byla minimalni, resp. maximéalni.

Népovéda: Oznacme x délku strany ¢tverce, y polomér kruhu, z délku strany trojihelnika.

Reseni pifkladu 17:

Maximéln{ obsah: Cely drét sto¢ime do kruznice, tj. [z,y] = [O, i] az=0.

41 l l
Miniméln{ obsah: ¢tverec 4o = ——  kruh 27y = 7r77 trojihelnik 3z = &
4+7+3V3 4+7+3V3

4+7r+3\/§7

w2

2
Do elipsoidu %7 + % + z—s = 1 vepiste hranol s maximélnim objemem. Tento objem urcete.

5 . 2a 2b 2c : _ 8
[Délky hran: 55 Objem Viypaz = 3—\/§abc/

Mezi vSemi trojihelniky o daném obvodu 2p naleznéte trojihelnik s maximalnim obsahem.
[r=y=z2=3p
Naleznéte polomér r a vysku h kuZele s nejvétsim objemem, aby jeho pldst byl roven S.

/7‘ = 31>{1§\/§; h = 31\//{3;/

Na parabole y2 = 4z naleznéte bod, ktery je nejblize pifmce z —y + 4 = 0.

Resen{ pifkladu 21 je mozné nékolika zptisoby. Na parabole vyjde bod [1,2] a odpovidajici bod na piimce

je [=3, 2]. Uved'me nékteré z moznych postupt Feseni:

a) Zndme-li vzorec pro vzddlenost bodu M = [my,ms] od piimky p : ax+by+c = 0, tj. vzorec v(M,p) =
Ww, pak se tloha zmén{ v hledén{ vdzaného extrému funkce f(mq, ms) = Lom —1-mo+4
a? +b? 12+ (=1)?

za podminky m; = m3. Poznamenejme, Ze vzhledem k 1ivaze o poloze bodu M (napiiklad z naértku)
v ¢itateli nemusime uvazovat absolutni hodnotu.

b) Ozna¢me bod na pifmee jako bod P = [p1, ps], kde pa = p1 + 4. Uréime polohovy vektor bodu M jako
OM = (my — 0,ma — 0) = (m3,my) a polohovy vektor bodu Pjako OP = (p1 —0,p2 — 0) = (p1,p1 +4).
Potom vzddlenost bodu M, P je velikost vektoru ]\ﬁ, tj. \J\ﬁﬂ = /(m3 —p1)2 + (ma2 — (p1 +4))2. Ulohu
tedy miizeme preformulovat na tilohu hledan{ lokalnfho extrému funkce f(ma,p1) = (m3 — p1)? + (Mo —
(p1 +4))*.

¢) Na ,horni“ poloving paraboly, tj. na kiivce y = /x, hleddme bod A, ve kterém bude hodnota derivace
rovna smérnici pfimky ¢ : x —y + 4 = 0, tedy hodnoté 1. Potom vedeme bodem A piimku kolmou k

piimce ¢ a jejich prusecéik oznaéime jako bod B. Hledand vzdélenost je pak velikost vektoru AB.

Je déna soustava rovnic a bod, v jehoz okoli uvazujeme jeji feseni. Pomoci véty 11.12 rozhodnéte, zda je
jeji feSeni mozné jednoznacné vyjadiit za pomoci uvedenych parametru

1 +2x0 +3x3 “+4ry =5,

(a) Je dén bod [1,0,0, 1] a soustava rovnic vs 437, =3
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«) zaparametry zvolme x3, x4, tj. rozhodujeme, zda existuje 2-funkce .F (x5, x4) = [f1 (23, x4), f2(z3,24)].
—— —

Xy xro
B) za parametry zvolme zo, x4.

r1 +2xo +3x3 +2x4 x5 =4,
(b) Je ddn bod [1,0,1,—1,2] a soustava rovnic x; 42 +x4 225 =4,
3331 43’52 —XI3 4.%'4 2.’175 = 2,
«) za parametry zvolme x3, x4, tj. rozhodujeme, zda existuje 3-funkce F (x1, x2) = [f1(x1, x2), fo(x1, 22), f3(z1, 22)]-
—_— e

3 T4 x5
B) za parametry zvolme xa, x4.

23. Rozhodnéte, zda rovnicemi x + 2y + 32 —8 =0 a =7z +y — 22 — 1 = 0 je v okoli bodu [—1,0, 3] urcena
2-funkce 7 (z) = [f1(z), f2(z)]. Pokud ano, tak tuto 2-funkci .# urcete.
Poznamenejme, ze zaddni piikladu by se dalo preformulovat i takto: Jsou dény dvé plochy (v nasem
piipadé jde o 2 roviny). Urcete parametrické rovnice kiivky (v nasem piipadé pujde o pfimku), kterd je
prusecnici zadanych ploch.

Resen{ pifkladu 23:

19 19 15
Hledanou 2-funkef je .7 (x) = — + T + |- Parametrické rovnice kiivky (jde o pifmku), kterd
1 1 1
je prunikem zadanych ploch, jsou x =t, y = 7915 + 79, z= 77575 + g, kde t € R.

24. Jsou dény rovnice (g1(z1,y1,y2) =) g1(2,9,2) =2+ 9> +22 —1=0a go(z,y,2) = 20 — 3y + 2 = 0.
a) Pomoci véty 11.2 (o existenci implicitni m=~funkce a jeji Jakobiové matici) rozhodnéte, zda je v okoli
bodu [2,1, —1] funkel ¥ = [g1, g2] ddna spojitd 2-funkce (F(X) =) F(z) = [p(z), ¥ (2)](= [f1(x), f2(2)])-
b) Pokud .# existuje, tak urcete jeji Jakobiovu matici .#'(z) a jeji Jakobiovu matici v bodé [2,1, —1], t;.
F'(2).
¢) Urcete 2-funkci % (z) v okoli bodu [2,1, —1] a déle zapiste ziskanou pruseé¢nici zadanych ploch parame-
tricky.
d) Urcete 2-funkci % (z) v okoli bodu [2, 1, —1] jingm zpusobem nez postupem a), b), ¢).
Resen{ pifkladu 24:
. S Za 2 2\ .. .
a) Uréime matici 9y =9, , = gng 5);2 ) = ( 31 ) a jeji determinant det¥;, = 2y + 6. Protoze
oy 0z
det % (X0, Yo) = 9 (20, Y0, 20) = %-(2,1,—1) =2-1+6 = 8 # 0, tak spojitd .# v okoli bodu X existuje
a je jediné.
b) Podle véty 11.2 pro Jakobiovu matici .#'(Xg) plati .Z'(Xo) = — (4L (Xo,Y0)) " - %% (X0, Ys). Pro
vipocet matice inverzni k matici 4} pouzijeme napiiklad vztah z ptikladu 25. Potom (45, )~ = @ .

1 =2 - 1 1 -2 Uréi tici 9. = @' — 87521 — 1 Jakobi ti
3 2y = 6 3 2y . rcime matict ¥y = ¢, = % = 9 . Jakobliova matice

3
Fl(x) = —(4)- 9 = ﬁ . ( :1)) 5; ) - < ; > = ( 418, ) a Jakobiova matice .F#'(zg) =

T 2y+6
3 3
F'(2) = ( el )Z ( 8 )
2146 8

¢) Vime, ze F'(x) = [¢'(x),¢'(z)] = [/, 2], tedy plati ¢/ = ﬁ az = —%. y' zapiSeme jako %, tedy
dy _ 3
dx 2y+6
2y + 6dy = 3dx
J2y+6dy = [3da
2. % +6y =3z+C
y?+6y—3z =C
a konstantu C' uréime z pocédteéni podminky dané bodem (Xo,Yy) = (x0,v0,20) = [2,1,—1]. Potom

1246-1-3-2=1=C ay uréime jako fefeni kvadratické rovnice y2 + 6y — 3z — 1 = 0. Diskriminant je
D =36 — 4(—3z — 1) = 40 + 12z. ReSenfm kvadratické rovnice je y; » = =EVIOH2E — 34 /10 + 3.
Pro bod (Xy,Yy) = [2,1, —1] je piipustné pouze feseni y = —3 + /10 + 3z, které dosadime napiiklad do
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25.

26.

27.

zadané rovnice 2x — 3y + z = 0 a vyjde z = =22 4+ 3(—3 + /10 + 3z) = —22x — 9 + 34/10 + 3z. Hledand
2-funkee je .7 (z) = [-3 + 10 + 3z, —2z — 9 + 3/10 + 3z].

Pruseénici ploch g1, g2 v okolf bodu [2,1, —1] je kiivka dand parametrickymi rovnicemi

T =z
y =-3++V10+ 3z
z =—-2xr—9+3V/104+ 3z, xe€R.

Pozndmka:

Pokud by ndm §lo pouze o urceni 2-funkce % (z) = [p(z), ¥(x)]m mohli bychom postupovat i jinak.

1. postup:

Ze zadané rovnice 2z — 3y + z = 0 vyjadiime z = 3y — 2z a to dosadime do rovnice z + y? +2z —1 =0,
tedy x + y% + 2(3y — 22) — 1 = 0. Po vyfesen{ rovnice y? + 6y — 3z — 1 = 0 nadm vyjde pifpustné fesen{
y=—3+ 10+ 3x a po dosazeni vyjde z = —2z — 9 + 34/10 + 3z.

2. postup:

Zadané rovnice zderivujeme jako slozenou funkci, kde y = p(z) a z = ¢(x), tedy

14+2y-y' +22 =0,
2-3y+7 =0

s L . P o . . 2y 2| -1
a fesfme soustavu linedrnich rovnic s nezndmymi 3, 2/ napiiklad tpravou matice ( y 1 na
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schodovity tvar. Pak vyjde 3’ — 21/% az=—3tu

. Déle pokracujeme jako v ¢).

Uvazujme 2-funkci % (z,y) = [fi(x,y), f2(z,y)]. Urcete Jakobiovu matici %' (z,y), jsou-li funkce u =
filz,y) a v = fo(z,y) ddny implicitné soustavou rovnic (gi(z,y,u,v) =)r? + y + %u2 -2 =0a
(92(w,y,u,v) =)z +y — 2u® + J0* = 0.

Resen{ pifkladu 25:

Béhem vypoctu se s vyhodou vyuzije fakt, Ze pro regularni matici A = (CCL Z) plati pro matici inverzni
d —b
-1 _ _1
vztah A™0 = =5 - (c a)'

. o 1 v 20 2z 1 1 6xv+2v 3v+2v
1 Zz! _ ——. . _ —_ .
Hledanou Jakobiovou matici je &' (z,y) = i ( u 3u> ( 1 1> ” <8xu L3 dut Bu)’
kde u,v # 0.

Uvazujme 2-funkei .7 (u, v). Urcete Jakobiovu matici .#'(u,v) a jakobidn Jz (u,v) tohoto zobrazeni.

(a) F(u,v)=[u+0-v,0-u—0v],

(b) Z(u,v) = [ucosv,usinv),
resp. v jiném znaceni pouzivaném u dvojného integralu pii transformaci do polarnich soufadnic
Z (0,) = [ocosp, sing],

(¢) F(u,v) = [aucosv,businv], kde a,b > 0,
resp. v jiném znaceni pouzivaném u dvojného integralu pii transformaci do zobecnénych polarnich
soufadnic .Z (g, ) = [ag cos ¢, bgsin ¢].

Uvazujme 3-funkei % (u, v, w). Uréete Jakobiovu matici .#’(u, v, w) a jakobidn Jg(u,v,w) tohoto zobra-
zeni.

(a) F(u,v,w) = [ucosv,usinv,w,
resp. v jiném znaceni pouzivaném u trojného integralu pii transformaci do vélcovych souradnic
F(0,0,2) = [ocos p, osin g, 2],

(b) Z(u,v,w) = [ucosvcosw, usinvcosw, usinw,
resp. v jiném znaceni pouzivaném u trojného integralu pii transformaci do sférickych souradnic
F(0,0,9) = [0cos pcosd, psin g cos ), sin ).



