
SA2 - implicitńı funkce, vázané extrémy, m-funkce 3. března 2020, ÚM FSI VUT v Brně

1. Funkce y = f(x) je v okoĺı bodu X0 = [x0, y0] dána implicitně rovnićı F (x, y) = 0. Pomoćı věty 11.3
nejprve ověřte, že taková funkce f existuje, dále pak určete prvńı a druhou derivaci funkce f v bodě x0.

(a) x2 + y2 − 4 = 0, X0 = [
√

3, 1],

(b) x2 + x2y3 + ln y − 8 = 0, X0 = [2, 1],

(c) 3x+ x2y + ln(xy) + y − 4− 2e = 0, X0 = [1, e],

(d) x2 + y2 + 4 sin y − π2 = 0, X0 = [0, π],

(e) x2

9 + y2 − 1 = 0, X0 = [−3, 0],

(f) x− y2 + 1 = 0, X0 = [−1, 0].

Řešeńı př́ıkladu 1:
b) Označme F (x, y) levou stranu rovnice x2 + x2y3 + ln y − 8︸ ︷︷ ︸

F (x,y)

= 0. Ověř́ıme, že bod X0 = [x0, y0] = [2, 1]

splňujě F (x0, y0) = 0. Skutečně plat́ı 22+22 ·13+ln 1−8 = 0. Spočteme F ′y = 0+x2 ·3y2+ 1
y−0 = 3x2y2+ 1

y

a ověř́ıme, že je v bodě X0 spojitá. Tedy spočteme limitu lim
[x,y]→[2,1]

(
3x2y2 + 1

y

)
= 3 · 22 · 12 + 1

1 = 13 a

F ′y(2, 1) = 3 · 22 · 12 + 1
1 = 13, tedy plat́ı lim

[x,y]→[2,1]
F ′y(x, y) = F ′y(2, 1) a F ′y je proto spojitá v X0. Dále

plat́ı F ′y(2, 1) = 13 6= 0. Předpoklady věty 11.3 jsou splněny, tedy v okoĺı bodu X0 je rovnićı F (x, y) = 0
implicitně definována právě jedna funkce y = f(x), která je spojitá.

Spočteme 1. a 2. derivaci funkce f v bodě x0 = 2.

f ′(x) = −F
′
x

F ′y
= −2x+ y3 · 2x+ 0− 0

0 + x2 · 3y2 + 1
y − 0

= −2x+ 2xy3

3x2y2 + 1
y

.

f ′(2) = −2 · 2 + 13 · 2 · 2
22 · 3 · 12 + 1

1

= − 8

13
.

f ′′(x) = (f ′(x))
′

=

(
−2x+ 2xy3

3x2y2 + 1
y

)′
=

= −

(
2 + 2

(
1 · y3 + x · 3y2 · y′

))
·
(

3x2y2 + 1
y

)
−
(
2x+ 2xy3

) (
3
(
2xy2 + x2 · 2y · y′

)
− 1

y2 · y
′
)

(
3x2y2 + 1

y

)2 .

f ′′(2) =
348

2197
.

c) f ′(1) = −2e + 4
1
e + 2

.

2. Funkce y = f(x) je v okoĺı bodu X0 = [x0, y0] dána implicitně rovnićı F (x, y) = 0. Rozhodněte, zda funkce
v bodě X0 roste, nebo klesá, je konvexńı, nebo konkávńı.

(a) xy + ln y − 3 = 0, X0 = [3, 1],

(b) x2 + y2 − 25 = 0, X0 = [5 · 12 , 5 ·
√
3
2 ].

3. Funkce z = f(x, y) je v okoĺı bodu X0 = [x0, y0, z0] dána implicitně rovnićı F (x, y, z) = 0. Pomoćı věty 11.7
nejprve ověřte, že taková funkce f existuje a dále pak určete prvńı parciálńı derivace funkce f v bodě X0.

(a) ex + xy2 + x3z2 + ln z − 2 = 0, X0 = [0, 5, e],

(b) x2 + y3 + z + sin z − 9 = 0, X0 = [1, 2, 0]

(c) x2 + yz2 + sin(xz)− 4 = 0, X0 = [2, 0, π].

Řešeńı př́ıkladu 3:

c) f ′x(2, 0) = −4 + π

2
, f ′y(2, 0) = −π

2
.

4. Určete lokálńı extrémy funkce y = f(x) dané implicitně rovnićı:

(a) x3 + y3 − 3xy = 0.
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(b) x4 + y3 + 2x2y + 2 = 0.

(c) ln
√
x2 + y2 − arctg yx = 0.

Řešeńı př́ıkladu 4:
a) Bod [ 3

√
2, ( 3
√

2)2] je ostré lokálńı maximum.
b) V bodech pro x = 1 a x = −1 nastává ostré lokálńı maximum, v bodě pro x = 0 nastává ostré lokálńı
minimum.
c) Označme F (x, y) levou část rovnice ln

√
x2 + y2 − arctg

y

x︸ ︷︷ ︸
F (x,y)

= 0. Potom pro derivaci funkce f plat́ı

f ′(x) = −F
′
x

F ′y
= −

1√
x2+y2

· 12 ·
1√
x2+y2

· 2x− 1

1+( yx )
2 · y · (−1) · 1

x2

1√
x2+y2

· 12 ·
1√
x2+y2

· 2y − 1

1+( yx )
2 · 1x · 1

= −x+ y

y − x
=

x+ y

x− y
. Polož́ıme prvńı

derivaci rovnu nule, tedy x+y
x−y = 0 ⇔ x + y = 0 ⇒ y = −x. Pro určeńı stacionárńıho bodu dosad́ıme

y = −x do zadané rovnice F (x, y) = 0, tj.

ln
√
x2 + (−x)2 − arctg−xx = 0

ln
√

2x2 = arctg(−1)√
2x2 = e−

π
4

√
x2 = e−

π
4√
2

x1 = e−
π
4√
2
, y1 = −x1 = − e−

π
4√
2
,

x2 = − e−
π
4√
2
, y2 = −x2 = e−

π
4√
2
.

O tom zda a jaký extrém ve stacionárńıch bodech nastane, rozhodneme pomoćı 2. derivace.

f ′′(x) =
(
x+y
x−y

)′
= (1+y′)(x−y)−(x+y)(1−y′)

(x−y)2 .

f ′′
(

e−
π
4√
2

)
=

(1+0)

(
e
−π

4√
2
−
(
− e
−π

4√
2

))
−
(

e
−π

4√
2

+

(
− e
−π

4√
2

))
(1−0)

⊕ =
2· e
−π

4√
2

⊕ = ⊕
⊕ > 0, funkce f je ve stac. bodě x1

konvexńı a je v něm tedy ostré lokálńı minimum.

f ′′
(
− e−

π
4√
2

)
= 	
⊕ < 0, funkce f je ve stac. bodě x2 konkávńı a je v něm tedy ostré lokálńı maximum.

5. Určete lokálńı extrémy funkce z = f(x, y) dané implicitně rovnićı:

(a) x2 + y2 + z2 − xz −
√

2yz − 1 = 0,

(b) 2x− x2 − 4y2 − z = 0.

Řešeńı př́ıkladu 5:
a) Ostré lokálńı maximum je v bodě

[
1,
√

2
]

a má hodnotu 2, ostré lokálńı minimum je v bodě
[
−1,−

√
2
]
]

a jeho hodnota je -2.
b) Tento př́ıklad je možné řešit i tak, že z rovnice vyjádř́ıme explicitně z = 2x− x2 − 4y2.

6. Určete, ve kterých bodech grafu funkce y = f(x) dané implicitně rovnićı x2 + y2 − xy − 1 = 0 je tečna
rovnoběžná s osou x, resp. y.

[Vodorovná tečna v bodech
[
±
√
3
3 ,±

2
√
3

3

]
, svislá tečna v bodech

[
± 2
√
3

3 ,±
√
3
3

]
]

7. Funkce z = f(x, y) je v okoĺı bodu X0 dána implicitně rovnićı F (x, y, z) = 0. Určete rovnici tečné roviny
a rovnici normály ke grafu funkce f v bodě X0.

(a)
x2

12
+
y2

27
+
z2

3
− 1 = 0, X0 = [2, 3, 1], , [τ : 3x+ 2y + 6z − 18 = 0]

(b) x2 + y3 + z + cos z − 6 = 0, X0 = [2, 1, 0],

(c) x2 + 3y2 − 4z + 2x− 12y + 8z − 7 = 0, X0 = 1,−2, 4],

(d) x3 + y3 + z3 − 3xyz − x− y − z = 0, X0 = [1, 0, 1], [τ : x− 2y + z − 2 = 0]

8. Rozhodněte, zda plocha z = f(x, y) daná rovnićı x + y2 + z3 + z − 4 = 0 lež́ı v okoĺı bodu X0 = [1, 1, 1]
pod tečnou rovinou nebo nad tečnou rovinou sestrojenou v tomto bodě. [Plocha lež́ı pod tečnou rovinou]
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9. Určete Taylor̊uv polynom 2. řádu funkce z = f(x, y), která je dána implicitně rovnićı z3 − 2xz + y = 0 v
bodě X0 = [1, 1, 1]. [ T2(x, y) = 1 + 2(x− 1)− (y − 1)− 8(x− 1)2 + 10(x− 1)(y − 1)− 3(y − 1)2]

10. Je dána funkce z = f(x, y) a vazebńı podmı́nka g(x, y) = 0. Určete vázané extrémy funkce f . Jinými slovy
máme určit lokálńı extrémy funkce f vzhledem k množině, kterou tvoř́ı body splňuj́ıćı g(x, y) = 0.

(a) f(x, y) = x+ 2y + 3z + 4, g(x, y) = x2 + y2 − 4 = 0.

(b) f(x, y) = x2y, g(x, y) = ex − y = 0.

11. Je dána funkce f(x, y) = x2 + y2 a vazebńı podmı́nka x2 + y2 − 2y − 3 = 0.
a) Vyjádřete z vazby x2, dosad’te do předpisu funkce f a pokuste se určit extrémy.
b) Určete vázané extrémy funkce f metodou Lagrangeových neurčitých koeficient̊u.

Řešeńı př́ıkladu 11:
a) Pokud nebudeme dostatečně obezřetńı, tak daný postup povede k závěru, že extrém funkce f(y) =
−y2 + 2y + 3 + y2 = 2y + 3 neexistuje. To je ovšem v rozporu s úvahou o grafu funkce f (rotačńı
paraboloid) a grafu vazebńı podmı́nky g(x, y) = 0 (kružnice se středem v bodě [0, 1] a poloměrem 2).
Pokud si tedy troufneme a

”
zjednoduš́ıme“ funkci f na funkci jedné proměnné dosazeńım x2 = . . ., pak

t́ımto výpočtem extrémů nemáme vyloučeno, že by extrém mohl nastat v bodech, ve kterých vazebńı
podmı́nka neńı funkćı proměnné y, tj. v bodech [0,−1] a [0, 3]. Daľśı vyšetřováńı, zda v těchto bodech
nastává vázaný extrém např. pomoćı definice, je ovšem dost pracné.
b) Vyjde vázané lok. minimum v bodě [0,−1] pro λ1 = − 1

2 a vázané lok. maximum v bodě [0, 3] pro
λ2 = − 3

2 .

12. Je dána funkce f(x, y) = x2 − y2 − 6xy a vazebńı podmı́nkou je př́ımka AB, kde A = [−2, 0], B = [0, 1].
a) Určete vázané extrémy funkce f za podmı́nky g(x, y) = 0 metodou Lagrangeových neurčitých koefici-
ent̊u.
b) Určete vázané extrémy funkce f za podmı́nky dané př́ımkou AB tak, že z rovnice př́ımky vyjádř́ıte
x = . . . nebo y = . . . a dosad́ıte do funkce f .

Řešeńı př́ıkladu 12:

a) Metoda Lagrangeových neurčitých koeficient̊u urč́ı stacionárńı bod funkce L jako S =

[
−14

9
,

2

9

]
pro

λ =
80

9
. Kvadratická forma d2L(S, λ) je ovšem indefinitńı, což podle poznámky za větou 12.4 neznamená,

že v S neńı vázaný extrém. Urč́ıme diferenciál vazebńı podmı́nky (tedy funkce g) a polož́ıme ho roven nule,

což znamená dg(S) = ∂g
∂x (S) · h1 + ∂g

∂y (S) · h2 = 1
2 · h1 − 1 · h2 = 0 (tj. urč́ıme vektory ~h = (h1, h2) kolmé

k vektoru gradientu ∇g(s)). Tedy pro vektory ~h plat́ı h1 = 2h2, což po dosazeńı do kvadratické formy
d2L(S, λ) = 2x2 +2 ·(−6)xy−2y2 za x a y dává funkci Φ(h2) = 2 ·(2h2)2 +2 ·(−6) ·2h2 ·h2−2h22 = −18h22.
Tato kvadratická forma Φ(h2) je negativně definitńı, proto je v bodě S ostré vázané maximum.
b) Z vazebńı podmı́nky vyjádř́ıme např. y = 1

2x+1, dosad́ıme do zadané funkce f a urč́ıte lokálńı extrémy
funkce jedné proměnné. Potom tento lokálńı extrém je také extrémem vázaným.

13. Najděte vázané extrémy funkce f za uvedené podmı́nky.

(a) f(x, y) = 6− 4x− 3y za podmı́nky x2 + y2 = 1.

[[ 45 ,
3
5 ] ostré vázané lokálńı minimum a [− 4

5 ,−
3
5 ] ostré vázané lokálńı maximum]

(b) f(x, y) = 2x+ y + 6 za podmı́nky x2 + y2 − 5 = 0.

[A = [−2,−1] o. v. l. min., B = [2, 1] o. v. l. max.]

(c) f(x, y) = 6 + xy za podmı́nky x− y − 2 = 0. [A = [1,−1] o. v. l. min.]

(d) f(x, y) = x+ 1
2y za podmı́nky x2 + y2 = 1.

[A =
[

2√
5
, 1√

5

]
o. v. l. max.,B =

[
− 2√

5
,− 1√

5

]
o. v. l. min.]

(e) f(x, y) = x2y za podmı́nky y = ex. [A = [−2, e−2] o. v. l. max., B = [0, 1] o. v. l. min.]

(f) f(x, y) = 3− x2 − y2 za podmı́nky, která je dána př́ımkou AB, kde A[1, 2] a B[−3,−1].

[[− 3
5 ,

4
5 ] o. v. l. max.]

(g) f(x, y) = x3 + y2 − xy + 2 za podmı́nky, která je dána př́ımkou AB, kde A[2,−2] a B[2, 3].

[[2, 1] o. v. l. min.]
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(h) f(x, y) = x2 + 2y2 za podmı́nky x2 − 2x+ 2y2 + 4y = 0.

[[2,−2] o. v. l. max. a [0, 0] o. v. l. min.]

14. Najděte vázané extrémy funkce f za uvedených podmı́nek.

(a) f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 za podmı́nek x+ y − 3z + 7 = 0, x− y + z − 3 = 0. [[0,−1, 2] v. l .min.]

(b) f(x, y, z) = x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 , a > b > c > 0 za podmı́nky x2 + y2 + z2 = 1.

[[±1, 0, 0] o. v. l. min., [0, 0, ,±1] o. v. l. max. a [0,±1, 0] extrém neńı]

(c) f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 za podmı́nek x+ 3 = 0, x− z = 0.

15. Určete nejmenš́ı a největš́ı hodnotu funkce f(x, y) = xy − x2 − y2 + x + y v trojúhelńıku tvořeném
souřadnými osami a tečnou ke grafu funkce y = 4

x v bodě [2, 2]. [[0, 4] a [4, 0] g.min. a [1, 1] g.max.]

16. Určete nejmenš́ı a největš́ı hodnotu funkce z = (2x2 + 3y2)e−x
2−y2 na množině M = {[x, y] ∈ R2 :

x2 + y2 ≤ 4}. [[0,±1] g.max. a [0, 0] g. min]

17. Je dán drát délky l. Tento drát je rozdělen na tři části. Z jedné je vytvořen kruh, z druhé čtverec a ze
zbylé rovnostranný trojúhelńık. Určete délky jednotlivých část́ı tak, aby plocha omezená těmito obrazci
byla minimálńı, resp. maximálńı.

Nápověda: Označme x délku strany čtverce, y poloměr kruhu, z délku strany trojúhelńıka.

Řešeńı př́ıkladu 17:
Maximálńı obsah: Celý drát stoč́ıme do kružnice, tj. [x, y] =

[
0, l

2π

]
a z = 0.

Minimálńı obsah: čtverec 4x =
4l

4 + π + 3
√

3
, kruh 2πy =

πl

4 + π + 3
√

3
, trojúhelńık 3z =

3
√

3l

4 + π + 3
√

3
.

18. Do elipsoidu x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 = 1 vepǐste hranol s maximálńım objemem. Tento objem určete.

[Délky hran: 2a√
3
, 2b√

3
, 2c√

3
. Objem Vmax = 8

3
√
3
abc]

19. Mezi všemi trojúhelńıky o daném obvodu 2p nalezněte trojúhelńık s maximálńım obsahem.

[x = y = z = 2
3p]

20. Nalezněte poloměr r a výšku h kužele s největš́ım objemem, aby jeho plášt’ byl roven S.

[r =
√
S

31/4
√
π

, h =
√
2S

31/4
√
π

]

21. Na parabole y2 = 4x nalezněte bod, který je nejbĺıže př́ımce x− y + 4 = 0.

Řešeńı př́ıkladu 21 je možné několika zp̊usoby. Na parabole vyjde bod [1, 2] a odpov́ıdaj́ıćı bod na př́ımce
je [− 1

2 ,
7
2 ]. Uved’me některé z možných postup̊u řešeńı:

a) Známe-li vzorec pro vzdálenost bodu M = [m1,m2] od př́ımky p : ax+ by+ c = 0, tj. vzorec v(M,p) =
|am1 + bm2 + c|

a2 + b2
, pak se úloha změńı v hledáńı vázaného extrému funkce f(m1,m2) =

1 ·m1 − 1 ·m2 + 4√
12 + (−1)2

za podmı́nky m1 = m2
2. Poznamenejme, že vzhledem k úvaze o poloze bodu M (např́ıklad z náčrtku)

v čitateli nemuśıme uvažovat absolutńı hodnotu.
b) Označme bod na př́ımce jako bod P = [p1, p2], kde p2 = p1 + 4. Urč́ıme polohový vektor bodu M jako
−−→
OM = (m1 − 0,m2 − 0) = (m2

2,m2) a polohový vektor bodu P jako
−−→
OP = (p1 − 0, p2 − 0) = (p1, p1 + 4).

Potom vzdálenost bod̊u M,P je velikost vektoru
−−→
MP , tj. |

−−→
MP | =

√
(m2

2 − p1)2 + (m2 − (p1 + 4))2. Úlohu
tedy můžeme přeformulovat na úlohu hledáńı lokálńıho extrému funkce f(m2, p1) = (m2

2 − p1)2 + (m2 −
(p1 + 4))2.
c) Na

”
horńı“ polovině paraboly, tj. na křivce y =

√
x, hledáme bod A, ve kterém bude hodnota derivace

rovna směrnici př́ımky q : x − y + 4 = 0, tedy hodnotě 1. Potom vedeme bodem A př́ımku kolmou k

př́ımce q a jejich pr̊useč́ık označ́ıme jako bod B. Hledaná vzdálenost je pak velikost vektoru
−−→
AB.

22. Je dána soustava rovnic a bod, v jehož okoĺı uvažujeme jej́ı řešeńı. Pomoćı věty 11.12 rozhodněte, zda je
jej́ı řešeńı možné jednoznačně vyjádřit za pomoćı uvedených parametr̊u

(a) Je dán bod [1, 0, 0, 1] a soustava rovnic
x1 +2x2 +3x3 +4x4 = 5,

x3 +3x4 = 3,

4
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α) za parametry zvolme x3, x4, tj. rozhodujeme, zda existuje 2-funkce F (x3, x4) = [f1(x3, x4)︸ ︷︷ ︸
x1

, f2(x3, x4)︸ ︷︷ ︸
x2

].

β) za parametry zvolme x2, x4.

(b) Je dán bod [1, 0, 1,−1, 2] a soustava rovnic
x1 +2x2 +3x3 +2x4 x5 = 4,
x1 +x2 +x4 2x5 = 4,

3x1 4x2 −x3 4x4 2x5 = 2,

α) za parametry zvolme x3, x4, tj. rozhodujeme, zda existuje 3-funkce F (x1, x2) = [f1(x1, x2)︸ ︷︷ ︸
x3

, f2(x1, x2)︸ ︷︷ ︸
x4

, f3(x1, x2)︸ ︷︷ ︸
x5

].

β) za parametry zvolme x2, x4.

23. Rozhodněte, zda rovnicemi x + 2y + 3z − 8 = 0 a −7x + y − 2z − 1 = 0 je v okoĺı bodu [−1, 0, 3] určena
2-funkce F (x) = [f1(x), f2(x)]. Pokud ano, tak tuto 2-funkci F určete.
Poznamenejme, že zadáńı př́ıkladu by se dalo přeformulovat i takto: Jsou dány dvě plochy (v našem
př́ıpadě jde o 2 roviny). Určete parametrické rovnice křivky (v našem př́ıpadě p̊ujde o př́ımku), která je
pr̊usečnićı zadaných ploch.

Řešeńı př́ıkladu 23:

Hledanou 2-funkćı je F (x) =

[
19

7
x+

19

7
,−15

7
x+

6

7

]
. Parametrické rovnice křivky (jde o př́ımku), která

je pr̊unikem zadaných ploch, jsou x = t, y =
19

7
t+

19

7
, z = −15

7
t+

6

7
, kde t ∈ R.

24. Jsou dány rovnice (g1(x1, y1, y2) =) g1(x, y, z) = x+ y2 + 2z − 1 = 0 a g2(x, y, z) = 2x− 3y + z = 0.
a) Pomoćı věty 11.2 (o existenci implicitńı m=funkce a jej́ı Jakobiově matici) rozhodněte, zda je v okoĺı
bodu [2, 1,−1] funkćı G = [g1, g2] dána spojitá 2-funkce (F (X) =) F (x) = [ϕ(x), ψ(x)](= [f1(x), f2(x)]).
b) Pokud F existuje, tak určete jej́ı Jakobiovu matici F ′(x) a jej́ı Jakobiovu matici v bodě [2, 1,−1], tj.
F ′(2).
c) Určete 2-funkci F (x) v okoĺı bodu [2, 1,−1] a dále zapǐste źıskanou pr̊usečnici zadaných ploch parame-
tricky.
d) Určete 2-funkci F (x) v okoĺı bodu [2, 1,−1] jiným zp̊usobem než postupem a), b), c).

Řešeńı př́ıkladu 24:

a) Urč́ıme matici G ′Y = G ′y,z =

(
∂g1
∂y

∂g1
∂z

∂g2
∂y

∂g2
∂z

)
=

(
2y 2
−3 1

)
a jej́ı determinant det G ′Y = 2y + 6. Protože

det G ′Y (X0, Y0) = G ′Y (x0, y0, z0) = G ′Y (2, 1,−1) = 2 · 1 + 6 = 8 6= 0, tak spojitá F v okoĺı bodu X0 existuje
a je jediná.
b) Podle věty 11.2 pro Jakobiovu matici F ′(X0) plat́ı F ′(X0) = − (G ′Y (X0, Y0))

−1 · G ′X(X0, Y0). Pro
výpočet matice inverzńı k matici G ′Y použijeme např́ıklad vztah z př́ıkladu 25. Potom (G ′Y )−1 = 1

detG ′Y
·(

1 −2
3 2y

)
= 1

2y+6 ·
(

1 −2
3 2y

)
. Urč́ıme matici G ′X = G ′x =

(
∂g1
∂x
∂g2
∂x

)
=

(
1
2

)
. Jakobiova matice

F ′(x) = −(G ′Y )−1 · G ′X = 1
2y+6 ·

(
1 −2
3 2y

)
·
(

1
2

)
=

(
3

2y+6

− 3+4y
2y+6

)
a Jakobiova matice F ′(x0) =

F ′(2) =

( 3
2·1+6

− 3+4·1
2·1+6

)
=

(
3
8
− 7

8

)
.

c) Vı́me, že F ′(x) = [ϕ′(x), ψ′(x)] = [y′, z′], tedy plat́ı y′ = 3
2y+6 a z′ = − 3+4y

2y+6 . y′ zaṕı̌seme jako dy
dx , tedy

dy
dx = 3

2y+6

2y + 6dy = 3dx∫
2y + 6dy =

∫
3dx

2 · y
2

2 + 6y = 3x+ C
y2 + 6y − 3x = C

a konstantu C urč́ıme z počátečńı podmı́nky dané bodem (X0, Y0) = (x0, y0, z0) = [2, 1,−1]. Potom
12 + 6 · 1− 3 · 2 = 1 = C a y urč́ıme jako řešeńı kvadratické rovnice y2 + 6y− 3x− 1 = 0. Diskriminant je

D = 36 − 4(−3x − 1) = 40 + 12x. Řešeńım kvadratické rovnice je y1,2 = −6±
√
40+12x
2 = −3 ±

√
10 + 3x.

Pro bod (X0, Y0) = [2, 1,−1] je př́ıpustné pouze řešeńı y = −3 +
√

10 + 3x, které dosad́ıme např́ıklad do

5
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zadané rovnice 2x − 3y + z = 0 a vyjde z = −2x + 3(−3 +
√

10 + 3x) = −2x − 9 + 3
√

10 + 3x. Hledaná
2-funkce je F (x) =

[
−3 +

√
10 + 3x,−2x− 9 + 3

√
10 + 3x

]
.

Pr̊usečnićı ploch g1, g2 v okoĺı bodu [2, 1,−1] je křivka daná parametrickými rovnicemi

x = x
y = −3 +

√
10 + 3x

z = −2x− 9 + 3
√

10 + 3x, x ∈ R.

Poznámka:
Pokud by nám šlo pouze o určeńı 2-funkce F (x) = [ϕ(x), ψ(x)]m mohli bychom postupovat i jinak.
1. postup:
Ze zadané rovnice 2x− 3y + z = 0 vyjádř́ıme z = 3y − 2x a to dosad́ıme do rovnice x+ y2 + 2z − 1 = 0,
tedy x + y2 + 2(3y − 2x) − 1 = 0. Po vyřešeńı rovnice y2 + 6y − 3x − 1 = 0 nám vyjde př́ıpustné řešeńı
y = −3 +

√
10 + 3x a po dosazeńı vyjde z = −2x− 9 + 3

√
10 + 3x.

2. postup:
Zadané rovnice zderivujeme jako složenou funkci, kde y = ϕ(x) a z = ψ(x), tedy

1 + 2y · y′ + 2z′ = 0,
2− 3y′ + z′ = 0

a řeš́ıme soustavu lineárńıch rovnic s neznámými y′, z′ např́ıklad úpravou matice

(
2y 2 −1
−3 1 −2

)
na

schodovitý tvar. Pak vyjde y′ − 3
2y+6 a z = − 3+4y

2y+6 . Dále pokračujeme jako v c).

25. Uvažujme 2-funkci F (x, y) = [f1(x, y), f2(x, y)]. Určete Jakobiovu matici F ′(x, y), jsou-li funkce u =
f1(x, y) a v = f2(x, y) dány implicitně soustavou rovnic (g1(x, y, u, v) =)x2 + y + 3

2u
2 − v2 = 0 a

(g2(x, y, u, v) =)x+ y − 2u2 + 3
2v

2 = 0.

Řešeńı př́ıkladu 25:

Během výpočtu se s výhodou využije fakt, že pro regulárńı matici A =

(
a b
c d

)
plat́ı pro matici inverzńı

vztah A−1 = 1
detA ·

(
d −b
−c a

)
.

Hledanou Jakobiovou matićı je F ′(x, y) = − 1

uv
·
(

3v 2v
4u 3u

)
·
(

2x 1
1 1

)
= − 1

uv
·
(

6xv + 2v 3v + 2v
8xu+ 3u 4u+ 3u

)
,

kde u, v 6= 0.

26. Uvažujme 2-funkci F (u, v). Určete Jakobiovu matici F ′(u, v) a jakobián JF (u, v) tohoto zobrazeńı.

(a) F (u, v) = [u+ 0 · v, 0 · u− v],

(b) F (u, v) = [u cos v, u sin v],
resp. v jiném značeńı použ́ıvaném u dvojného integrálu při transformaci do polárńıch souřadnic
F (%, ϕ) = [% cosϕ, % sinϕ],

(c) F (u, v) = [au cos v, bu sin v], kde a, b > 0,
resp. v jiném značeńı použ́ıvaném u dvojného integrálu při transformaci do zobecněných polárńıch
souřadnic F (%, ϕ) = [a% cosϕ, b% sinϕ].

27. Uvažujme 3-funkci F (u, v, w). Určete Jakobiovu matici F ′(u, v, w) a jakobián JF (u, v, w) tohoto zobra-
zeńı.

(a) F (u, v, w) = [u cos v, u sin v, w],
resp. v jiném značeńı použ́ıvaném u trojného integrálu při transformaci do válcových souřadnic
F (%, ϕ, z) = [% cosϕ, % sinϕ, z],

(b) F (u, v, w) = [u cos v cosw, u sin v cosw, u sinw],
resp. v jiném značeńı použ́ıvaném u trojného integrálu při transformaci do sférických souřadnic
F (%, ϕ, ϑ) = [% cosϕ cosϑ, % sinϕ cosϑ, sinϑ].
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