SA2 - funkce vice proménnych - parcidlni derivace, gradient, smérova derivace,
totalni diferencidl, Tayloruv polynom, te¢nd rovina 6. brezna 2020, UM FSI VUT v Brné

1. Je dédna funkce f(z,y) a g(z,y,z). Vypiste symbolicky vSechny 1., 2. a 3. parcidlni derivace funkce f
a funkce g.

.Mﬂ%w—ﬁ+¢—%%2
b) f(z,y) = "=,

c) flu,v) = 5,

d) f(k,1) = ksin(k — 1),

3. Spoctéte vsechny prvni parcialni derivace funkce f v bodé Xj:

a) f(z,y) = In(z+ V) -y, Xo = [1,0],
b) f(xay) = x3y’ XO = [e’ 1]

4. Spoctéte viechny parcidlni derivace druhého #ddu funkce f v bodé Xg:

a) f= 111(:13—}— x? +y2)a Xo = [130]3 /_1’ }1;0]
T+y

b) f:arCtgl_xanOZ[Oal]v /07 _%; 0]

¢) f=e"" Xy =10,0]. [1,0,1]

5. Spoctéte gradient funkce f(z,y) =In T v bodé Xo = [5,1]. feradf(X) = Vf = (%, —%)]

6. Za pomoci vhodného softwaru nakreslete vektorové pole gradientu funkce f.
8) flr,y) = o + 7,
b) F(z.y) = —22 — ¢,
¢) f(z,y) =sinz -siny.
Pozndmka: Lze pouzit napiiklad WolframAlpha.com a zadat pro danou funkei piikaz plot grad.

Resen{ piikladu 6 je na obrazcich 1, 2 a 3.

AR ARREEEE R

rwwNN NSNS A

L L T T T A A A A

T T L T T T I A

2 R T T T I I

=0 - a - ———

-2 i e e A LT T T e

oy A T LT e Y

| P o o o B B I T

_al EEELF AN

By FEAEF V00
-0.5 L 4

0.0 -4 -2 0 2 4

1o x
Obréazek 1: Graf funkce f(x,y) = 22 + y* (vlevo) a jeji vektorové pole gradientu (vpravo)

7. Spoctéte velikost gradientu funkce f(z,y) = cos(zy) + /22 + y> v bodé Xy = [F,0].

[V f(Xo) = (1,0), [Vf(Xo)| = 1]
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Obrazek 2: Graf funkce f(x,y) = —2? — y? (vlevo) a jeji vektorové pole gradientu (vpravo)
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Obrazek 3: Graf funkee f(z,y) = sinx - siny (vlevo) a jeji vektorové pole gradientu (vpravo)

Spoctéte intenzitu elektrického pole v bodé Xy = [1, 2], je-li jeho potencidl ¢(z,y) = \/%
a?+y

Plati: E(z,y) = —Ve(z, ).

Jsou dény funkce f(z,y) = /22 + y? a g(z,y) =  — 3y + +/3xy. Naleznéte thel mezi gradienty funkei f

a g v bodé Xo = [3,4]. [cosa = —0.199, o = 101°30’/
Naleznéte bod, ve kterém gradient funkee z = In(z + i) je roven vektoru (1, —32). [[-3,3], 1Z,-3]]

Naleznéte body, ve kterych se velikost gradientu funkce z = (22 + yz)% rovna 2.

[Body lezici na kruznici x* + y* = 2]

Urcete tihel mezi gradienty funkce f(z,y) =In% v bodech A = [1, 1], B =[1,1]. [cosp = \/ifo]
Uréete thel mezi gradienty funkce f(z,y,2) = 2% + y? + 22 v bodech A = [a,0,0], B = [0, a, 0]. [ 5]
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. Spoctéte smérovou derivaci funkce f v bodé Xy ve sméru §.
a) f(z,y) = 2% —y?> + 2, Xo = [1, 3], § svird s kladnym smérem osy z tihel 150°:
«) podle definice,
B) vzorcem f;.(XO) = gradf(Xy) - §.
b) f(xvy) = ln(ez + ey)v Xo = [070}7 §= (17 71)'

Uréete smérovou derivaci funkee f(z,y) = ® ¥ v bodé X, = [1,1] ve sméru vektoru §= (2,1). [ 6e2/
Je ddna funkee f(z,y) = 2% + y* a bod Xy = [2, 3]. Uréete:

a) Smér, ve kterém funkce f v bodé X, nejvice roste. Nf(Xo) = (4,6)]
b) Uréete thel, pod kterym funkce f v bodé Xy nejvice roste. Jao =82,1°]

Uréete vektor § v jehoz sméru funkce f(z,y) = 2% + y? v bodé Xo = [2, 3] stoupd pod tihlem 45°.
[Duvé Fesent, § = (0,90; —0,43) a s’ = (—0,75;0,66)]

Je déna funkce f(z,y) = 2% — 22%y + 2y*> + 1 abod M = [1,2] a N = [4,6]. Urcete:
a) Smérovou derivaci funkce f ve sméru vektoru MN. [5]
b) Smeérovou derivaci funkce f ve sméru jednotkového vektoru, ktery jde z bodu M do N. [1]
Uréete derivaci funkce f(z,y) = 32* + 2y + y> v bodé M = [1,2] ve sméru jednotkového vektoru, ktery
s s , -« , ° 1
svird s kladnym smérem osy « thel 135°. [ 7 /
Uréete derivaci funkce f(x,y) = In(z +y) v bodé [1, 2] lezicim na parabole y? = 4x ve sméru jednotkového
vektoru te¢ny k parabole v tomto bodé. [ g /
Urcete derivaci funkce f(z,y) = arctg(zy) v bodé [1,1] ve sméru jednotkového vektoru osy prvniho
kvadrantu. / % ]
Urcete derivaci funkce f(x,y) = In(e® + e¥) v pocdtku souradnicového systému ve sméru jednotkového
vektoru, ktery svird s kladnym smérem osy = thel a. [ 3(cosa + sina)]
Urcete derivaci funkce f(z,y) = arctg% v bodé [%, @] lezicim na kruznici 2 + y? — 22 = 0 ve sméru
jednotkového vektoru teény ke kruznici v tomto bodé. [—3

a) Zapiste prvni parcidlni derivace funkce z = F(x,y), kterd je zaddna jako slozend funkce z funkef u a v
jako z = F(z,y) = f(u(z,y),v(z,y))

5 e OF _ i _ OfQu | 9f du. OF _

Resem.a—ifz;fa—ia—era—ia—;, 875*

b) Vypoététe takto parcidlni derivace funkce f(z,y) = cos?(zy) + 3e*t¥, u které si zvolme napifklad
oznaceni f(z,y) = (u(z,y))? + 3v(z,y).

sinx

¢) Derivujte jako slozenou funkci funkei f(z,y) = (Inx)

d) Zamyslete se nad vypoctem W funkee f(z,y) = u® + 3v, kde u(x,y) = cos(xy) a funkce v je ddna
implicitné rovnici vx 4+ Inv +y = 0.

Méjme funkci f : R?> — R, kterd md v bodé Xy = [z, 0] spojité parcidlni derivace az do Fadu 3.
Zapiste pomoci sumaé¢ni symboliky i ,rozepsanim“ totélni diferencidly 1., 2. a 3. fddu (tj. df(Xo;h, k),
d?f(Xo; h, k) a d®f(Xo; h, k)) funkce f v bodé X, pii piirastku h = (h, k).

Urcete totélni diferenciél funkce f(x,y) = xz_yyz v bodé Xy = [2;2] pii prirustku h= (0,03;0,01). f0,02/

x

Urcete totalni diferencidl funkce f v bodé X pfi piirustku h.

a) f(z,y) = e®cosy, Xo = [0;0], h = (dz,dy), [dz]
b) f(@,y) = sotoz, Xo = [~1;2], h = (dz,dy), [Zdz — &dy]
c) flz,y,2) = 2¥%, Xo = [z;y; 2], h= (dzx,dy, dz), [x¥* 7Y (yzdz + zzInzdy + 2y Inzdz)]
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d) f(xvy) = ma Xo = [1;2]7 E = (_0702;07 ]-)a /df(Xo,h, k) = _070035/
e) f(z,y) = e** cos(3y), Xo = [z;y], h = (dw,dy). [3dx — 5zdy]
28. Pomoci totalniho diferencidlu vypoctéte pribliznou hodnotu
a) 0,975 [0,97]
b) sin 27° - tg 46°,
1

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

’ 0,0401
) 30082 15 2.1 [0, 0401
Uréete totdln{ diferencidl 2. fddu funkce f v bodé Xy pii piirustku (h, k).
a) f(z,y) =e", Xo =[1,2], (h,k) = (0,1;-0,3),
b) f(x,y) = e cosy.

Uvazujme nerezovou nédrz ve tvaru rota¢niho valce s polomérem r a vyskou v. Pomoci diferencidlu

vypoctéte priblizné objem néadrze pro vstupni hodnoty:

a) r=20,75 m, v =3 m, dr = 10 c¢m, dv = 10 cm.

b) r=0,75m, v =3 m, dr = 10 cm, dv = 0 cm.

¢)r=0,7m,v=3m,dr=0cm, dv=10 cm.

d) Proved'te tivahu a potvrd'te ji vypoctem, jaké jsou mezni rozméry, pfi kterych je vliv zmény poloméru

a zmény vysky na objem stejny.

Reseni piikladu 30 d):

Hleddame vztah mezi r a v tak, aby oba dva ¢leny diferencidlu nabyvali stejné hodnoty pro dr = dv, tedy
T

aby platilo m2rvdr = 7r2dv. tedy musi platit v = 5. Pfi rozmérech v = ¢ mé zména poloméru o dr

(a soucasné dv = 0) stejny vliv na objem jako zmeéna vysky o dv (a soucasné dr = 0).
Pomoci totdlniho diferencialu urcete, o kolik se zméni délka diagondly a obsah obdélnika se stranami
a =6 m, b =8 m, jestlize se kratsi strana zvétsi o 2 mm a delsi strana se zkrati o 5 mm.

[obsah se zmensi o 1,4 dm?, diagondla se zkrdti o 2,8 mm]

Necht je stfedovy thel kruhové vysete a = 60° zvétsen o 1°. O kolik je tfeba zmensit ptivodni polomér
R = 20 cm této vysece, aby jeji plocha zustala zachovdna? [zmensit o % cmf

Méjme komoly jehlan se ¢tvercovymi zdkladnami, které maji délky stran a = 2 m, resp. b = 1 m a vyskou
v =1 m. O kolik musime zménit vysku v, dojde-li ke zvétseni strany a o 7 cm a zmensSeni strany b o 7 cm
za podminky, Ze objem zustane stejny.

[Priklad se dd resit stredoskolskou matematikou, kde V = %U(SH + Sy ++/5153). Vysku je potreba
zmensit o cca 1 cm.]

Méjme funkci f : R™ — R, kterd ma v bodé Xy a v jeho okoli spojité parcialni derivace az do fadu
m vCetné. ZapiSte pomoci sumaéni symboliky a totdlnich diferenciali Tayloruv polynom stupné m, tj.
T (X).

Uréete Tayloruv polynom 7,,(X) stupné m funkce f v bodé Xj.
a) f(x,y) =cosz-cosy+2, m=2 Xy=][0,0],

b) f(z,y) =sinz-siny, m =2, Xo = [5, 3n],
¢) flz,y) =¥, m=3, Xo=[1,1],

d) f(z,y) = Sogyr m =2, Xo = [0,0],

e) flz,y) =%, m=3, Xo=[1,1],

f) flx,y) = et . m=3, Xg= [1,-1],

g) flr,y) =vV1-22 =2, m=2 Xo=[3,1],
h) f(z,y) =Iny/22+ 42, m =2, Xo = [1,1],

a) Grafické teseni piikladu 35 a) je na obrézku 4. Obrazek je vygenerovany v softwaru GeoGebra, viz
https://www.geogebra.org/m/Ehnz3hGb
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Funtion: cos(x) cos(y) + 2

Point P=(0,0)
Xy =0

L
y0=0

@

D First degree Taylor polynomial

Second degree Taylor polynomial
P?(x,y) = cos(0) cos(0) + 2 — cos(0) sin(0) (x) — cos(0) sin

+% (7 cos(0) cos(0) (x)*+ 2 sin(0) sin(0) (x) (y) — cos(0)

Obrézek 4: Graf funkce f(x,y) = cosx - cosy + 2 (modfe) a pifslusny Tayloruv polynom Ts(z,y) v bodé
Xo =10,0] (zelené)

w2 _ 352
b) To(z,y) = —1 + L2 Hw=2m
C) f(XO):11:17
fo=y2"t = fi(Xo) = 1,
fy=2YInz = f(Xo) =0,
1= yly— Va2 = (y? — )i = f1,(Xo) =0,
foy =129 Lyy-avIhnz-1= f(Xo) =1,
f” Inz-z¥Inx = f; (Xo) =0,

;’g’m =yly—1(y 22)xy M A 2(Xo) =0,
= Qy—12v2 + (Y —y)av*Inz-1= [ (Xo) =1,

v o=Inzx(l-2¥ 1+ yz¥ " tlnz-1)+2v tlnz-1= 7 (Xo) =0,

?lyy 1" vy
=lnzlnz-2¥lnz = (Xo) = 0.

yyy yyy
Ts(x y)=1+ (z— 1)+0 (y— 1)+0(w 1)242-1(z— 1)(y 1)+0-(y—1)? O(a; 1)*4+3-1-(z—1)% (y— 1)+30(a: D(y=1)°40-(y—1)* _
:1+(:c—1)+(:v—1)( -1)+13 (m—l)( 1)—x+(x—1)( -1)+3 (a:—l)( —1).

d) To(z,y) = 1 + =20

) To(z,y) = V2/2=V2(z — 5)/2=V2(y— 5)/2 - 3V2(z - 3)* /4= V2(y — 5)(z — 5)/2 = 3v2(y — 5)* /4.
h) Ty(z,y) = =5 + 62 + 15(x — 1)2 4+ 3(y — 2)(x — 1) + 20(x — 1) + Be=2e=1" 2;““ L7

1,04
36. Pomoci Taylorova polynomu 2. fadu vypocététe pfiblizné hodnotu arctgm.

37. Je déna funkce f(z,y) = 5z 4+ 4siny a bod Xy = [2,5].
a) Urcete Tayloruv polynom 2. stupné funkce f v bodé Xj.
b) Pomoci uréeného Taylorova polynomu 2. stupné uréete pribliznou hodnotu 5-(2,03)2 +4-sin (% +0, 1).
c¢) Odhadnéte chybu, které se dopustite, kdyz funkei f nahradite Taylorovym polynomem 2. stupné.

Resen{ prikladu 37:
a) To(x,y) = 20 + 23 +

b) 5-(2,03) +2-sin (% 4 0,1) = T5(2,02; %) - 24, 25128.
¢) Pro odhad druhého Taylorova zbytku Rs(z, y) pouzijeme Lagrangeuv tvar R, (z,y) = (m+1)l L dmt (X o+

20(1:—2)—}-2(34—%)+10(x—2)2+2-0—2\/§(y—%)2
5 .

1
HX — Xo); h, k), kde 9 € (0,1), ktery odhadneme napiiklad jako |Ra(z,y)| < 3¢ (|| + |k|)?, kde kon-
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38.

39.

stanta ¢ je suprémem s absolutnich hodnot tietich derivaci funkce f v bodech XO +3(X —Xp) prod € (0,1).
V nasem pifpadé h =z — 29 =2,03-2=10,03, k =y —yo =5 +0,1 —F =0,1ac=4(tj. [cosyl
1

jsme odhadli celkem hrubé hodnotou 1, tedy | — 4 cosy| < 4). Potom |Ra(z,y)| < 3 -4-(]0,03| + [0,1])* =
1,4646 - 1073,

Pozndmka: Vypoctem na kalkulacce zjistime, ze 5 - (2,03)% + 4 - sin (5 +0,1) = 24,2510. Provedeme-li
kontrolu naseho vypoctu, tak vidime, Ze skutecné plati 24,25128 € (24,2510 — 1,4646 - 1073,24,2510 +
1,4646 - 1073). Poznadmka: Odhad m-tého Taylorova zbytku by se dal udélat i presnéji (napifklad misto
souctu |h| + |k| uvazovat |h + k|, ale my jsme pro odhad pouzili radéji jemnéjsi podminku, kterou jsme
pak schopni pouzit i v piikladu 38, kde by |h 4 k| vychdzelo rovno nule).

Pozndamka: Ukazme odvozeni vztahu pro odhad |Ry,(x,y)| krok po kroku. Vime, Ze

R (z,y) = d™ M f(Xo 4+ 9(X — Xo); b, k), 9 € (0,1)

(m+1)!

a Ze wvedeny diferencidl (m + 1). 7ddu funkce f muZeme zapsat jako

0= X k)= 0 ()AL (00 - o))k
body na tsecce prirustek mitme=m+l !

Poznamenejyme, Ze suma je myslena pres vsechny mozné kombinace mocnin my1 a meo, pro které plati
my +ma = m+ 1. Také stoji za zminku, Ze plati (”;:1) = o ((Zj:ll)'ml), = g?,ti);, = (m'H) Hodnoty
derivaci ve vnitinich bodech tsecky s krajnimi body Xo a X = Xo + (h, k) odhadneme pomoci konstanty ¢

a vytkneme ji ze sumy. Proved'me jesté tento odhad

m+1 m+1
SR < S |R[™ |k|™2 = (|R] 4 |k
> (" < X () a0

mi+mo=m-+1 mi+mo=m-+1

Celkové tedy pro odhad chyby plati

1

1) -+ (|h] + k)™ *

| R (2, )] <

1
Je déna funkee f(z,y) = — +Iny a bod Xy = [-2,1].
x

a) Urcete Tayloruv polynom 2. stupné funkce f v bodé Xj.
b) Pomoci uréeného Taylorova polynomu 2. stupné urcete pribliznou hodnotu = 01)2 +1n1,01.
¢) Odhadnéte chybu, které se dopustite, kdyz funkci f nahradite Taylorovym polynomem 2. stupné.
Resen{ piikladu 38:
1 i@+2)+@w+1) 2@+22+2-0-(y—1)?
b) (=zoryz + 101,01 = T3(-2,01;1,01) = 0, 25746875.
¢) Pouzijeme-li pro odhad druhého Taylorova zbytku Ra(z,y) nerovnost z fesen{ piikladu 37 c), potom
|Ry(z,y)| < L-2-(]—0,01] +10,01])3 =2,6- 1076

Spoctéte piibliznou hodnotu cos(3,17) + /3,98 s chybou mensf nez 1075.

Resenf pitkladu 39:

Uvazujme funkci f(z,y) = cosz + /y a bod Xg = [7,4]. Potom z —xg = h =3,1T—may—y =k =
4-3,98 = —0,02. Vime ze f(z,y) = Th(z,y)+ R (z,y), kde pro odhad zbytku R,,, v Lagrangeové tvaru
plati |Rp (2, y)| < c- (Jh] + |k])™*! a konstantu ¢ odhadneme z pifslusnych parcidlnich derivact
funkce f.

fi = —sinax a urcité plati, ze f.(x,y) < 1 pro vSechny body [z,y] lezici uvniti tsecky s krajnimi body
[m;4] a [3,17;3,98], tj. pro body [z,y] = [r; ] +9(3,17 — 7; 3,98 — 4), kde ¥ € (0,1).

m+1)‘ ’
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40.

41.

/

Y

Y = —cosz, urdéité plati f (x,y) < 1.

oy = 0, urcité plati f (z,y) < 1.
"

N 1 ST 7 1"
W= urcité plati fy, (z,y) < 1.
1

= ﬁ, urcité plati f; (z,y) < 1.

"
Txrx
"
TTY
"

= sinz, urcité plati f (z,y) <
= O., uréitéwplvatl' g’c’g’cy(/,af,y) <1
2y = S0 x5, urcité plati f77 (v, y) < 1.
3,2 _3_1 i .
oy = 3Y2 =3 7 uréite plati f,7 (z,y) < 1.

Polozme tedy ¢ = 1 a podivejme se na odhady |R,,(z,y)l:

m ‘ |Rin (2, )|

0 | 0,04840 > 10~°

1 ]0,00117128 > 10°
2
3

0,000018897 > 10~°
2,28649-1077 < 107°

Vidime, ze abychom dosdhli chyby mensi nez 1075, musime funkci f nahradit Taylorovym polynomem
stupné 3. Vypoéteme T3 (z,y) = y/4+(z—7)?/2— (y—4)?/64+ (y—4)3 /512 a po dosazeni T5(3,17;3,98) =
0,9953972231, coz je urcité vysledek s pozadovanou pfesnosti, protoze s pouzitim kalkulacky vychazi
cos 3,17 + /3,98 = 0,9953971955 a 0, 9953971955 — 0, 9953972231 < 1075,

Pozndmka:

Udélejme si jasnéjsi predstavu, k ¢emu ndm odhad chyby je uZitecny. Odhad ndm 7ikd, Ze ,na jistotu
bude pouZziti Taylorova polynomu stupné 8 v poZadované toleranci. Z toho usoudime, Ze Tayloriv polynom
stupné 2 by v poZadované toleranci byt nemél. Po ovéreni vypoctem, kde

To(z,y) = y/4+ (x — m)?/2 — (y — 4)?/64 a T»(3,17;3,98) = 0.9953972387 vidime, Ze uZ také Ts(x,y)
ddvd vijsledek, kteryj se od skutecné hodnoty lisi o méné nez 1072,

V tuto chvili je potreba si uvédomit, Ze odhad chyby Ry, (x,y) byl udéldn relativné ,nahrubo“ a hlavné ,na
Jistotu®, aby fungoval univerzdlné pro vsechny funkce f(x,y). Pokud bychom chtéli odhad vic ,natésno*,
tak bychom pro konkrétni zadanou funkci f mohli manévrovat napriklad s odhady jednotlivych ¢lent dife-
rencidlu.

«

Urcete rovnici te¢né roviny a parametrické rovnice normaly ke grafu funkce f v bodé Xj:

a) f(zvy):2x2+y27X0:[1717?]7 [T4x—|—2y—z—3:0,n]
b) f(x,y) = x* + 222y —ay + 2, Xo = [1,7,2], [ribr+y—2—-3=0,n:...]
c) f(z,y) = V22 +y% — 2y, Xo = [3,4,7], frol7z+11y+52—-60=0n:...]

K elipsoidu 22 + 2y? + 22 = 1 uréete te¢nou rovinu, kterd je rovnobéznd s rovinou 4x + 2y + z = 1.
[Az +2y + 2z £ /19 =0/
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