
SA2 - funkce v́ıce proměnných - parciálńı derivace, gradient, směrová derivace,
totálńı diferenciál, Taylor̊uv polynom, tečná rovina 6. března 2020, ÚM FSI VUT v Brně

1. Je dána funkce f(x, y) a g(x, y, z). Vypǐste symbolicky všechny 1., 2. a 3. parciálńı derivace funkce f
a funkce g.

2. Spočtěte všechny prvńı parciálńı derivace funkćı:
a) f(x, y) = x4 + y4 − 4x2y2,
b) f(x, y) = xy+x

y ,

c) f(u, v) = u
v2 ,

d) f(k, l) = k sin(k − l),
e) f(x, y) = x sin3(2− y),
f) f(a, b) = ln

√
a2 + b2.

3. Spočtěte všechny prvńı parciálńı derivace funkce f v bodě X0:

a) f(x, y) = ln(x+
√
y3) · y, X0 = [1, 0],

b) f(x, y) = x3y, X0 = [e, 1].

4. Spočtěte všechny parciálńı derivace druhého řádu funkce f v bodě X0:

a) f = ln(x+
√
x2 + y2), X0 = [1, 0], [ −1, 1

4 ,0]

b) f = arctg
x+ y

1− xy
, X0 = [0, 1], [ 0, − 1

2 , 0]

c) f = exe
y

, X0 = [0, 0]. [ 1, 0, 1]

5. Spočtěte gradient funkce f(x, y) = ln x
y v bodě X0 = [5, 1]. [gradf(X) = ~∇f =

(
1
x ,−

1
y

)
]

6. Za pomoci vhodného softwaru nakreslete vektorové pole gradientu funkce f .
a) f(x, y) = x2 + y2,
b) f(x, y) = −x2 − y2,
c) f(x, y) = sinx · sin y.
Poznámka: Lze použ́ıt např́ıklad WolframAlpha.com a zadat pro danou funkci př́ıkaz plot grad.

Řešeńı př́ıkladu 6 je na obrázćıch 1, 2 a 3.

Obrázek 1: Graf funkce f(x, y) = x2 + y2 (vlevo) a jej́ı vektorové pole gradientu (vpravo)

7. Spočtěte velikost gradientu funkce f(x, y) = cos(xy) +
√
x2 + y2 v bodě X0 =

[
π
3 , 0
]
.

[~∇f(X0) = (1, 0), |~∇f(X0)| = 1]
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Obrázek 2: Graf funkce f(x, y) = −x2 − y2 (vlevo) a jej́ı vektorové pole gradientu (vpravo)

Obrázek 3: Graf funkce f(x, y) = sinx · sin y (vlevo) a jej́ı vektorové pole gradientu (vpravo)

8. Spočtěte intenzitu elektrického pole v bodě X0 = [1, 2], je-li jeho potenciál ϕ(x, y) = 1√
x2+y2

.

Plat́ı: ~E(x, y) = −~∇ϕ(x, y).

9. Jsou dány funkce f(x, y) =
√
x2 + y2 a g(x, y) = x− 3y +

√
3xy. Nalezněte úhel mezi gradienty funkćı f

a g v bodě X0 = [3, 4]. [ cosα = −0.199, α = 101◦30′]

10. Nalezněte bod, ve kterém gradient funkce z = ln(x+ 1
y ) je roven vektoru (1,− 16

9 ). [ [− 1
3 ,

3
4 ], [ 73 ,−

3
4 ]]

11. Nalezněte body, ve kterých se velikost gradientu funkce z = (x2 + y2)
3
2 rovná 2.

[Body lež́ıćı na kružnici x2 + y2 = 2
3 ]

12. Určete úhel mezi gradienty funkce f(x, y) = ln y
x v bodech A = [ 12 ,

1
4 ], B = [1, 1]. [ cosϕ = 3√

10
]

13. Určete úhel mezi gradienty funkce f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 v bodech A = [a, 0, 0], B = [0, a, 0]. [ π
2 ]

2
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14. Spočtěte směrovou derivaci funkce f v bodě X0 ve směru ~s.
a) f(x, y) = x2 − y2 + 2, X0 = [1, 3], ~s sv́ırá s kladným směrem osy x úhel 150◦:
α) podle definice,
β) vzorcem f

′

~s(X0) = gradf(X0) · ~s.
b) f(x, y) = ln(ex + ey), X0 = [0, 0], ~s = (1,−1).

15. Určete směrovou derivaci funkce f(x, y) = ex
2+y2 v bodě X0 = [1, 1] ve směru vektoru ~s = (2, 1). [ 6e2]

16. Je dána funkce f(x, y) = x2 + y2 a bod X0 = [2, 3]. Určete:

a) Směr, ve kterém funkce f v bodě X0 nejv́ıce roste. [~∇f(X0) = (4, 6)]
b) Určete úhel, pod kterým funkce f v bodě X0 nejv́ıce roste. [α

.
= 82, 1◦]

17. Určete vektor ~s v jehož směru funkce f(x, y) = x2 + y2 v bodě X0 = [2, 3] stoupá pod úhlem 45◦.

[Dvě řešeńı, ~s
.
= (0, 90;−0, 43) a ~s′

.
= (−0, 75; 0, 66)]

18. Je dána funkce f(x, y) = x3 − 2x2y + xy2 + 1 a bod M = [1, 2] a N = [4, 6]. Určete:

a) Směrovou derivaci funkce f ve směru vektoru ~MN . [ 5]
b) Směrovou derivaci funkce f ve směru jednotkového vektoru, který jde z bodu M do N . [ 1]

19. Určete derivaci funkce f(x, y) = 3x4 + xy + y3 v bodě M = [1, 2] ve směru jednotkového vektoru, který
sv́ırá s kladným směrem osy x úhel 135◦. [ − 1√

2
]

20. Určete derivaci funkce f(x, y) = ln(x+y) v bodě [1, 2] lež́ıćım na parabole y2 = 4x ve směru jednotkového

vektoru tečny k parabole v tomto bodě. [
√
2
3 ]

21. Určete derivaci funkce f(x, y) = arctg(xy) v bodě [1, 1] ve směru jednotkového vektoru osy prvńıho
kvadrantu. [ 1√

2
]

22. Určete derivaci funkce f(x, y) = ln(ex + ey) v počátku souřadnicového systému ve směru jednotkového
vektoru, který sv́ırá s kladným směrem osy x úhel α. [ 1

2 (cosα+ sinα)]

23. Určete derivaci funkce f(x, y) = arctgxy v bodě [ 12 ,
√
3
2 ] lež́ıćım na kružnici x2 + y2 − 2x = 0 ve směru

jednotkového vektoru tečny ke kružnici v tomto bodě. [ − 1
2 ]

24. a) Zapǐste prvńı parciálńı derivace funkce z = F (x, y), která je zadána jako složená funkce z funkćı u a v
jako z = F (x, y) = f

(
u(x, y), v(x, y)

)
Řešeńı: ∂F

∂x = z′x = ∂f
∂u

∂u
∂x + ∂f

∂v
∂v
∂x ; ∂F

∂y = . . .

b) Vypočtěte takto parciálńı derivace funkce f(x, y) = cos2(xy) + 3ex+y, u které si zvolme např́ıklad
označeńı f(x, y) = (u(x, y))2 + 3v(x, y).

c) Derivujte jako složenou funkci funkci f(x, y) = (lnx)sin x.

d) Zamyslete se nad výpočtem ∂f(x,y)
∂x funkce f(x, y) = u2 + 3v, kde u(x, y) = cos(xy) a funkce v je dána

implicitně rovnićı vx+ ln v + y = 0.

25. Mějme funkci f : R2 → R, která má v bodě X0 = [x0, y0] spojité parciálńı derivace až do řádu 3.
Zapǐste pomoćı sumačńı symboliky i

”
rozepsáńım“ totálńı diferenciály 1., 2. a 3. řádu (tj. df(X0;h, k),

d2f(X0;h, k) a d3f(X0;h, k)) funkce f v bodě X0 při př́ır̊ustku ~h = (h, k).

26. Určete totálńı diferenciál funkce f(x, y) = x2−y2
xy v bodě X0 = [2; 2] při př́ır̊ustku ~h = (0, 03; 0, 01). [0, 02]

27. Určete totálńı diferenciál funkce f v bodě X0 při př́ır̊ustku ~h.

a) f(x, y) = ex cos y, X0 = [0; 0], ~h = (dx, dy), [dx]

b) f(x, y) = 1
x2+y2 , X0 = [−1; 2], ~h = (dx, dy), [ 2

25dx− 4
25dy]

c) f(x, y, z) = xyz, X0 = [x; y; z], ~h = (dx, dy,dz), [xyz−1(yzdx+ xz lnxdy + xy lnxdz)]
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d) f(x, y) = 1
3x2+5y2 , X0 = [1; 2], ~h = (−0, 02; 0, 1), [df(X0;h, k)

.
= −0, 0035]

e) f(x, y) = e2x cos(3y), X0 = [x; y], ~h = (dx,dy). [ 2
25dx− 4

25dy]

28. Pomoćı totálńıho diferenciálu vypočtěte přibližnou hodnotu

a) 0, 971,05, [0, 97]

b) sin 27◦ · tg 46◦,

c)
1

3 · 0, 982 + 5 · 2, 12
. [0, 0401]

29. Určete totálńı diferenciál 2. řádu funkce f v bodě X0 při př́ır̊ustku (h, k).
a) f(x, y) = exy, X0 = [1, 2], (h, k) = (0, 1;−0, 3),
b) f(x, y) = ex cos y.

30. Uvažujme nerezovou nádrž ve tvaru rotačńıho válce s poloměrem r a výškou v. Pomoćı diferenciálu
vypočtěte přibližně objem nádrže pro vstupńı hodnoty:
a) r = 0, 75 m, v = 3 m, dr = 10 cm, dv = 10 cm.
b) r = 0, 75 m, v = 3 m, dr = 10 cm, dv = 0 cm.
c) r = 0, 75 m, v = 3 m, dr = 0 cm, dv = 10 cm.
d) Proved’te úvahu a potvrd’te ji výpočtem, jaké jsou mezńı rozměry, při kterých je vliv změny poloměru
a změny výšky na objem stejný.

Řešeńı př́ıkladu 30 d):
Hledáme vztah mezi r a v tak, aby oba dva členy diferenciálu nabývali stejné hodnoty pro dr = dv, tedy
aby platilo π2rvdr = πr2dv. tedy muśı platit v = r

2 . Při rozměrech v = r
2 má změna poloměru o dr

(a současně dv = 0) stejný vliv na objem jako změna výšky o dv (a současně dr = 0).

31. Pomoćı totálńıho diferenciálu určete, o kolik se změńı délka diagonály a obsah obdélńıka se stranami
a = 6 m, b = 8 m, jestliže se kratš́ı strana zvětš́ı o 2 mm a deľśı strana se zkrát́ı o 5 mm.

[obsah se zmenš́ı o 1, 4 dm2, diagonála se zkrát́ı o 2,8 mm]

32. Necht’ je středový úhel kruhové výseče α = 60◦ zvětšen o 1◦. O kolik je třeba zmenšit p̊uvodńı poloměr
R = 20 cm této výseče, aby jej́ı plocha z̊ustala zachována? [zmenšit o 1

6 cm]

33. Mějme komolý jehlan se čtvercovými základnami, které maj́ı délky stran a = 2 m, resp. b = 1 m a výškou
v = 1 m. O kolik muśıme změnit výšku v, dojde-li ke zvětšeńı strany a o 7 cm a zmenšeńı strany b o 7 cm
za podmı́nky, že objem z̊ustane stejný.

[Př́ıklad se dá řešit středoškolskou matematikou, kde V = 1
3v(S1 + S2 +

√
S1S2). Výšku je potřeba

zmenšit o cca 1 cm.]

34. Mějme funkci f : Rn → R, která má v bodě X0 a v jeho okoĺı spojité parciálńı derivace až do řádu
m včetně. Zapǐste pomoćı sumačńı symboliky a totálńıch diferenciál̊u Taylor̊uv polynom stupně m, tj.
Tm(X).

35. Určete Taylor̊uv polynom Tm(X) stupně m funkce f v bodě X0.
a) f(x, y) = cosx · cos y + 2, m = 2, X0 = [0, 0],
b) f(x, y) = sinx · sin y, m = 2, X0 =

[
π
2 ,

3
2π
]
,

c) f(x, y) = xy, m = 3, X0 = [1, 1],
d) f(x, y) = cos x

cos y , m = 2, X0 = [0, 0],

e) f(x, y) = x
y , m = 3, X0 = [1, 1],

f) f(x, y) = ex+y, m = 3, X0 = [1,−1],

g) f(x, y) =
√

1− x2 − y2, m = 2, X0 = [ 12 ,
1
2 ],

h) f(x, y) = ln
√
x2 + y2, m = 2, X0 = [1, 1],

i) f(x, y) = x3y, m = 3, X0 = [1, 2].

Řešeńı:
a) Grafické řešeńı př́ıkladu 35 a) je na obrázku 4. Obrázek je vygenerovaný v softwaru GeoGebra, viz
https://www.geogebra.org/m/Ehnz3hGb

4
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Obrázek 4: Graf funkce f(x, y) = cosx · cos y + 2 (modře) a př́ıslušný Taylor̊uv polynom T2(x, y) v bodě
X0 = [0, 0] (zeleně)

b) T2(x, y) = −1 +
(x−π2 )2+(y− 3

2π)
2

2 .
c) f(X0) = 11 = 1,
f ′x = yxy−1 ⇒ f ′x(X0) = 1,
f ′y = xy lnx⇒ f ′y(X0) = 0,
f ′′xx = y(y − 1)xy−2 = (y2 − y)xy−2 ⇒ f ′′xx(X0) = 0,
f ′′xy = 1 · xy−1 + y · xy−1 lnx · 1⇒ f ′x(X0) = 1,
f ′′yy = lnx · xy lnx⇒ f ′′yy(X0) = 0,
f ′′′xxx = y(y − 1)(y − 2)xy−3 ⇒ f ′′′xxx(X0) = 0,
f ′′′xxy = (2y − 1)xy−2 + (y2 − y)xy−2 lnx · 1⇒ f ′′xx(X0) = 1,
f ′′′xyy = lnx(1 · xy−1 + yxy−1 lnx · 1) + xy−1 lnx · 1⇒ f ′′′xyy(X0) = 0,
f ′′′yyy = lnx lnx · xy lnx⇒ f ′′′yyy(X0) = 0.

T3(x, y) = 1+1·(x−1)+0·(y−1)
1! + 0·(x−1)2+2·1(x−1)(y−1)+0·(y−1)2

2! + 0·(x−1)3+3·1·(x−1)2(y−1)+3·0·(x−1)(y−1)2+0·(y−1)3
3! =

= 1 + (x− 1) + (x− 1)(y − 1) + 1
2 (x− 1)2(y − 1) = x+ (x− 1)(y − 1) + 1

2 (x− 1)2(y − 1).

d) T2(x, y) = 1 + −x2+y2

2 .
e)
f)
g) T2(x, y) =

√
2/2−

√
2(x− 1

2 )/2−
√

2(y− 1
2 )/2− 3

√
2(x− 1

2 )2/4−
√

2(y− 1
2 )(x− 1

2 )/2− 3
√

2(y− 1
2 )2/4.

h) T3(x, y) = −5 + 6x+ 15(x− 1)2 + 3(y − 2)(x− 1) + 20(x− 1)3 + 33(y−2)(x−1)2
2 .

36. Pomoćı Taylorova polynomu 2. řádu vypočtěte přibližně hodnotu arctg
1, 04

0, 98
.

37. Je dána funkce f(x, y) = 5x2 + 4 sin y a bod X0 =
[
2, π3

]
.

a) Určete Taylor̊uv polynom 2. stupně funkce f v bodě X0.
b) Pomoćı určeného Taylorova polynomu 2. stupně určete přibližnou hodnotu 5 ·(2, 03)2+4 ·sin

(
π
3 + 0, 1

)
.

c) Odhadněte chybu, které se dopust́ıte, když funkci f nahrad́ıte Taylorovým polynomem 2. stupně.

Řešeńı př́ıkladu 37:

a) T2(x, y) = 20 + 2
√

3 +
20(x− 2) + 2(y − π

3 )

1
+

10(x− 2)2 + 2 · 0− 2
√

3(y − π
3 )2

2
.

b) 5 · (2, 03)2 + 2 · sin
(
π
3 + 0, 1

) .
= T2(2, 02; π3 ) · 24, 25128.

c) Pro odhad druhého Taylorova zbytkuR2(x, y) použijeme Lagrange̊uv tvarRm(x, y) = 1
(m+1)!d

m+1f(X0+

ϑ(X −X0);h, k), kde ϑ ∈ (0, 1), který odhadneme např́ıklad jako |R2(x, y)| ≤ 1

3
· c · (|h|+ |k|)3, kde kon-
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stanta c je suprémem s absolutńıch hodnot třet́ıch derivaćı funkce f v bodech X0+ϑ(X−X0) pro ϑ ∈ (0, 1).
V našem př́ıpadě h = x − x0 = 2, 03 − 2 = 0, 03, k = y − y0 = π

3 + 0, 1 − π
3 = 0, 1 a c = 4 (tj. | cos y|

jsme odhadli celkem hrubě hodnotou 1, tedy | − 4 cos y| ≤ 4). Potom |R2(x, y)| ≤ 1

3
· 4 · (|0, 03|+ |0, 1|)3 =

1, 4646 · 10−3.
Poznámka: Výpočtem na kalkulačce zjist́ıme, že 5 · (2, 03)2 + 4 · sin

(
π
3 + 0, 1

)
= 24, 2510. Provedeme-li

kontrolu našeho výpočtu, tak vid́ıme, že skutečně plat́ı 24, 25128 ∈ 〈24, 2510 − 1, 4646 · 10−3, 24, 2510 +
1, 4646 · 10−3〉. Poznámka: Odhad m-tého Taylorova zbytku by se dal udělat i přesněji (např́ıklad mı́sto
součtu |h| + |k| uvažovat |h + k|, ale my jsme pro odhad použili raději jemněǰśı podmı́nku, kterou jsme
pak schopńı použ́ıt i v př́ıkladu 38, kde by |h+ k| vycházelo rovno nule).

Poznámka: Ukažme odvozeńı vztahu pro odhad |Rm(x, y)| krok po kroku. Vı́me, že

Rm(x, y) =
1

(m+ 1)!
dm+1f(X0 + ϑ(X −X0);h, k), ϑ ∈ (0, 1)

a že uvedený diferenciál (m+ 1). řádu funkce f m̊užeme zapsat jako

dm+1f(X0 + ϑ(X −X0)︸ ︷︷ ︸
body na úsečce

; h, k︸︷︷︸
př́ır̊ustek

) =
∑

m1+m2=m+1

(
m+ 1

m1

)
f
(m+1)
xm1ym2 (X0 + ϑ(X −X0)) · hm1 · km2 .

Poznamenejme, že suma je myšlena přes všechny možné kombinace mocnin m1 a m2, pro které plat́ı

m1 + m2 = m + 1. Také stoj́ı za zmı́nku, že plat́ı
(
m+1
m1

)
= (m+1)!

m1!·(m+1−m1)!
= (m+1)!

m1!·m2!
=
(
m+1
m2

)
. Hodnoty

derivaćı ve vnitřńıch bodech úsečky s krajńımi body X0 a X = X0 + (h, k) odhadneme pomoćı konstanty c
a vytkneme ji ze sumy. Proved’me ještě tento odhad∑

m1+m2=m+1

(
m+ 1

m1

)
· hm1 · km2 ≤

∑
m1+m2=m+1

(
m+ 1

m1

)
· |h|m1 · |k|m2 = (|h|+ |k|)m+1.

Celkově tedy pro odhad chyby plat́ı

|Rm(x, y)| ≤ 1

(m+ 1)!
· c · (|h|+ |k|)m+1

38. Je dána funkce f(x, y) =
1

x2
+ ln y a bod X0 = [−2, 1].

a) Určete Taylor̊uv polynom 2. stupně funkce f v bodě X0.
b) Pomoćı určeného Taylorova polynomu 2. stupně určete přibližnou hodnotu 1

(−2,01)2 + ln 1, 01.

c) Odhadněte chybu, které se dopust́ıte, když funkci f nahrad́ıte Taylorovým polynomem 2. stupně.

Řešeńı př́ıkladu 38:

a) T2(x, y) =
1

4
+

1
4 (x+ 2) + (y + 1)

1
+

3
8 (x+ 2)2 + 2 · 0− (y − 1)2

2
.

b) 1
(−2,01)2 + ln 1, 01

.
= T2(−2, 01; 1, 01) = 0, 25746875.

c) Použijeme-li pro odhad druhého Taylorova zbytku R2(x, y) nerovnost z řešeńı př́ıkladu 37 c), potom
|R2(x, y)| ≤ 1

3 · 2 · (| − 0, 01|+ |0, 01|)3 = 2, 6 · 10−6.

39. Spočtěte přibližnou hodnotu cos(3, 17) +
√

3, 98 s chybou menš́ı než 10−5.

Řešeńı př́ıkladu 39:
Uvažujme funkci f(x, y) = cosx +

√
y a bod X0 = [π, 4]. Potom x − x0 = h = 3, 17 − π a y − y0 = k =

4−3, 98 = −0, 02. Vı́me, že f(x, y) = Tm(x, y)+Rm(x, y), kde pro odhad zbytku Rm v Lagrangeově tvaru
plat́ı |Rm(x, y)| ≤ 1

(m+1)! · c · (|h| + |k|)
m+1 a konstantu c odhadneme z př́ıslušných parciálńıch derivaćı

funkce f .
f ′x = − sinx a určitě plat́ı, že f ′x(x, y) ≤ 1 pro všechny body [x, y] lež́ıćı uvnitř úsečky s krajńımi body
[π; 4] a [3, 17; 3, 98], tj. pro body [x, y] = [π; 4] + ϑ(3, 17− π; 3, 98− 4), kde ϑ ∈ (0, 1).
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f ′y = 1
2
√
2
, určitě plat́ı f ′y(x, y) ≤ 1.

f ′′xx = − cosx, určitě plat́ı f ′′xx(x, y) ≤ 1.
f ′′xy = 0, určitě plat́ı f ′′xy(x, y) ≤ 1.

f ′′yy = − 1

4
√
y3

, určitě plat́ı f ′′yy(x, y) ≤ 1.

f ′′′xxx = sinx, určitě plat́ı f ′′′xxx(x, y) ≤ 1.
f ′′′xxy = 0, určitě plat́ı f ′′′xxy(x, y) ≤ 1.
f ′′′xyy = sinx, určitě plat́ı f ′′′xyy(x, y) ≤ 1.

f ′′′yyy = 3
8y
−5
2 = 3

8
1√
y5

, určitě plat́ı f ′′′yyy(x, y) ≤ 1.

Položme tedy c = 1 a pod́ıvejme se na odhady |Rm(x, y)|:

m |Rm(x, y)|
0 0, 04840 > 10−5

1 0, 00117128 > 10−5

2 0, 000018897 > 10−5

3 2, 28649 · 10−7 < 10−5

Vid́ıme, že abychom dosáhli chyby menš́ı než 10−5, muśıme funkci f nahradit Taylorovým polynomem
stupně 3. Vypočteme T3(x, y) = y/4+(x−π)2/2−(y−4)2/64+(y−4)3/512 a po dosazeńı T3(3, 17; 3, 98)

.
=

0, 9953972231, což je určitě výsledek s požadovanou přesnost́ı, protože s použit́ım kalkulačky vycháźı
cos 3, 17 +

√
3, 98

.
= 0, 9953971955 a 0, 9953971955− 0, 9953972231 < 10−5.

Poznámka:
Udělejme si jasněǰśı představu, k čemu nám odhad chyby je užitečný. Odhad nám ř́ıká, že

”
na jistotu“

bude použit́ı Taylorova polynomu stupně 3 v požadované toleranci. Z toho usoud́ıme, že Taylor̊uv polynom
stupně 2 by v požadované toleranci být neměl. Po ověřeńı výpočtem, kde
T2(x, y) = y/4 + (x − π)2/2 − (y − 4)2/64 a T2(3, 17; 3, 98)

.
= 0.9953972387 vid́ıme, že už také T2(x, y)

dává výsledek, který se od skutečné hodnoty lǐśı o méně než 10−5.
V tuto chv́ıli je potřeba si uvědomit, že odhad chyby Rm(x, y) byl udělán relativně

”
nahrubo“ a hlavně

”
na

jistotu“, aby fungoval univerzálně pro všechny funkce f(x, y). Pokud bychom chtěli odhad v́ıc
”

natěsno“,
tak bychom pro konkrétńı zadanou funkci f mohli manévrovat např́ıklad s odhady jednotlivých člen̊u dife-
renciálu.

40. Určete rovnici tečné roviny a parametrické rovnice normály ke grafu funkce f v bodě X0:

a) f(x, y) = 2x2 + y2, X0 = [1, 1, ?], [τ : 4x+ 2y − z − 3 = 0, n : . . .]

b) f(x, y) = x4 + 2x2y − xy + x, X0 = [1, ?, 2], [τ : 5x+ y − z − 3 = 0, n : . . .]

c) f(x, y) =
√
x2 + y2 − xy, X0 = [3, 4, ?], [τ : 17x+ 11y + 5z − 60 = 0, n : . . .]

41. K elipsoidu x2 + 2y2 + z2 = 1 určete tečnou rovinu, která je rovnoběžná s rovinou 4x+ 2y + z = 1.

[4x+ 2y + z ±
√

19 = 0]
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