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Predmluva

Tato skripta jsou urc¢ena pro studium predmétu Numerické metody I1. Vyklad navazuje
na uvodni kurz Numerické metody a proto se predpokladd, ze ¢tenar ma zakladni znalosti
o numerickych metodéach linearni algebry, feseni nelinearnich rovnic, interpolaci, nume-
rickém derivovani a integrovani, viz napft. [4].

Skripta uvadéji celou fadu algoritmu a doprovodny text [11] k tomu pFiddva piiklady
a cviceni. Pro implementaci algoritmu a experimentovani s nimi se vytecné hodi prostiedi
MATLABu.

Prvni kapitola se vénuje numerickému teSeni pocatecnich tloh pro obycejné diferen-
cidlni rovnice. Diléi témata jsou tradiéni, tj. Rungovy-Kuttovy metody, Adamsovy metody
a metody zpétného derivovani.

Ve druhé kapitole jsou uvedeny ctyti zakladni metody feSeni okrajovych tloh pro
oby¢ejné diferencidlni rovnice druhého fadu, a sice metoda stielby, diferenéni metoda,
metoda konecnych objemu a metoda konec¢nych prvku.

Treti kapitola je vénovana numerickym metodam feSeni parcidlnich diferencidlnich
rovnic. Pro eliptickou parcialni diferencialni rovnici ve dvou prostorovych proménnych je
uvedena diskretizace diferenc¢ni metodou, metodou konec¢nych objemu a metodou konec-
nych prvki. Reseni parabolické a hyperbolické parcidlni diferencidlni rovnice druhého
fadu v jedné prostorové proménné se provadi metodou primek. Pro hyperbolickou rovnici
prvniho fadu v jedné prostorové proménné je kromé metody pfimek pouzita také metoda
charakteristik.

V ramci klasickych tematickych okruhii jsem se snazil do skript zafadit takové numeric-
ké metody, které se v soucasnosti skuteéné pouzivaji. Vychézel jsem ptitom z osvédcenych
uéebnic numerické matematiky, jakymi jsou napi. knihy [10], [18], [20], [28], a z vynika-
jicich monografii, mezi nimi zejména [13], [23], [24], [15], [9], [2], [30]. Pokud jde o ¢eské
zdroje, nejvice podnétu jsem cerpal z knih [28], [29] a ze skript [17], [3] a [19].

Brno, kvéten 2015 Libor Cermak



1. Obycejné diferencialni rovnice: pocatecni ulohy

V této kapitole se budeme zabyvat problematikou numerického feseni pocatecnich tloh
pro obycejné diferencialni rovnice.

1.1. Formulace, zakladni pojmy

Pocatecéni problém pro ODR1 spoc¢ivd v urcéeni funkce y(t), kterd vyhovuje diferen-
cialni rovnici

y'(t) = f(t.y(t)) (1.1)
a splnuje pocatecni podminku
y(a) = 1. (1.2

Je-li v néjakém okoli D bodu [a,n] funkce f(¢,y) spojitd a spliuje-li v tomto okoli Lip-
schitzovu podminku s konstantou L vzhledem k proménné y, tj. plati-li

|f(t,u) — f(t,v)] < Llu—wv| Y[t,u],[t,v] € D, (1.3)

pak bodem [a,n] prochézi jediné teseni y(t) rovnice (1.1). Jestlize funkce f ma v D
omezenou parcidlni derivaci vzhledem k proménné y, tj. kdyz |0, f(¢,y)| < L, Lipschit-
zova podminka (1.3) plati. Jiny standardni vysledek fika, ze kdyz je funkce f spojita na
(a,b) x R a spliuje tam Lipschitzovu podminku, pak poc¢dteéni problém (1.1), (1.2) ma
jediné feseni definované v celém intervalu (a, b).

Pocatecni problém pro soustavu ODR1 znamena urcit funkece y(¢), . . ., yq(t) spliujici
diferencialni rovnice

yi(t) = filt,nn(t), . walt), §=1,2,....4d,
a pocatecni podminky

yjla)=mn;, j=12,....d

y' () =£ty(), yla)=mn, (1.4)
kde

y(t) = (1), 92(t), . wa®)", ¥ () = (Wi (1), 05(8), -, ya(t)T,

f(t,y(t) = (1t y(1), falt,y(®), -, fat,yONT, 1= (1,12, - ma)"

Je-li v okoli D bodu [a,n] funkce f(t,y) spojita a spliuje tam vzhledem k proménné y
Lipschitzovu podminku s konstantou L , tj. plati-li

|f(t,u) — £(¢t,v)|| < L|lu—v]| V[t,u],[t,v]€ D, (1.5)
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pak bodem [a,m] prochdzi jediné feSeni pocatecni tdlohy (1.4). M&-li £ v D omezené
parcidlni derivace {9f;(t,y)/0y; }¢ pak Lipschitzova podminka (1.5) plati. Je-li D =

ij=17
(a,b) x RY, jediné fesen{ existuje v celém intervalu (a, b).

Rovnice vyssiho fadu. Pocatecni problém pro obycejnou diferencialni rovnici tadu d,
y () = Flt,y®),y (1), ...,y (@) (1.6)
s pocatecnimi podminkami

y(a) =T, y/(a) =2 ’y(d_l)(a) =M,

lze snadno prevést na poc¢atecni problém (1.4) pro d rovnic fadu prvniho:

yi(t) = va(t), yi(a) =m,
Yo(t) = ys(t), Yy2(a) = na,
yéz—1(t) = yd(t)> yd—l(a) = Nd-1,

va(t) = F(t,51(8),92(1), -, yalt)),  wala) =na,

kde y1(t) = y(t), y2(t) = y'(t), -, yalt) =y V(1)

V dalsim budeme vzdy predpokladat, ze uvazovana pocatecni tloha ma v intervalu
(a,b) jediné Feseni. Budeme také predpoklddat, ze funkce f(¢,y) ma tolik spojitych deri-
vaci, kolik jich v dané situaci bude zapotiebi.

Jedna rovnice prvniho fadu s jednou nezndmou funkei je v aplikacich méné vyznamna
nez soustavy rovnic. Metody priblizného teseni se vSak snadnéji odvodi pro jednu rovnici
a lze je aplikovat bezprostfedné i na soustavy. Také analyza numerickych metod je pro
jednu rovnici podstatné snadnéjsi. Proto se v nasledujicim vykladu pfevazné omezime
jen na jednu rovnici. Z velkého mnozstvi metod uvedeme ty, které jsou pro své dobré
vlastnosti Siroce pouzivany. Mezi né bezesporu patii metody implementované do Matlabu
a praveé na né se v tomto textu zaméiime.

Numerickym feSenim pocatecni ilohy rozumime vypocet pribliznych hodnot hledaného
fesen{ y(¢) v bodech ¢, dosti husté vykryvajicich interval (a,b). Necht tedy

a=t) <t <---<tg=D>

je délentintervalu (a, b). Body t,, jsou uzly, vzdalenost 7,, = t,, 11 —t,, dvou sousednich uzlu
je délka kroku Jsou-li vSechny kroky stejné dlouhé, tj. kdyz 7, = 7 = (b—a)/Q, hovoiime
o rovnomérném (ekvidistantnim) déleni intervalu (a,b). V tom piipadé je t, = a + nr,
n=0,1,...,Q. Hodnotu ptesného feseni v uzlu ¢,, budeme znacit y(t,) a hodnotu ptibliz-
ného feseni y,,. Jestlize se nam podari najit ptriblizné feseni y,, n = 0,1, ..., (), mizeme
vypocitat pribliznou hodnotu feseni y(t) v libovolném bodé t € (a, b) interpolaci.

Numerickd metoda pro feseni pocatecni ulohy (1.1), (1.2) je pfedpis pro postupny
vypocet aproximaci yi,¥y2,...,Yg, Yo = 1 z pocatecni podminky. Metoda se nazyva
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k-krokovd, zavisi-li predpis pro vypocet aproximace y,.1 na piedchozich aproximacich
Yns Yn—1s - - - s Yn—k+1. Specidlné jednokrokova metoda pocitd priblizné teseni vy, v uzlu
tn,+1 jen pomoci znalosti ptiblizného teSeni v, v uzlu t,, priblizna teseni vy, 1, yYn_o2,. ..
spoctend v ptedchozich uzlech ¢, 1, t, o,... nepouziva. Vypocet y,.1 nazyvame kro-
kem metody od t, do t,41 (strucné krokem). Pii popisu kroku budeme u délky kroku
Tn = tpe1 — b, Vypoustét index, tj. piSeme 7,, = 7.

1.2. Eulerovy metody

Explicitni Eulerova metoda. Nejjednodussi numerickou metodou pro feseni tlohy
(1.1), (1.2) je ezplicitni Eulerova metoda (struéné EE metoda). EE metodu snadno odvo-
dime z Taylorovy formule

y(thrl) = y(tn + 7—) = y(tn> + Ty/(tn> + %TQy//(€n>7 gn € (tna tTL+1>‘ (17>

Uvéazime-li, ze y'(t,) = f(tn, y(tn)) a zanedbdme-li clen $7%y"(,), dostaneme

Y(tnir) = y(tn) + 7 (tn, y(tn))-

Vyrazy y(t,) a y(t,+1) nahradime jejich pfibliznymi hodnotami v, a y,.1, znaménko
priblizné rovnosti ~ nahradime znaménkem rovnosti a obdrzime predpis EE metody

Yn+1 = Yn + Tf(tna yn) . (]_8)

O explicitni metodé hovotime proto, ze pro urceni y,,; mame explicitni vzorec: dosa-
zenim znamé hodnoty y,, do pravé strany rovnice (1.8) obdrzime hledanou hodnotu ;1.
V anglicky psané literature se EE metoda oznacuje jako Fuler method resp. explicit Fuler
method resp. forward Euler method.

Diskretizacni chyby. Presnost numerické metody méiime pomoci tzv. lokdlni diskreti-
zacni chyby (anglicky local truncation error)

lte, = y(tns1) — y(tn) — 7f(tn y(tn)) -

Lokélni diskretizac¢ni chyba je tedy chyba, které se dopustime v jednom kroku metody za
tzv. lokalizacniho predpokladu, ze y, = y(t,) je presné feseni pocatecni ulohy (1.1), (1.2).
Z (1.7) pro EE metodu plyne

lte,, = 17%y"(&,) atedy |lte,| < O7?, kde C =

5 max |y"(t)],

1
2 4 <t<tni
coz 1ze struéné vyjadiit zdpisem lte, = O(72). Nésledujici pozndmka piipomind vyznam
Landauova symbolu O(77).
Poznamka. (O Landauové symbolu O(¢(h))). Necht (1) je funkce definovand v intervalu
(0, 70) a p jelibovolné éislo. Rekneme, ze funkce (1) je fadu O(77) a piseme (1) = O(7?),
jestlize existuje kladné ¢islo C' takové, ze pro vSechna 0 < 7 < 7 plati |p(7)| < CrP. O
Lokélni diskretizacn{ chyba pii redlném vypoctu nevzniké, nebot obecné neni splnén
lokalizacni predpoklad, tj. v, # y(t,). Lokalni diskretizacni chyba se uplatni jen pfi
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analyze vlastnosti numerické metody, napiiklad konvergence y, — y(t,). Pro praktické
ucely, napriklad pro fizeni délky kroku, je nutné pracovat s tzv. lokdlni chybou (anglicky
local error) definovanou ptedpisem

len = un(tn-l—l) — Yn+1,
kde w,(t) je tzv. lokdlni Teseni pocatecniho problému
Uy, (t) = f(t ua(t)), Un(tn) = Yn -

Lokélni chyba le, je tedy chyba, které se skutecné dopustime pii realném vypoctu v kroku
od t, do t,1. Da se ukazat, ze pro vypocet s dostatecné malymi délkami kroku je rozdil
mezi obéma lokdlnimi chybami prakticky zanedbatelny.

! E En+1
| e
: : Tf(tnv yn)
: : Un Yn+1
tn tn+1 t
Obr. 8.1. Diskretizacni chyby
Hromadénim lokéalnich chyb vznikéd globalni diskretizacni chyba
€n = y(tn) — Yn .
V piipadé rovnomérného déleni lze dokézat, ze
len] = |y(tn) — yn| < CT, n=01,...,0Q, (1.9)
kde C' je konstanta nezavisld na 7 = (b — a)/Q. Tuto skutecnost struéné vyjadiime

tvrzenim, ze globdlni diskretizacni chyba EE metody je ddu O(T). Rikdme také, ze EE
metoda je Tddu 1. Protoze e, — 0 pro Q — oo, numerické reseni ziskané EE metodou

konverguje k feseni presnému. Rikdme také, ze rychlost (fdd) konvergence EE metody je
rovna 1. Lokalni chyby lte,, le, a globdalni chyba e, jsou zakresleny v obrazku 1.1.
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Tvrzeni (1.9) lze snadno ovéfit v piipadeé, ze f(t,y) = f(t) nezavisi na y. Pak totiz
Y(tigr) = y(ty) + 7f () + 3721 (&),
Y1 = Y+ 7f (k) -

Odectenim druhé rovnice od prvé dostaneme e = e + %Tzf/(fk), a protoze ey = 0, je

en = 37[f" (&) + /(&) + -+ [ (&)

Oznacime-li M = max,<¢<p | f'(€)|, pak

len] < %TQTLM < %[TQ]MT = %(b— a)Mr, nebot 7Q =b — a.

Zaokrouhlovaci chyby. Dopustime-li se v kroku od t, do t,.1 zaokrouhlovaci chyby,
jejiz velikost |Ay, 11| = |Jns1 — Ynt1| nepresdhne e, pak lze dokazat, ze po @ krocich délky
7 velikost zaokrouhlovaci chyby nepiesdhne Ke7r~!, kde K je konstanta nezavisld na e
a 7. Pro celkovou chybu EE metody pak plati

max |y(tn) — gl < OT + K7,

0<n<Q

kde C, K jsou konstanty nezavislé na 7 a . Protoze konstanta ¢ je mald, vliv zaokrouhlo-
vani se projevi az pro extrémneé velky pocet kroku @) (tj. pro velmi malé 7). Tato situace
pri feseni béznych 1loh nenastava a tudiz vliv zaokrouhlovacich chyb byva nepodstatny.

Stabilita. Rekneme, e pocatecni problém (1.1), (1.2) je stabilni vzhledem k pocateéni
podmince, jestlize mald zména pocatecni hodnoty 1 vyvola malou zménu feSeni. Elemen-
tarnim ptikladem takového problému je testovact tloha

y =Xy, y(0)=1, (1.10)

kde A = a + i je komplexni ¢islo se zdpornou redlnou slozkou, tj. Re(A) = a < 0.
Skutecneé, jestlize

u'(t) = Au(t),

i~
—~
o
S~—

Il
—

—
+6 = vt)=(1+08)e,
pak

lu(t) — v(t)] < |0] - |eF | = |6]e™ - | cos Bt + isin Bt| = |6]e™ < |4] .
Pro fesen{ y(t) = e testovaci tlohy (1.10) rovnéz plati

ly(t)] = |eM| = e*|cos Bt +isin ft| =0 pro t— oco.

Je proto prirozené pozadovat, aby na rovnomérném déleni ¢, = n7, n = 0,1,..., nume-
rické Teseni y,, testovaci tlohy (1.10) splnovalo analogickou relaci, tzv. podminku stability

Yn =0 pro mn — oo. (1.11)



Aplikujeme-li EE metodu na testovaci rovnici (1.10), dostaneme
Yni1 = Yn + 7MY = (1 +7A)yn = (1 + 722y 1 = - = (1+ 70" yg

Podminka stability (1.11) bude splnéna, prave kdyz |1 + 7A| < 1, neboli kdyz 7 lezi
v tzv. oblasti absolutni stability R 4:

TA€ Ry={z€C||z+1| <1}

Oblast absolutni stability EE metody je tedy vnitfek jednotkového kruhu |2+ 1| < 1 kom-
plexni roviny C se sttedem v bodé [—1,0]. Prunik oblasti absolutni stability se zapornou
¢asti redlné osy je interval absolutni stability 14. Pro EE metodu I, = (—2,0). Pro redlné
A < 0 podminka stability (1.11) vyzaduje volit krok 7 < 2/|A|. Z ilustra¢niho obrazku 8.2
vycteme, Ze pro zvolené \ musime 7 zvolit tak, aby 7\ byl vnitini bod tsecky PQ.

Tvar a velikost oblasti absolutni stability metody je spolu s fadem metody zakladni
charakteristikou kvality numerické metody. EE metoda z tohoto pohledu ptilis kvalitni
neni: je pouze fadu 1 a oblast jeji absolutni stability je mala. EE metoda se pouziva jen
vyjimecneé.

2_
Im(z)
1.5F ol
7A
r Q
0.5r
a P Re(2
0_
-0.5F R,
1F
3 2 -1 0 1

Obr. 8.2. Oblast absolutni stability EE metody

Linedrni stabilita. Testovaci tiloha (1.10) je dobrym modelem pro posouzeni tzv. linedrn{
stability obecné pocatecéni ulohy v/ (t) = f(t,y(t)), y(ta) = ya. Kdyz v Taylorové rozvoji
okolo bodu (¢4, Ya),

Of (ta; Ya)
ot

Of (ta, Ya)

(t —to) + 5

Ftyt) = fta,ya) + (y(t) = ya) + O((t — ta)?),

zanedbame chybovy ¢len, dostaneme aproximujici linearni problém

Y (t) = Xay(t) + galt), y(ta) = Ya, (1.107)
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kde /\a = ayf(tomyoz)v ga(t) = atf(tom ya)(t - toz) - ayf(tom ya)ya' Jestlize

u' = Au+ ga(t)a u(ta) = Yo, v = AU+ ga(t)a U(ta) = Yo + da,
pak |u(t) —v(t)| = |da]ertt) — 0 pro t — oo, prave kdyz Re(\q) < 0. V testovaci tloze
(1.10) si tedy pod A mizeme piedstavit hodnotu 0, f(ta, ya) v néjakém bodé (ta, ya).

Implicitni Eulerova metoda. Vyjdeme opét z Taylorova rozvoje

y(tn) = y(tn-i-l - T) = y(tn—I—l) - Ty,(tn—I—l) + %T2y”(£n)a £n € (tna yn-i—l) . (111)

Vypusténim élenu 3y”(&,) a uzitim rovnosti y/(tn41) = f(tni1, Y(tns1)) obdrzime impli-
citnd Eulerovu metodu (struéné IE metodu) jako predpis

Yn+1 = Yn + Tf(tn+17 ynJrl) . (112)

V anglicky psané literature se IE metoda oznacuje jako implicit Fuler method resp. back-
ward Euler method. O implicitni metodé mluvime proto, ze nezndma y,, 41 je rovnici (1.12)
urcena implicitné. Pro dostate¢né malé 7 ma rovnice (1.12) jediné feseni y,,1, dokazte!
Urcit y,41 znamend tesit obecné nelinearni rovnici. To je ve srovnani s EE metodou
problém navic. Aby mélo pouziti IE metody néjaky smysl, musi mit IE metoda oproti EE
metodé také néjakou prednost. Pokusme se ji najit.

Nejdiive prozkoumame presnost IE metody. Lokélni diskretiza¢ni chyba IE metody je
definovana rovnici

y(tn-f-l) = y(tn) + Tf(tn—I—la y(tn-i-l)) + ltena
kde y(t) je Teseni ulohy (1.1), (1.2). Z (1.11) plyne
Ite, = —37%y" (&) = O(77) .

IE metoda je tedy tadu 1 stejné jako EE metoda. Pii podrobnéjsim zkoumaéni lze zjistit,

ze
lte,, = {

Hlavni ¢leny lokalnich diskretizacnich chyb (v piipadé Eulerovych metod to jsou ¢leny
obsahujici 72) jsou co do absolutni hodnoty stejné, lisf se jen znaménkem. Muzeme proto
opravnéné soudit, ze obé metody jsou stejné presné.

Podivejme se také na stabilitu IE metody. Pro testovaci tlohu (1.10) je

y"(t,)7* + O(73) pro EE metodu,
y"(t,)7* + O(73) pro IE metodu.

N[= N[

1 1 n+1
Yn+1 = Yn + TAUn+1, odtud  ypi1 = 1\~ T (1_7-/\> Yo

a tedy podminka stability (1.11) plati, pravé kdyz |1 — 7A| > 1, neboli kdyz 7\ lezi
v oblasti absolutni stability Ru:

TAERy={z€C||z—1] > 1}.

11



Oblast absolutni stability IE metody je tedy obrovskd, je to cely vngjsek |z — 1] > 1
jednotkového kruhu komplexni roviny C se sttedem v bodé [1,0]. Interval I, absolutni
stability IE metody je I4 = (—o00,0). Podminka stability (1.11) délku kroku IE metody
ziejmé nijak neomezuje, viz obrazek 8.3.

Je to pravé mimoradna stabilita, ktera je onou hledanou prednosti IE metody ve srov-
nani s EE metodou. Tento klad je vSak tfeba vykoupit nutnosti fesit obecné nelinearni
rovnici. y,.1 ziskdme jako ptiblizné feseni rovnice g(z) = 0, kde

9(2) = 2 = yn — 7f (tns1,2) -

Protoze dobrou pocatecni aproximaci lze ziskat extrapolaci z hodnot y,,y,_1,..., da se
ocekéavat rychld konvergence Newtonovy metody (pro feseni nelinedrnich rovnic). Prak-
ticka zkuSenost potvrzuje, ze tomu tak skutecné je.

2_
Im(z)
15F R
1_ /\
0.5} 7A
P Re(z)
0
Ia
0.51
-1k
2 1 0 1 2 3

Obr. 8.3. Oblast absolutni stability IE metody

Lichobéznikovou metodu dostaneme jako aritmeticky prumér EE metody a IE metody:

Yn+1l = Yn + %T[f(tna Yn) + f(tns1, Ynia)] - (1.13)
Pro lokalni diskretiza¢ni chybu lte,,, definovanou rovnici

Y(tni1) = y(tn) + %T[f(tm Y(tn)) + f (g1, y(tni1))] + lten,
uzitim Taylorovy véty odvodime

Ite, = — 57" (t,) + O(74).

Lichobéznikova metoda (struéné TR metoda podle anglického trapezoidal rule) je tedy
implicitni metoda fadu 2. Stabilitu TR metody zjistime feSenim testovaci ulohy (1.10):

2+ T\ [2—1—7’)\]”“
Yo -

1
Yn+1 = Yn + §T)\[yn + yn+1], odtud Yn+1 = 5 _ T)\yn = ... = 5\
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Neni tézké ovérit, ze podminka stability (1.11) plati, prave kdyz
7A€ Ry = {z € C|Re(z) < 0}.

Oblast absolutni stability TR metody tedy obsahuje celou zapornou polorovinu komplexni
roviny C, interval absolutni stability /4 = (—00,0). TR metoda (s podporou IE metody)
je v Matlabu implementovana jako program ode23t.

1.3. Explicitni Rungovy-Kuttovy metody

Obecny tvar s-stupriové explicitni Rungovy-Kuttovy metody je

Ynt1 = Yn + T(b1k1 + boky + - - - + bsks) (1.14)
kde koeficienty k;, i = 1,2, ..., s, jsou urCeny piedpisem

ki = f(tnsyn),

ko = f(t, + 7o, Yp + Tao1 k1),

ks = f(tn + 7c3, Yn + T(asi k1 + aszks)), (1.15)

ks = f(tn + 7Cs, Yn + T(aslkl + as2k2 + - as,sflksfﬁ)a

a kde b;, ¢;, a;; jsou konstanty definujici konkrétni metodu. Rungova-Kuttova metoda
(1.14), (1.15) je explicitni: nejdiive spoc¢teme kq, pak ks pomoci ki, pak ks pomoci k,
ko a tak déle, az nakonec spocteme kg pomoci ky, ko, ..., ks_1. Vypoctené koeficienty k;,
i=1,2,...,s, dosadime do (1.14) a dostaneme ;1.

V dalsim budeme hovofit jen o Rungovych-Kuttovych metodéch (struéné RK me-
todach), tj. sluvko ,explicitni vynechdme. Je vsak tfeba pripomenout, ze existuji také
implicitni Rungovy-Kuttovy metody, témi se vsak zabyvat nebudeme.

RK metody jsou zfejmé jednokrokové: k vypoctu y,.1 potiebujeme znét jen vy, pred-
chozi hodnoty y,,_1,yn_2,... v kroku od ¢,, do ¢,,,1 nepouzijeme.

Koeficient k; je smérnici lokalniho feseni prochézejiciho bodem [tf, y], kde

5, YT = [tns Unl, 6 =tu+7c, Y = yn+71(anki+anke+- - +a;i1ki—1), 1=2,3,...,s.

Do bodu [t 11, Yn+1] se tedy dostaneme z bodu [t,,, y,] tak, Ze se posuneme po piimce, jejiz
smérnice k* = biky + boko + - - - + bsks je vazenym prumérem smérnic ki, ko, . .., ks (podle
(1.16) pro vsechny prakticky pouzivané metody radu alespon jedna plati )7 b; = 1).
Abychom dostali konkrétni metodu, musime urcit stupen s a dale konstanty ¢;, b;, a;;.
Konstanty RK metod je zvykem zapisovat do tabulky znamé jako Butcherova tabulka:

Co | Q21
C3 | az1 Q32

Cs (751 Qg2 oo as,sfl

by by ... bs—1 b
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Jednim z kritérii pti volbé konstant RK metody je dosazeni dostatecné ptresnosti. Tu
méiime pomoci lokéalni diskretizaéni chyby

1ten - y(tn-i-l) - y(tn) +7 Z bz‘ki(tna y(tn))
i=1

kde  ky(tn, y(tn)) = f(ta, y(tn)),

ki(tn, y(tn)) = f(tn + 7ci, y( +72a” (to,y(tn)), i=2,3,...,s.

Lokalni diskretizac¢ni chyba je chyba, ktere se dopustime v jednom kroku za lokalizac-
niho predpokladu y, = y(t,). RK metoda je tddu p, pokud lokalni diskretiza¢ni chyba je
fddu O(7P1). Pro p = 1,2, 3 lze odvodit nasledujici tzv. podminky rddu:

rad 1: ibi =1
i=1

Fd 2 Y bi=1, > bie=3, (1.16)
i=1 =2
s s s s i—1

fad 3: Zbi:L Zbici:%> bic; = 3, biaijc; = -
i=1 i=2 i=2 i=2 j=2

Odvozeni podminek tddu pro p = 1,2, 3,4, 5 lze najit tieba v [23]. Protoze vsechny prak-
ticky pouzivané metody splnuji podminku

cl-:ai1+ai2+~'+ai,i,1, i:2,3,...,8, (117)

budeme i my piedpoklddat, ze podminka (1.17) plati.

RK metoda tddu p > 1 md globdlni diskretizacni chybu tddu O(7P). Piedpokladem
pro platnost tohoto tvrzeni je dostatecna hladkost pravé strany f, konkrétné je tieba, aby
funkce f(¢,y) méla spojité derivace az do fadu p véetné. Pokud f ma spojité derivace jen
do tadu s < p, pak lze pro globalni chybu dokazat pouze tad O(7*%), viz [23].

Ozna¢me p(s) maximélni dosazitelny rdd s-stupnové RK metody. Plati

p(s)=s pros=1,234, p(8) = 6,
p(6) =5, p(s) <s—2 pro s=10,11,...
p(7) =6,

Vidime, ze s-stupnové RK metody radu s existuji jen pro 1 < s < 4. Naptiklad metoda
fadu 5 je nejméné 6-ti stupniova. Uvedme si nékolik nejzndméjsich metod.

Metoda radu 1. Pro s = p = 1 existuje jedind explicitni metoda a tou je nam jiz znama
EE metoda Yn+1 = Yn + Tf(tm yn)
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Metody tadu 2. Pro s = p = 2 mé explicitni RK metoda Butcherovu tabulku

co | an Podminky (1.16) pro metodu fadu 2 stanovi

by by B .
by +by=1, by =3,

a protoze ve shodé s (1.17) predpokldddme ay; = ¢y, dostdvame tabulku

a ‘ a kde ab = % Parametry a, b jsou tedy svazany jednou podminkou,
‘ 1—b b takze zvolime-li a # 0, je b = 1/(2a).

Pro a = % je b=1 a dostavame metodu
Yn+1 = Yn + Thy, kde ky= f(tn + %7—7 Yn + %Tkl)a k1= f(tnayn)a (1'18)

znamou pod nazvem modifikovand Eulerova metoda. Budeme ji znacit EM1 jako pruni
modifikace Fulerovy metody. V anglicky psané literatufe je metoda (1.18) zndma jako
midpoint Fuler formula.

Proa=1jeb= % a dostavame metodu

Yn+1 = Yn + %T(kl + kg), kde kl = f(tmyn>7 kQ = f(tn + 7, Yn -+ Tkl)- (119)

Budeme ji znacit EM2 jako druhou modifikaci Eulerovy metody. Metoda (1.19) se také
casto uvadi pod nazvem Heunova metoda.
Pro a = % jeb= % a dostavame metodu

Yni1 =Yn + 37(k1 +3ks), kde ki = f(tn,yn), k2 = f(tn + 37, yn + 37k1),

znamou jako Ralstonova metoda 7ddu 2 (struéné R2 metoda).
Metody tadu 3. Pro s = p = 3 dostavame Butcherovu tabulku
Co a 4 podminky pro metodu radu 3:

€3 — a3 432 b1+bg—|—b3:1, b2C2—|—b303:%,
| b by by

Co
C3

2 2 1 _ 1
b2C2 + b3C3 =35 b3a3202 =5

Kdyz zvolime dva parametry 0 < co < c3, jsou tim vSechny koeficienty metody jedno-

znacné urceny. Volba cy = %, c3 = % vede na Ralstonovu metodu tddu 3 (struéné R3
metodu):
% % Yn+1 = Yn + %T (2k1 + 3ko + 4ks3)
% 0 % ]{71 = f(tn,yn), ]{72 :f(tn—F%T,yn—'—%Tkl),
2 1 4 ks = f(to + 37,y + 37k3).

Ralstonova metoda tadu 3 je zdkladem Runge-Kutta-Bogacki-Shampine metody, viz [23],
ktera je implementovana do Matlabu jako funkce ode23 a jejiz popis uvedeme v této
kapitole pozdéji.
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Metody tadu 4. Pro s = p = 4 je nejznaméjsi klasicka Rungova-Kuttova metoda

11

% (2) 1 yn—l—l:yn+%7(/{31+2k2—|—2]{;3+k4)’

i O (2) 1 klzf(tnayn)a kQ:f(tn—l—%T,yn"'%Tk?l)’
Lol ks = f(tn + 37,90 + §7ka) ka = f(ta + 7,90 + Ths).
6 3 3 6

Klasickd Rungova-Kuttova metoda (struéné cRK4) byla velmi populdrni v dobé, kdy
se jesté nepouzivaly samocinné pocitace a kdy proto velmi vyznamnym kritériem byla
jednoduchost metody. Toto hledisko vsak v soucasné dobé ztratilo na vyznamu a proto
se pouzivaji jiné metody. Kvalitni dvojice metod tadu 4 a 5 jsou soucdsti metod Runge-
Kutta-Fehlberg nebo Runge-Kutta-Dormand-Prince, viz napi. [13]. Posledné jmenovand
dvojice metod je pouzita v matlabovské funkci ode45, popis uvedeme v této kapitole
pozdéji.

Rizeni délky kroku. V profesiondlnich programech uzivatel zadé toleranci € a pro-
gram délku kroku vybira tak, aby velikost odhadu est,, lokalni chyby le, nabyvala porad
priblizné stejné hodnoty €. Krok od y,, do y,.1 je Gspésny, kdyz

lest,| < e. (1.20)

Je-li podminka (1.20) splnéna, krok je tspésny a pokracujeme vypoétem y,.2. Pokud

podminka (1.20) splnéna neni, krok je netspésny a vypocet y, 11 opakujeme. Novou délku

kroku 7* uréime v pifpadé tspéchu i netispéchu stejnym postupem, ktery si ted vysvétlime.
Predpokladejme, Ze y,,11 pocitdme metodou tadu p, takze

le, = CTP™ Zest, = C =est,/m™".

Novou délku kroku 7 zvolime tak, aby velikost [le’| lokdlni chyby le’ = C(7*)P*! byla
priblizné rovna zadané toleranci ¢, tj.

leX| = |C|(7*)PT! = |est, /rPH (7P e = =1 (6/|estn|)1/(p+1) .
Nova délka kroku 7* se jesté redukuje pomoci parametru 6 < 1, takze
7 = 07 (2/|est, )"V | (1.21)

V matlabovskych programech ode23 a ode45 se bere = (0,8. Soucasné se jesté uplatnuji
nasledujici zasady.

1) Tolerance € se uvazuje ve tvaru
€= maX{gT max{|yn|> |yn+1|}> 5(1}7
kde ¢, je relativni tolerance a ¢, je tolerance absolutni. Matlabem prednastavené

hodnoty jsou g, = 1072 a ¢, = 1075,
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2)

7)

Ozna¢me T,;p, T€SP. Tnaee Minimalni resp. maximalni povolenou délku kroku. Jestlize
T* < Tiin, Vypocet konci konstatovanim, ze danou diferencialni rovnici program
neumi s pozadovanou presnosti vytesit. Piitom 7,,;, = 16¢,,(t,), kde €,,(¢,,) je tzv.
relativni pfesnost aritmetiky pohyblivé fadové carky, viz funkce eps v Matlabu.
Jestlize 7" > T4z, POlOZI S€ T = Tas, kde je Tyae = 0,1(b — a).

V pripadé netspésného kroku navrzenou délku 7* redukujeme:
* *
7" = max(7", ¢minT)

kde gmin = 0,5 resp. 0,1 v 0ode23 resp. ode45 pii prvnim netuspéchu v ramci jednoho
kroku a 7* = 0,57 prii opakovaném neuspéchu v témze kroku.

V piipadé uspésného kroku délku kroku 7% redukujeme ptredpisem
7 = min(7", ¢asT),
kde ¢nazr = 5.

V kroku bezprostiedné nasledujicim po neuspésném kroku se délka kroku nesmi
zZvetsit.

Pocatecni délka kroku

7 = 0,/ P max(|n], ea/er) /| f(a,m)]

pricemz pro 7 < Tpin ZMénime 7 Na Ty, & Pro T > Tpee ZMENime 7 na Tz

(1.22)

Pfi programovani je tfeba postupovat opatrné. Piikazy programu je nutné uspotradat
tak, aby nemohlo dojit k déleni nulou, viz (1.21) a (1.22).

Podrobnéjsi informace tykajici se fizeni délky kroku lze najit v [23].

Odhad lokalni chyby. Zékladni myslenka je jednoduché. Pouziji se dvé metody, z nichz
jedna je fddu p a druhd radu p+1. Z vychozi hodnoty y, spocteme y;* | presnéjsi metodou
a ¥, méneé piesnou metodou. Pouzitelny odhad lokalni chyby je

o x *
eStn - ynJrl - ynJrl‘

Obé metody pouzivaji tutéz mnozinu koeficientu {k;}3_,. V tom piipadé je totiz ziskdni
odhadu ,laciné“. Dvojice Rungovych-Kuttovych metod se popisuji pomoci rozsitené But-
cherovy tabulky,

C2 | Q21 pricemz
C3 | @31 A32 5 ' )
Yni1 = Yn + 75 bik;  je metoda Fddu p,
cs | g1 Qso As 51 Y =Y+ T ijl bi*k; je metoda fadu p + 1,
by b biv Ui est, =735 E;k; je odhad lokdlni chyby,
b by b b
B, E, E., E, takze E; = b7 — b7, j =1,2,...,s.
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Pokud ve vypoctu pokracujeme piesnéjsi metodou, tj. kdyz y,1 =y, 1 = ypq +esty,
fikdme, ze jsme pouzili dvojici metod s lokdini extrapolaci. Tento postup se v soucasnych
programech uprednostiuje. Druhou moznosti je pokracovat méné presnou metodou, tj.
polozit yn41 = y5,1. V tom piipadé se presnéjsi metoda pouzije jen pro ziskani odhadu
chyby a fikame, ze jsme dvojici metod pouzili bez lokdlni extrapolace. Obé nize uvedené me-
tody BS32 a DP54 se pouzivaji jako metody s lokalni extrapolaci. Piikladem metody, ktera
se obvykle pouziva bez lokalni extrapolace, je Runge-Kutta-Fehlbergova metoda radu 4,
oznacovand struéné jako RKF45, viz napf. [13]. Na vysvétlenou k pouzitym zkratkdm
uvedme, Ze prvni &slo znaéf fad metody a druhé éislo fad pomocné metody pouZité pro

odhad lokélni chyby.

Bogacki—-Shampine metoda, strucné BS32 metoda, je implementovana v Matlabu jako
funkce ode23. Rozsitena Butcherova tabulka BS32 metody je

Presnéjsi z obou metod paru je Ralstonova R3 metoda

1 1
2 | 2
% 0 % Yni1 =Yn + T [%lﬁ + ékQ + %k:s} = Ynt1
1 % % % radu 3. Pomocnd metoda
7 L1 1 * 7 1 1 1
24 4 3 8 Yns1 =Yn T T [ﬂkl + gka + ks + §k4]
2 1 4
9 3 9 radu 2 pouziva kromé koeficientu kq, ko a ks navic jesté
—7—52 % % —% koeficient ky = f(t,41,Yns1). V kazdém kroku se tedy

pocitaji jen 3 nové hodnoty funkce f, nebot koeficient k; ve stdvajicim kroku je roven ko-
eficientu k4 z kroku predchoziho, takze nové se pocitaji jen koeficienty ko, k3 a k. Zatazeni
koeficientu k4 do metody fadu 2 nas tedy témér nic nestoji, umozni vsak zlepsit vlastnosti
této metody a tim i celého paru. Metoda, ve které ks = f(t,41,Ynt1), byva oznacovana
jako FSAL podle anglického First Same As Last. Zduraznéme, ze BS32 metoda se pouzivéa
jako metoda s lokalni extrapolaci, tj. yn,+1 = y5% .

Hodnoty pfiblizného feseni pro t € (t,,t,11) spocteme dostatecné presné pomoci ku-
bického Hermitova polynomu H3(t) ur¢eného podminkami

HB(tn> = Un, Hé(tn) = kl 3
H3(tn+1) = Yn+1, Hé(tn+1) = ky.

Metoda BS32 je tedy skvéla: je fadu 3, v kazdém kroku se prava strana f pocita jen
3-krat, a to staci jak na fizeni délky kroku tak na vypocet feSeni mezi uzly ¢, a t,.1.

Dormand-Prince metoda, strué¢né DP54 metoda, je definovana rozsitenou Butcherovou
tabulkou 8.1. Metoda DP54 je typu FSAL, nebot k7 = f(tni1, Yns1). Proto se v kazdém
uspésném kroku metody pocitaji jen koeficienty ko, ..., k7, koeficient k; byl uz vypocten
jako koeficient k; v predchozim kroku. Zduraznéme, ze DP54 metoda se pouziva jako
metoda s lokdlni extrapolact, tj. y,+1 = 5% -
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1 1
5 5
3 3 9
10 40 40
4 44 __ 56 32
5 15 15 9
8 | 19372 25360 64448 212
9 | 6561 2187 6561 729
1 | goir 355 46732 49 5103
3168 33 5247 176 18656
1 35 0 500 125 2187 11
384 1113 192 6784 84
5179 0 7571 393 92097 187 1
57600 16695 640 339200 2100 40
35 0 500 125 2187 11
384 1113 192 6784 84
71 0 ! 71 _ 17253 22 1
57600 16695 1920 330200 525 40

Tab 8.1. Dormand-Prince (5,4) metoda

Hodnoty ptiblizného feseni pro t € (t,,t,.1) spoc¢teme dostatecné presné pomoci in-
terpola¢niho polynomu Hy(t) = vy, + TkBq, kde k = (ky, ko, k3, k4, ks, k¢, k7),

Fq 183 37 _ 145 1
64 12 128
0 0 0 0
0 1500 _ 1000 1000
371 159 371
_ _125 125 _3T5
B = 0 32 12 64 )
0 9477  _729 25515
3392 106 6784
11 11 55
0 -7 3 T
3 _ 5
- 0 2 4 2 -

a=(q,¢* ¢ ¢")", piicemz ¢ = (t —1,,)/7.
Metoda DP54 je rovnéz vynikajici: je tadu 5, v kazdém kroku se prava strana pocita
jen 6-krat, a to staci jak pro tizeni délky kroku tak pro vypocet feseni v intervalu (t,,,¢,.1).

Stabilita. Resfme-li testovaci rovnici (1.10) RK metodou na rovnomérném délenf s krokem
7, dostaneme

Ynt1 = Py (T)‘)yn )

kde Ps je polynom stupné s urceny pomoci konstant b;, a;; definujicich RK metodu.
Podminka stability (1.11) tedy plati, praveé kdyz | Ps(TA)| < 1, neboli kdyz 7\ lezi v oblasti
absolutni stability R4:

TAN€ Ry ={z€ C||Ps(2)| < 1}.
FExplicitni RK metody magji omezenou oblast absolutni stability, nebot |P,(z)| — oo pro

|z| = 00. D4 se ukdzat, ze pro p = s < 4 je Py(z) = >_;_, 2" /il. Proto kazd4 explicitn{ s-
stupnova RK metoda tadu p = s < 4 (strucné RKs metoda) ma stejnou oblast absolutni
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stability. Oblasti absolutni stability RKs metod pro s = 1,2,3,4 a metody DP54 jsou
uvedeny v obrazku 8.4. Intervaly absolutni stability téchto metod jsou 14 = («,0), kde

metoda | RK1 ‘ RK?2 ‘ RK3 ‘ RK4 ‘ DP54
o | =2 | =2 | -251| —279 | —331

Zduraznéme, ze z pohledu stability je BS32 metoda ekvivalentni s RK3 metodou, obé
metody tedy maii steinou oblast a steinv interval absolutni stabilitv.

N

RK1
RK2
RK3 [

RK4
DP54

=
AT

IS
N
NS
N
o
N
N}
w

Obr. 8.4. Oblast absolutni stability RK metod

1.4. Linearni mnohokrokové metody

V této kapitole se budeme zabyvat metodami, které pocitaji ptiblizné teseni v, 1
v uzlu t,,41 pomoci diive spoctenych aproximaci y,,, Yn—1, Yn—2, - - - @ odpovidajicich hodnot
ftnsyn), f(ta1,Yn-1), f(tn—2,Yn—2), ... pravé strany diferencialni rovnice. Tyto hodnoty
jsou znovu pouzity tak, abychom ziskali v, 1 s vysokou ptresnosti pomoci jen nékolika malo
novych vyhodnoceni funkce f(¢,y). Nejzndmeéjsimi metodami tohoto typu jsou Adamsovy
metody a metody zpétného derivovani. Obé skupiny metod patii do obecné t¥idy metod
znamych jako linedrni mnohokrokové metody, strucné LMM.
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1.4.1. Obecnd linearni mnohokrokova metoda

LMM je predpis

QOYnt1 + Q1Yn -+ Yngr—k = T[Bof (g1, Yns1) + Brfu + -+ Brfasi-x], (1.23)

ze kterého pocitame y,,;. Pritom o a 3; jsou ciselné koeficienty, které formuli jedno-
znacné urcuji, a f; je zkrdceny zapis pro f(¢;,y;). V dalsim budeme pfedpokladat, ze
plati normalizacni podminka oy = 1. Jestlize alespon jeden z koeficienti ay nebo Si je
ruzny od nuly, metoda je k-krokovd.

Pro By # 0 je novéa hodnota v, 1 urcena implicitné, hovotime proto o implicitni metodé,
pro By = 0 mame metodu explicitni. Abychom v implicitni metodé urcili y,,1, musime
vyTesit obecné nelinedarni rovnici.

LMM lze pouzit, jen kdyz jsou zadany startovaci hodnoty yo, y1, - - ., Yk—_1- Yo = n urcime
z pocatecni podminky, zbyvajici startovaci hodnoty je vsak tieba ziskat jinou vhodnou
metodou, y, metodou nejvyse r-krokovou.

Lokalni diskretiza¢ni chyba je chyba, kterd vznikne, kdyz do formule (1.23) dosadime
misto priblizného FeSeni y,,+1_; presné feseni y(t,4+1—;), tedy

k k
lte,, = Z y(tnp1-j) — T Z Bif (tngr—j, y(tns1-5))-
=0 =0

Jestlize
Ite, = Cpyr ™y (t,) + O(1P+?),

fekneme, ze metoda je Fadu p. Clen CpHTp“y(p“)(tn) se nazyva hlavni clen lokdlni

vvvvvv

je vyssiho tadu. Z nékolika metod téhoz radu je pak nejpresnéjsi ta metoda, pro kterou
je velikost chybové konstanty |C41| nejmensi.

D-stabilita. Rekneme, ze LMM je stabilni ve smyslu Dahlquista (stru¢éné D-stabilni),
jestlize vSechny koteny pruniho charakteristického polynomu

o) =&+ + i+

lezi uvnitt jednotkového kruhu |z| < 1 komplexni roviny C a pokud néktery kofen lezi
hranici |z| = 1, pak je jednoduchy.

Vyznam D-stability lze vysvétlit na rovnici 3’ = 0. Jeji feSeni pomoci LMM vede na
predpis Z?:o QjYni1—; = 0. Zvolime-li startovaci hodnoty y; = er?, j = 0,1,...,k — 1,
kde o(r) = 0 a € je libovolné ¢&islo, pak y,, = er™ pro kazdé n. Skutecné,

k k
gntl—j _ _ontl—k k=i _ omtl-k _

E ajer =er E a;r") =er o(r) =0.

7=0 7=0

Pro |r| > 1 a e # 0 je lim,_, |yn| = 00, coz je nepiijatelné: pro e = 0 je y, = 0 presné
feseni rovnice y' = 0, avSak pro € # 0, |e| < 1, tj. jiz pro nepatrnou poruchu startovacich
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hodnot y;, 7 = 0,1,...,k — 1, dostaneme feSeni zcela nevyhovujici. D4 se ukazat, Ze
vyloué¢it musime také piipad, kdy |r| =1 je kotfen p(£) ndsobnosti vétsi nez 1.
Konvergence. Uvazujme D-stabilni LMM tadu p > 1. Jestlize startovaci hodnoty zadame
s chybou tadu O(7?), pak globélni diskretizacni chyba je rovnéz fadu O(7P).

Precizni formulaci a dukaz této véty lze najit napt. v [29], [13]. Pfedpokladem jeji
platnosti je dostatecna hladkost pravé strany f, konkrétné je tieba, aby funkce f(t,y)
méla spojité derivace az do fadu p véetné. Pokud f ma spojité derivace jen do fadu s < p,
pak lze pro globalni chybu dokézat pouze fad O(7*).

Absolutni stabilita. Resfme-li testovaci tilohu (1.10) LMM na rovnomérném délenf s kro-
kem 7, dostaneme

Z(O[j - T)‘Bj)yn-l-l—j =0. (124)

J=0

Reseni hledejme ve tvaru y, = r". Po dosazen{ do diferencni rovnice (1.24) obdrzime

k
Z(Oéj — T)\ﬁj)?"nJrlij n+1 k Z T)\ﬁ] = TnJrlik’ﬂ'(?", T)\) =0 y
j=0

k
kde m(&,2) =) (a; — 2B))¢

J=0

je tzv. polynom stability LMM. Jestlize m(r,7\) = 0, pak y, = r" je FeSenim diferenéni
rovnice (1.24) a podminka stability y, — 0 pro n — oo plati, pravé kdyz |r| < 1.

Oblast R4 absolutni stability LMM metody definujeme jako mnozinu takovych bodu z
komplexni roviny C, pro které kazdy koten £ polynomu 7 (&, 2) lezi uvniti jednotkového
kruhu komplexni roviny, tj. |{] < 1. Podminka absolutni stability (1.11) tedy plati, kdyz

TANER ={z€C|n(&,2)=0 = |¢] <1}.

1.4.2. Adamsovy metody

Integraci diferencidlni rovnice (1.1) od ¢, do ¢, dostaneme

Y(tars) — y(ta) = / " () dt.

Funkci f(¢,y(t)) aproximujeme pomoci interpola¢niho polynomu Py_;(t) stupné k — 1, tj.

tnt1
Y(tnt1) = y(tn) +/ Po_1(t)dt, kde Pii(tnri—j) = f(tnr1—j Y(tns1—j))-
tn

Kdyz pribliznou rovnost nahradime rovnosti a ptesné feseni nahradime fesenim ptibliznym,
dostaneme ptedpis

tn+1
Yn+1 = Yn + / Pe_1(t)dt, kde Pp1(ths1—5) = f(tns1—js Ynt1-5)- (1.25)
tn
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Adams-Bashforthovy metody dostaneme, kdyz v (1.25) zvolime j = 1,2, ..., k. Kon-
strukci polynomu Py_1(t) lze prehledné vyjadrit tabulkou

t tn | o ‘ ‘ toti
Pk—l(t) | In ‘ Jn—1 ‘ ‘ Jnt1-k

Adams-Bashforthovu metodu lze zapsat ve tvaru

k
Ynt1 =Yn + T Z ﬁl:,j fn-i—l—j :
j=1

15 I
AB1
AB2
1 AB3 |

AB4
AB5

1 1A -

\ N\
NEEAS

Im(z)

-1.5
-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1

Re(z)

Obr. 8.5. Oblast absolutni stability ABk metod

Strucné ji budeme oznacovat jako ABk metodu. ABk metoda je explicitni, k-krokova,
fadu k, D-stabilni. Pro konstantni délku kroku, tj. kdyz

tn+1*j:tn+1_j7-7 j:1727"'7k7

jsou koeficienty ABk metod pro k = 1,2,...,6, spolu s chybovymi konstantami C}_,
a dolnimi mezemi «} intervalu absolutni stability («j,0), uvedeny v nasledujici tabulce:
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* * * * * * * *
k ﬁm 5k,2 ﬁk,:s ﬁk/l ﬁk,5 ﬁk,G Cit1i o
1
1 1 5 2
3 _1 S5 _
2 2 2 12 1
3 23 _16 5 3 _8
12 12 12 B 11
4 55 _59 37 _9 251 _3
24 24 24 24 720 10
5 | 1901 2774 2616 __ 1274 251 95 90
720 720 720 720 720 288 551
6 | 42r7 7923 9982 7298 2877 _ 475 19087  _ 5
1440 1440 1440 1440 1440 1440 60480 57

Vsimnéte si, ze AB1 metoda je totozna s EE metodou, tj. ABI=EE.

Adams-Moultonovy metody dostaneme, kdyz v (1.25) zvolime j = 0,1,...,k — 1.
Konstrukei polynomu Py_(t) 1ze prehledné vyjadiit tabulkou

t |t [t || e

Pkfl(t) | fn+1 ‘ fn ‘ ‘ fn+2fk

Adams-Moultonovu metodu lze zapsat ve tvaru

k-1
Ynt1 = Yn + TBro f(tns1s Ynt1) + 7 Z Brj frt1-j -

J=1

Struéné ji budeme oznacovat jako AMk metodu. AMk metoda je implicitni, pro k = 1
je jednokrokova a pro k > 1 je (k — 1)-krokova, je fadu k a D-stabilni. Koeficienty AMk
metod pro konstantni délku kroku a pro £ = 1,2,...,6, spolu s chybovymi konstantami
Cr+1 a dolnimi mezemi «y, intervalu absolutni stability (ay, 0), jsou uvedeny v nasledujici
tabulce:

E Bro Bri  Brz2  Brs  Bra  Brs  Crh1 g
1
1|1 1 o
1 1 1
21 35 3 1 T
5 8 _ 1 _ 1 _
3 12 12 12 24 6
9 19 5 1 19
40 5w Twum m —wg 9
5| 21 e 260 106 _ 10 3 %
720 720 720 720 720 160 19
6 | 475 1427 o8 asa 13 2r _ ses 45
1440 1440 1440 1440 1440 1440 60480 38

Vsimnéte si, ze AM1 metoda je totozna s IE metodou, tj. AM1=IE, a ze AM2 metoda je
totozna s TR metodou, tj. AM2=TR.
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Obr. 8.6. Oblast absolutni stability AMk metod

Metody prediktor-korektor. AM metody jsou presnéjsi a stabilnéjsi nez AB metody.
Nevyhodou AM metod je jejich implicitnost. Abychom urcili y,, 1, musime fesit rovnici

k—1
Yn+1 = @(yn-i-l) ’ kde 90(2) = Yn + Tﬁk,O f(tn—i—lv Z) +7 Zﬁk,j fn—l—l—j :
j=1

. o ‘- . N . . (0 .
Pouzit muzeme metodu prosté iterace: zvolime pocatecni aproximaci yfl ll a postupne

pocitame yff)rl = ¢( ff;ll)), s =1,2,.... Pro dostatecné malé 7 metoda konverguje. Jestlize

. . . (0 . , . R o ,
pocatecni aproximaci yT(L le urc¢ime pomoci AB metody, provedeme jen nékolik malo iteraci

S s—1
yr(w)rl = gp(yT(LH )), s=1,2,....89,

a nakonec polozime

Ynt1 = yr(fi»)l v S = f(thrla yn+1) )

dostaneme metodu prediktor-korektor, kterou schématicky oznacujeme P(EC)’E. Ptitom
P znaci predpovéd pocatecni aproximace AB metodou, C korekci AM metodou a E vy-
hodnoceni pravé strany f(t, 1, yffll). Zvolime-li jako prediktor metodu ABk a jako korek-
tor metodu AMk, dostaneme metodu, kterou znac¢ime ABk-AMk-P(EC)°E. Jeji chybova
konstanta je rovna chybové konstanté C,,; korektoru, oblast absolutni stability se blizi
oblasti absolutni stability korektoru AMk az pro S — oco. Nejcastéji se pouziva schéma
PECE, kdy se korekce provede jen jednou a prava strana se pocita dvakrat. V dalsim se
omezime praveé na schéma PECE.

Abychom mohli tidit délku kroku, potiebujeme znat odhad est,, lokdlni chyby. Jestlize

Yl = yfﬂl spocteme prediktorem ABk a ;" | = yfllll korektorem AMk, pak tzv. Milnetiv
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odhad lokalni chyby dava

CkJrl $k

est, = ——————(Unt1 — Unt1): 1.26
Ck+1 . Ck+1( —+1 +1) ( )

odvozeni viz [13]. Nakonec polozime

Ynt1 = Yoy T esty. (1.27)

Korekce y;* | pomoci odhadu lokéalni chyby est,, se nazyva lokdini extrapolace. Cely krok
oznacujeme zkratkou ABk-AMk-PECLE, pticemz pismeno L vyznacuje pouziti lokalni
extrapolace. Metoda ABk-AMk-PECLE je fadu k + 1, oblast absolutni stability je vétsi
nez u prediktoru ABk ale mensi nez u korektoru AMk, viz [13], [1].

Alternativni odhad lokalni chyby lze ziskat také tak, ze y,,1 spoc¢teme metodou
AM(k+1) a polozime

esty, = Ynt1 — Ynp1- (1.28)

Vyslednou metodu lze oznacit jako ABk-AM(k+1)-PECE. Odhady (1.27) a (1.28) nejsou
sice totozné, pro malé 7 jsou vSak prakticky nerozlisitelné.
Konkrétné pro metodu AB2-AM2-PECLE organizujeme vypocet nasledovné:

P: AB2: Y1 =Un+ 373 S0 — fu-1)
Jasr = J(nsr, ypga)
AM2: Unir = Un + 37(fr + fo)
estn = =5 (Unt1 = Uns1)s  Ynt1 = Yyt +osty,

Jne1 = f(tTLJrlaynJrl)‘

V piipadé AB2-AM3-PECE metody nahradime fadek L tadkem

C: AM3: Yn+1 = Yn + 1_127(5f;+1 + 8fn - fn—1)> eStn = Yn+1 — y:il

Startovaci hodnotu y; lze ziskat tfeba pomoci EM2 metody.

Na obrézku 8.7 je vyznacena oblast absolutni stability metod ABk-AM(k+1)-PECE
pro k =2,3,...,6: je vétsi nez oblast absolutni stability prediktoru ABK, viz obréazek 8.5,
avsak mensi nez oblast absolutni stability korektoru AM(k+1), viz obrézek 8.6.

Rizeni délky kroku a fddu metody. Kvalitn{ programy zalozené na metodéch predik-
tor-korektor méni jak délku kroku tak tad metody. Tak napiiklad matlabovsky program
ode113 pouzivd metody ABk-AM(k+1)-PECE pro k =1,2,...,12.

Zména tadu se provadi soucasné se zménou délky kroku. Algoritmy tohoto typu se
oznacuji jako VSVO (wvariable step variable order). Zakladni myslenka je jednoducha.
Predpoklddejme, ze jsme vypocetli y,, 1 metodou ABk-AM(k+1)-PECE s krokem délky 7.
Uréime odhad est” lokdlni chyby podle (1.27) nebo (1.28). Jestlize |est®| > ¢, jde o netispéch
a vypocet y,.1 je tfeba opakovat, v opacném piipadé pokracujeme vypoctem ptiblizného
fesenf yn.o. V kazdém piipadeé je vak tieba stanovit novou délku kroku a novy fad. Rad
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Obr. 8.7. Oblast absolutn{ stability pro metody ABk-AM(k+1)-PECE, k =2,3,...,6

se muze zménit nejvyse o jednotku, tj. v metodé ABk-AM(k+1)-PECE misto k£ muze
byt nové také k — 1 nebo k + 1. Odhady odpovidajicich lokalnich chyb estf=1 a estf+?
Ize ziskat snadno, viz [23]. Nové délky kroku 7;_,, 7 a 75, , stanovime podobné jako pro
jednokrokovou metodu,

= 0r(e/lest! DY prol =k -1,k k+1,

a nejvetsi z cisel 77, 77, 77, urci jak novou délku kroku tak novy rad. Konkrétné,
je-li nejvetsi 77, k se neméni a jako novou délku kroku vezmeme 7% = 7}, je-li nejveétsi
Tre1, zvetsime k o jednicku a pokracujeme s krokem délky 7 = 77, | a je-li nejvetsi 7;_,
k o jednicku snizime a pokracujeme s krokem délky 7% = 7;7_;.

Pro krok délky 7" # 7 je tfeba vypocitat hodnoty f;,, ; pro ¢} 4 ; = tpp1 — J7*. To
lze snadno provést interpolaci pomoci f,, 11, fp,.... Podrobny popis strategie VSVO lze
najit napi. v [13], [23].

Start metody neni zadny problém: zacneme metodou AB1-AM2-PECE, pocdteéni
délku kroku uréime napi. podle (1.22) a algoritmus VSVO se uz sam rychle vyladi na
spravné hodnoty jak délky kroku tak fadu metody.

1.4.3. Metody zpétného derivovani

Pii feseni tzv. tuhych problému, viz kapitola 1.5, je vhodné pouzivat metody s ne-
omezenou oblasti absolutni stability. Metody zpétného derivovani (stru¢cné BDF podle
backward differentiation formulas) tuto vlastnost maji. Pro k-krokovou metodu zpétného
derivovani pouzijeme zkraceny zapis BDFk metoda. Dostaneme ji tak, ze v rovnici

y/(tn-i-l) = f(tni1,y(tnt1))
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nahradime derivaci y'(,+1) pomoci derivace P (t,41) interpola¢niho polynomu Py (t) stup-
né k prochézejictho body [tny1, Y(tni1)], [t y(tn)]; -+ [tns1—k, Y(tni1—k)]- Kdyz pak nahra-
dime y(t,41—;) piibliznymi hodnotami y,,41—;, j =0, 1, ..., k, dostaneme metodu

P(tn1) = f(tns1, Ynt1)-
Ptehledné vyjadreni aproximujictho polynomu Py (t) uvadi nasledujici tabulka

t

tn—i—l ‘ tn

. ‘ lnt1—k

Pi(t) | Yn+1 ‘ Yn ‘ ‘ Yn+1-k

BDFk metodu zapiSeme ve tvaru

k
Ok,0Yn+1 + Z Ak iYn+1—5 = TBk:,Of(tn-f—la yn+1) .
j=1
Metoda BDFk je implicitni, k-krokovd, tadu k& a D-stabilni pro k£ < 6. Pro konstantni

délku kroku jsou koeficienty oy ;, Bro @ chybové konstanty Cjy1 BDFk metod uvedeny
v nasledujici tabulce:

k o Qg1 Qg2 Op3 Qg4  Ops Qg ﬁk,o Ck+1 (673
1] 1 -1 1 -5 90°
4 1 2 2 o
2 1 3 3 3 9 90
_ 18 9 _2 6 _3 o
3 1 11 11 11 11 22 88
_ 48 36 _ 16 3 12 _ 12 o
4 1 25 25 25 25 25 125 73
5 1 300 300 _ 200 75 @ _ 12 60 10 pgoo
137 137 137 137 137 137 137
6 1 _ 360 450  _ 400 225 _ 72 10 60 _ 20 qgo
147 147 147 147 147 147 147 343

Vsimnéte si, ze BDF1 metoda je totozna s I[E metodou, tj. BDF1=IE.

BDFk metody jsou implicitni, ve srovnani s implicitnimi AMk metodami ale maji
znacné vétsi chybové konstanty. Na druhé strané vsak metody zpétného derivovani maji
jednu ohromnou prednost, ktera plné ospravedliuje jejich pouzivani, a tou je neomezena
oblast R4 absolutni stability. Pro metody BDF1 a BDF2 oblast R4 absolutni stability
obsahuje celou zapornou polorovinu komplexni roviny C, tj. R4 O {# € C|Rez < 0}.
Takové metody se nazyvaji A-stabilni.

Abychom mohli popsat oblast absolutni stability zbyvajicich BDFk metod, zavedeme
si jeden novy pojem. Rekneme, ze numerickd metoda je A(a)-stabilni, a € (0,7/2), jestlize
jeji oblast absolutni stability R4 obsahuje nekonecny klin

Wy ={re¥cC|r>0,|p—7|<al

BDFk metody jsou (pro k < 6) A(«a)-stabilni, piislusné thly «y (pro vétsi ndzornost ve
stupnich) jsou uvedeny jako posledni sloupec vyse uvedené tabulky.
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BDFk metody (pro k& < 6) jsou dokonce L(a)-stabilni. L(«) stabilni metodu pfitom
definujeme jako A(«)-stabilni metodu takovou, ze kdyz z € Ra, w(&,2) = 0, Re(2) — —o0,
pak § — 0. Pro a = 7 dostdvdme L-stabilni metodu. BDF1 a BDF2 jsou tedy L-stabilni.

Uhel 18° metody BDF6 je piilisS maly a proto se tato metoda obvykle nepouziva.
V matlabovském programu odel5s jsou implementovany metody zpétného derivovani
radu 1 az 5. Program odel5s je typu VSVO, tj. voli optimalni délku kroku i fad metody.
Zakladni metodou programu ode15s je metoda NDF (podle numerical differentiation for-
mula). NDFk metody jsou modifikace BDFk metod, maji o néco mensi chybové konstanty
(026% pro k =1,2,3 a0 15% pro k = 4 ) a ponékud mensi ihly A(«) stability (o 7% pro
k =3 a o 10% pro k=4) nez odpovidajici BDFk metody. Podrobnosti tykajici se NDFk
metod lze najit v [25].

Nelinearni rovnice pro vypocet y,.1 se fesi pomoci nékolika malo kroki Newtonovy
metody.

1.5. Tuhé problémy

Tuhy pocédtecni problém (v anglicky psané literatute stiff problem) se vyznacuje nékolika
charakteristikami, z nichz dvé si postupné uvedeme. Prakticka a snadno ovétitelna je

Charakteristika 1. Pocdtecni problém je tuhy, kdyz pocet kroku, ktery k jeho vyreseni
potrebuje metoda s omezenou oblasti absolutni stability, je podstatné vétsi nez pocet kroku,
ktery k jeho vyresend potrebuje metoda s neomezenou oblastni absolutni stability.

Platnost této charakteristiky ukazeme na piikladu poc¢atecniho problému

Priklad 1.1

( ii ) - ( —1008 —1001 ) (5;) . 2 €(0,0), @ESD = ( _1 ) . (1.29)

Resenf je 1y = —e %, yo = e~ *. Ulohu (1.29) jsme fesili matlabovskym programem ode45
(DP54 metoda fadu 5 s omezenou oblasti absolutni stability) a matlabovskym programem
odel5s (BDF metody VSVO tadu 1-5 s neomezenymi oblastmi absolutni stability). Oba
programy jsme pouzili se stejnym pozadavkem na ptesnost: ¢, = 1073 a g, = 107°.
Efektivnost obou metod lze ptiblizné porovnat podle poctu tspésné provedenych kroku
pk a poctu pf vyhodnoceni pravé strany. V nésledujici tabulce jsou uvedeny hodnoty
pk/pf pro nékolik délek ¢ intervalu integrace.

¢ ‘ 10-2 10 100 10t 102
oded5 | 10/61 22/151 269/1747 2953/18919 30071/192475
odelSs | 10/24 10/24  12/28 42/88 71/146

Pro malé ¢ = 1072 se na intervalu (0; 1072) feseni pomérné rychle méni. Délku kroku zde
urcuje pozadavek na presnost a protoze obé metody jsou téhoz tadu, potiebuji priblizné
stejny pocet kroku. Jak vSak ¢ vzrustd, délku kroku stéle vice zacind ovliviiovat podminka
stability. [
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Abychom tomuto efektu lépe porozuméli, potfebujeme nékolik dalsich poznatku.

Stabilni problém. Pocdtecni problémy’ = f(t,y),y(a) = n, je stabilni, kdyz mald zména
dat f,a,m zpiusobi malou zménu TeSeni y. Zabyvejme se specidlné stabilitou vzhledem
k pocatecni podmince, konkrétné jak zména pocateéni hodnoty n ovlivni feseni y.

Pro ilustraci prozkoumejme stabilitu pocatec¢niho problému

y =Ay, y()=n, (1.30)
kde A je ¢iselnd matice fadu d. Necht u je fesen{ problému (1.30) a v je Feseni téze
diferencialni rovnice, avSak s porusenou poc¢atecni podminkou, tj.

u = Au, u(a) =n,
v =Av, v(a) =n+4.

Pro w = v — u dostaneme problém
w = Aw, w(a) =4,

ktery popisuje §iteni pocatecni poruchy d. Pro zjednoduseni vykladu predpokladejme, ze
matice A mé navzajem riznd vlastni éisla {\;}7_,. Pak

w(t) = Z ;e =y

j=1
kde v; jsou vlastni vektory piislusné vlastnim ¢islim A; a ¢; jsou konstanty, které uréime
z pocatecni podminky:

Vec=46, kde V= (vi,vy,...,vq), c=(ci,c,...,cq)".
Odtud w(t) = VS(t)V71§, kde S = diag{eMt=2) hl=a)  ernl=a)1 Mizeme tedy
vyslovit tyto zavéry:

1) Jestlize Re(\;) < 0 pro vsechna j, pak |[w(t)|| — 0 exponencidlné pro t — oo, tj.
porucha se velmi rychle zmensuje.

2) Jestlize Re()\;) < 0 pro vSechna j, pak [[w(t)| < V|- IV~ -6, tj. porucha bude
omezend, pritom ||w(t)|| — 0 pro  — o.

3) Jestlize néjaké vlastni ¢islo \; md kladnou redlnou sloZku a pocateéni porucha 4 je
takovd, ze ¢; # 0, pak |[w(t)|| — oo exponencidlné pro t — oo, tj. porucha se velmi
rychle zvétsuge.

Problém (1.30) je tedy stabilni (vzhledem k pocateéni podmince), jestlize vSechna vlastni
¢isla matice A jsou navzdjem ruzna a maji nekladnou realnou slozku.

Toto tvrzeni lze rozsitit a pripustit i nasobna vlastni ¢isla se zapornou realnou slozkou:

Problém (1.30) je stabilni (vzhledem k pocatetni podmince), jestlize:
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(a) vSechna vlastni ¢isla matice A maji nekladnou redlnou slozku,
(b) ryze imaginarni vlastni ¢isla jsou navzajem ruzna.

Dalsi rozsiteni pojmu stability na obecnou pocatecni tlohu zni takto:

Rekneme, Ze pocateéni problém (1.4), tj.

y'(t) =£(t,y()), y(a) =n,

je stabilni (vzhledem k pocdtecni podmince), jestlize vlastni ¢isla {X;(t)}9_; Jacobiho
matic

, t € {a,b),
ij=1

ofi(t,y(t)) }d
y;j

t (0.3 (0) = {

maji nekladnou redlnou slozku, tj. Re(\;(t)) <0, 7 =1,2,...,d, t € (a,b). Piipadna ryze
imaginarni vlastni ¢isla museji byt navzajem ruzna.

Spektralni polomér. Oznac¢me symbolem o(A) spektrdlni polomeér matice A definovany
jako velikost nejvétsiho vlastniho cisla A tj.

o(A) = max d|)\j|, kde \;, j =1,2,...,d, jsou vlastni ¢isla A.
j=12,..,

Nyni jiz muzeme zformulovat dalsi charakteristika tuhého systému.

Charakteristika 2. Stabilni problém je tuhy, jestliZe soucin spektrdlniho poloméru Ja-
cobiho matice £,(t,y) = {0fi(t,y)/0y; f’j:l a délky intervalu integrace b — a je velky, tj.
kdyz

max o(fy (¢, y(t)))(b—a) > 1. (1.31)

a<t<b

Vratme se nynf k tloze (1.30). Pro f = Ay je f,(t,y) = A. Jsou-li vSechna vlastn{
¢isla matice A jednoduchéd a maji zapornou redlnou slozku, pak pro feseni y(¢) dlohy
(1.30) plati y(t) — o pro t — co. Resfme-li takovou tilohu numericky, pak lze dokézat, ze
podminka stability y,, — o pro ¢, = nT — oo plati, pravé kdyz

{7, AT, ., AaT} € Ry, (1.32)

kde R4 je oblast absolutni stability uvazované numerické metody. Pro obecnou pravou
stranu f podminka stability vyzaduje volit 7 tak, aby

(NI, A7, AT} C Ry, n=0,1,.., (1.32)

kde {\'}, jsou vlastni ¢fsla matice £y (¢, yn).

Priklad 1.1 — pokracovani. Prava strana diferencialni rovnice je

0 1
f=Ay, kde A=
—1000 —1001

Vlastni ¢éisla A jsou A\; = —1, Ay = —1000, takze o(A) = 1000. Jde o stabilni problém
(vlastni ¢éisla A jsou zapornd) a pro veétsi £ je o(A)(b — a) = 10004 > 1, tj. jde o tuhy
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problém. Metoda DP54 ma interval absolutni stability (—3,31;0), takze podminka stabi-
lity (1.32) vyzaduje, aby —3,31 < —10007, tj. 7 < 0,00331. Na intervalu délky ¢ je
tak tfeba n, > £/0,00331 kroku délky mensi nez 0,00331, coz je v souladu s tabulkou
uvedenou v prvni éasti piikladu 1.1. Skuteéné, na intervalu(10;100) délky 90 je tieba
alespon 90/0,00331 = 27190 kroku délky 0,00331, ve skutecnosti program ode45 provedl
priblizné stejny pocet 30 071 —2 953 = 27 118 kroku proménné délky. Protoze presna feseni
y1 = —e ' ayy = e ! jsou na intervalu (10; 100) témer konstantni, rovnd nule, je zfejmé,
ze délka kroku je omezena z duvodu stability a ne z duvodu presnosti. .

Priklad 1.2 Uvazujme pocatecni problém
vy =y -y,  te€(0,2/8), y(0)=9. (1.33)

Diferencialni rovnice ma dvé konstantni feSeni y = 0 a y = 1: zvolime-li pocateéni
podminku y(0) < 0, pak y(t) — 0 pro t — oo, zatimco pro y(0) > 0 dostaneme y(t) — 1
pro t — oo. Zvolime-li § > 0 velmi malé, pak pravd strana y? — y> diferencidlni rovnice
nabyva malych kladnych hodnot, tj. funkce y(t) velmi pomalu roste a na pomérné dlouhém
intervalu zustavaji jeji hodnoty blizké k 0. Konkrétné pro § = 107* je y(t) < 1072 jeste
pro t = 9900, pak y(t) za¢ind prudce rust a pro ¢ > 10020 je uz y(t) prakticky rovno 1.
Spektraln{ polomér o(f,) = |2y — 3y?|. Pro malé y ~ 0 je |2y — 3y?| ~ 0, pro y blizké 1
je viak |2y — 3y?| ~ 1. Na intervalu (0,9900) je vyraz 9900|2y — 3y?| charakterizujici tu-
host pomérné maly, nejde zde proto o tuhy problém, takze délka kroku se tidi predevsim
presnosti metody. V intervalu (9900; 10 020) se feseni prudce méni, to mechanismus au-
tomatického Tizeni délky kroku zachyti a krok zkrati. Duvodem zkraceni kroku je zde
spiSe prudka zména teseni nez narustajici tuhost. Poté, co feseni nabude hodnotu rovnou
priblizné 1, je délka kroku metody fizena stabilitou.

Ulohu (1.33) jsme Fesili explicitni metodou DP54 (matlabovsky program ode45) a im-
plicitni TR metodou (matlabovsky program ode23t). Oba programy jsme pouzili se stej-
nou presnosti (e, = 1074, g, = 1077).

DP54 je explicitni Rungova-Kuttova metoda fadu 5 s intervalem absolutni stability
(—3,31;0). Délka kroku proto musi spliiovat podminku stability 7|2y — 3y?| < 3,31, coz
pro t > 10020 znamena volit 7 = 3,31. TR metoda je A-stabilni metoda tadu 2, takze
tato metoda délku kroku z duvodu stability nijak neomezuje.

1 ;
0.8 i
0.6 ]
0.41 1
0.2+ J .
0 . . . ! ‘ ‘ ‘ ‘

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.2 1.4 1.6 1.8 2
4
x 10

Obr. 1.8 Priklad 1.2 feSeny DP54 metodou, cely vypocet
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Vidime, ze v intervalu (10020, 20 000), kde pfesné feseni je prakticky rovno 1, je TR-
metoda velmi efektivni, na zdolani intervalu (10 020, 20 000) potiebovala jen 8 kroku. Zato
metoda DP54 na tomto intervalu provedla 3005 kroku délky 7 = 3,31, takze jeji pouziti
rozhodné vhodné neni. U

1.0001

l.’ aed :.| il :I 11412
‘ g8 0ns <Loes

‘ | jiiii l

0.98 1 1.02 1.04 1.06 1.08 1.1 1.12

x 10°

Obr. 1.9 Piklad 1.2 feSeny DP54 metodou, detail

0.8 i
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0.4 7
0.2 i

0 1 | 1 ‘ 1 1 1 1
0 02 04 06 0.8 1 1.2 14 16 1.8 2

X 104

Obr. 1.10 Priklad 1.2 feSseny TR metodou, cely vypocet

1.0001 | a

0.9999 - 3

0.98 1 1.02 1.04 1.06 1.08 1.1 1.12

X 104

Obr. 1.11. Piiklad 1.2 feSeny TR metodou, detail

Metody pro feseni tuhych problémi. Pro feseni tuhych problému je tfeba pouzivat
metody s neomezenou oblasti absolutni stability. V Matlabu jsou to metody NDF a BDF
implementované v programu odelb5s, TR metoda implementovana v programu ode23t
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a dvé L-stabilni metody fadu 2: TR-BDF2 metoda (jde o kombinaci metod TR a BDF2)
implementovana v programu ode23tb a Rosenbrockova metoda implementovand v pro-
gramu ode23s, podrobnosti viz [16]. Programy ode15s, ode23t a ode23tb vyzaduji feseni
nelinearnich soustav rovnic tvaru

Ynir1 = TV (tny1, Yni1) + 9, (1.34)
kde parametr v je charakteristickd konstanta metody a 1 je vektor nezavisly na y,.1.
Napiiklad pro TR metodu (1.13) je

= % a=yn,+ %Tf(tn>Yn)~

Rovnici (1.34) fesime zjednodusenou Newtonovou metodou. Poc¢ateéni aproximaci y(o)

n+1
ziskdame dostatecné presnou extrapolaci z hodnot y,,y,_1,.... Dalsi aproximace yﬁﬁf)
ziskdame TeSenim soustav linearnich rovnic
(s+1
T =3 (7 =y = 7t yil) +9 =y (1.35)

kde I je jednotkovd matice a J je Jacobiho matice fy(t41-%, Ynt1—k) Pro néjaké k > 0

(jednd se tedy o zjednodusenou Newtonovu metodu, pokud by J = £y (¢,11, ynll) slo by

o klasickou Newtonovu metodu). Vypocet organizujeme takto: oznac¢ime

G=T-7J, d=y""=y" &=t y) + v — vy,

a vypocteme nejdiive d, jako feSeni soustavy linearnich rovnic Gdgy = g, a pak dopocitame

yﬁﬁf) ynJ)rl + d,. Je-li prirustek dy dostatecné maly, klademe y,,+; = yfffll).

Matice soustavy G obsahuje tii cleny, které se mohou ménit: 7 pii zméné délky kroku,
v pii zméné metody (tfeba ve VSVO implementaci metod zpétného derivovani) a J pfi
prepocitani Jacobiho matice. Pokud se zadny z téchto ¢lenti nezméni, zustava matice G
stejna. Toho je tfeba vyuzit: pouze pti zméné G provedeme vypocetné narocny LU rozklad
matice soustavy G = LU, kde L je dolni trojihelnikova matice a U horni trojuhelnikova
matice. V nésledujicich iteracich, kdy se matice soustavy G nemeéni, provadime vypocetné
nenarocna teseni dvou soustav linearnich rovnic s trojuhelnikovou matici soustavy, tj.
Ld, = g, a pak Ud, = 4.,.

Program, ktery ma pracovat efektivné musi mit promyélenou strategii podle nl'Z roz-
LU rozklad matice G. Pouziva se ,konzervativni strategle : prepocitani Jacobiho matice
se provede az tehdy, kdyz Newtonova metoda nekonverguje dostatecné rychle, délku kroku
pripadné metodu zménime, az kdyz ocekavany zisk takové akce prevysi naklady spojené
s LU rozkladem.

Jacobiho matici lze zadat presné nebo ji lze spocitat piiblizné numericky (Matlab
uziva funkci odenumjac z privatni knihovny toolboxu matlab\funfun). Pokud je Jacobiho
matice tidka a uzivatel zada pozice jejich nenulovych prvki, vypocet Jacobiho matice
lze znacné urychlit. Do dalsich podrobnosti uz zachazet nebudeme, zajemce odkazujeme
na skvélou monografii [23] a na matlabovskou dokumentaci [16]. Vyznamnym zdrojem
pouceni je studium kodu jednotlivych matlabovskych programu, pfilis snadné ¢teni to
vsak neni.
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Program ode23s, zalozeny na implementaci Rosenbrockovy metody, se od zbyvajicich
programu ode15s, ode23t a ode23tb lisi v tom, ze se vyhyba feseni nelinedrnich rovnic.
V kazdém kroku Rosenbrockovy metody je tieba sestavit Jacobiho matici fy (¢,,,y,) a vek-
tor derivaci £,(t,,yn) = {0fi(tn,yn)/0t}L,, provést LU rozklad matice I — y7f, (t,, yn)
a uzitim tohoto rozkladu vyftesit t¥i soustavy linedrnich rovnic, podrobnosti viz [25].

Statistika o ¢innosti matlabovskych programu pro feseni ODR. Kvalitni pro-
gramy uzivateli vzdy poskytuji informaci o tom, jak tspésné si pfi feseni konkrétniho
problému pocinaly. V Matlabu se dodavaji tato ¢isla:

pk pocet uspésnych kroku

pn  pocet netuspésnych kroku

pf pocet vyhodnocenych pravych stran f

pj pocet sestavenych Jacobiho matic J

pr pocet LU rozkladi J = LU

ps pocet TeSenych soustav linedrnich rovnic LUd; = g

Pro ilustraci uvadime

Piiklad 1.3 Robertsontuv problém

Yy = —0,04y; + 10" yays, y1(0) =1,
Yy =0,04y; — 100 yoys —3- 10795,  42(0) =0,
ys=3-10"y3, y3(0) =0

popisuje koncentrace tii primési v chemické reakci, tj. 0 < y1,v2,y3 < 1, nezavisle
proménnd ¢ je ¢as, blize viz [23]. Jacobiho matice této soustavy je

—0,04 104y 10% 95
J=1| 004 —10%y;—6-107ys —10%y,
0 6-107y, 0

V case t = 0, tj. pro y; = 1, yo = y3 = 0, ma Jacobiho matice vlastni ¢isla {—0,04;0;0}.
Z fyzikalnich uvah plyne, ze y1,42 — 0 a y3 — 1 pro t — oo. Vlastni ¢isla Jacobiho
matice pro y; = y» = 0, y3 = 1, jsou {—10000,04;0;0}. Pii feseni na intervalu (0, 10%)
je Robertsonuv problém tuhy. O tom se lze ostatné snadno presvédcit experimentéalné:
explicitni metody selhavaji, metody pro feSeni tuhych problému zabiraji. Numerickym
vypoctem lze zjistit, ze jiz pro t > 0,01 je spektrdlni polomér o(J) > 2 - 103, takze
Robertsonuv problém lze povazovat za tuhy jiz na nepomérné krat$im intervalu délky
rfadove v jednotkéch.

Ulohu jsme tesili dvéma matlabovskymi programy uréenymi pro tuhé problémy: pro-
gramem ode23t (TR metoda) a programem odelbs (metody BDFk, k=1,2,....5). Délku
kroku jsme f{dili pomoci toleranci e, = 1073, &, = 107°, ¢innost programu ode15s jsme
omezili tak, aby pracoval jen s BDF metodami fadu 1, 2 a 3. Do nésledujici tabulky jsme
zapsali ,statistiku“ vypoctu, tj. ¢isla pk, pn, pf, pj, pr, ps:

pk pn pf pj pr ps
ode23t | 238 74 794 37 188 644
odel5s | 245 15 504 11 67 458
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Z tabulky plyne, ze oba testované programy Robertsonuv problém tspésné vyftesily, pro-
gram odel5s se podle statistiky jevi jako efektivnéjsi.
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2. Obycejné diferencialni rovnice: okrajové ulohy

Okrajovy problém pro soustavu ODR1 spociva v uréeni funkce y(x), kterd v inter-
valu (a, b) spliuje diferencidlni rovnici

y'(z) = f(z,y(z)) (2.1)
a v koncovych bodech intervalu (a, b) vyhovuje okrajové podmince
r(y(a),y(b)) = o. (2.2)

Stejné jako v kapitole 1.1 pfedpokldadame, Ze pocet rovnic jakoz i pocet okrajovych
podminek je roven d, tedy

y(@) = (@), (@), wa@)", Y@ = (@) ya(), ., ya())",
f(z,y(z)) = (filz.y(2)), fol@,y(2)),- .. fal@, y(2)))",
r(y(a),y(0) = (r(y(a),y(0)), ra(y(a), (b)), -, raly(a), y(0)))".

Ve specidlnim piipadé, kdyz

r(y(a),y(b)) =y(a) —n =0 mnebo-li y(a)=mn, (2.3)

prechézi problém (2.1)—(2.2) v po¢éatecni problém (1.4). Pokud je vSak v podminkach (2.2)
obsazena alespon jedna slozka vektoru y(a) a soucasné také alespon jedna slozka vektoru
y(b), jde o problém okrajovy. Pravé timto piipadem se budeme v dalsim zabyvat.
Podstatny rozdil mezi pocateéni a okrajovou tilohou spociva v tom, ze zatimco feSeni
ulohy s pocatecnimi podminkami existuje a je jediné pro dosti Sirokou tiidu diferencidlnich
rovnic, u okrajové tlohy s velmi jednoduchou diferencialni rovnici je mozné, Ze feseni ne-
existuje nebo naopak, ze feseni je nekonecné mnoho. Tuto skutecnost si ukazme na rovnici

y' =1y, jejiz obecné feseni je y = Ce”.
Odtud plyne, ze pro okrajovou podminku
(1) existuje jediné feseni y = 0,

Y
(b) ey(0) = y(1) existuje nekoneéné mnoho feseni y = C'e”, C' libovolné,
Y )

—~
@)

~—
®

(1) + 1 fteSeni neexistuje.

V kapitole 2.1 ukazeme, jak tesit okrajovy problém pro soustavu ODRI1 metodou
sttelby. V nasledujicich kapitolach pak popiseme tti nejznaméjsi metody feSeni okrajového
problému pro ODR2: v kapitole 2.2 diferenéni metodu, v kapitole 2.3 metodu koneénych
objemu a v kapitole 2.4 metodu konecnych prvku.
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2.1. Metoda strelby

Metoda stielby je zalozena na numerickém feseni poc¢atecniho problému

y'(x) =f(z,y(x),  vyla)=mn, (2.4)

za omezujici podminky

r(n,y(b)) = o. (2.5)

Nezndma pocéteéni hodnota n je urcéena implicitné rovnici (2.5).

Lichobéznikova metoda. Necht a = 29 < 21 < -+ < xx = b je délen{ intervalu (a, b),
h; = ;11 —x; je délka kroku a h = max; h;. Priblizné feseni y;, 2 = 0,1, ..., N, dostaneme
jako feseni soustavy d(N + 1) rovnic

Yit1 = Yi + %hi[f(xiayi) +f(@ip1,yip), i=0,1,...,N—1, (2.6)
r(yanN) =0.

Soustava (2.6) je obecné nelinedrni. Jeji feseni se obvykle pocita pomoci néjaké varian-
ty Newtonovy metody. Aby nastala konvergence, je tieba dodat dosti dobrou pocatecni
aproximaci yz@ ~y(x;),i=0,1,..., N. Lichobéznikova metoda je fadu 2, tj. je-li funkce
f dostatecné hladka, pro chybu plati

y(z:) —yi = O(h?),

¢imz se mini, ze fadu O(h?) je kazd4 slozka vektoru y(z;) — y;.
Ve specidlnim pripadé, kdyz f(x,y) je linedrni v proménné y a r(u,v) je linedrni
v obou proménnych u i v, bude soustava rovnic (2.6) linedrni. Necht tedy

y = A(r)y +q(v),

(2.7)
B.y(a) + Byy(b) = c.
Soustava (2.6) je pak tvaru
[—I - %th(lﬁz)] yi+ [I - %hiA(xiJrl)] Yit1 = %hz[(l(ﬂfz) +q(@it1)]
BayO + BbyN =C,
kde I je jednotkova matice. Maticovy zéapis této soustavy je
Ro So Yo Vo
R, S Y1 Vi
: : : = : , (2.8)
Ry-1 S~ YN-1 VN-1
Ba Bb yn C
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kde

Simpsonova metoda. Matlab nabizi pro feSeni okrajového problému (2.1)—(2.2) pro-
gram bvp4c, ktery je zalozen na pouziti Simpsonovy formule

Yit1 =Yi T %hi [£(zs,y:) + 4f(95z'+1/27 yi+1/2) +f(zi41, Yis1)]s (2.9)
kde wip10 =2 + %hi, Yit12 = %(y@ +¥it1) + %hi (i, yi) — £(ig1, yis1)]

Simpsonova formule (2.9) je fadu 4, tj. pro chybu plati
y(w:) —yi = O(n%).

Dalsi informace o Simpsonové formuli (2.9) lze nacerpat v [24], [13] a také v [16].

V piipadé linedrni ulohy (2.7) fesime soustavu linearnich rovnic (2.8), matice R;, S;
a vektory v; ziskdme z formule (2.9), v niz klademe f(z,y) = A(x)y + q(z). Odvozeni
vzorcu pro R;, S; a v; ponechdvame ctenafi jako cviceni.

2.2. Diferen¢ni metoda

Ve zbytku kapitoly 2 se budeme ptevazné zabyvat linearni ODR2
—[p(@)u'] +q(z)u= fx),  xe(0,0). (2.10)

Predpokladejme, ze funkce p, p/, ¢ i f jsou spojité, dale ze p(z) > py > 0, g(x) > 0,
a uvazujme nejdrive jednoduché okrajové podminky

u(0) = go, (2.11a)
u(l) = ge. (2.11Db)

Za uvedenych predpokladi méa tloha (2.10) - (2.11) jediné feseni.

Uloha (2.10)—(2.11) muze popisovat napiiklad problém tahu-tlaku prutu, tedy prutu
namahaného pouze tahem popiipadé tlakem. V tom pfipadé je u posunuti stfednicové
cary prutu, p = FA, kde E je Younguv modul pruznosti a A je plocha prufezu prutu,
q je mérny odpor podlozi, na némz prut spocivéd, f je intenzita zatizeni a gy a g, jsou
predepsand posunuti koncovych bodu prutu.

Jinou aplikaci, popsanou stejnou rovnici a stejnymi okrajovymi podminkami, je na-
ptiklad staciondrni iloha vedeni tepla v tyci. Pak u je teplota, p je koeficient tepelné
vodivosti, f — qu je intenzita tepelnych zdroju, gg a gy jsou teploty koncovych bodu tyce.

Ulohu (2.10) — (2.11) Ize pieformulovat do tvaru (2.1)-(2.2), staéf polozit

v= ()= (o) = () =00 e

a nasledné tesit metodou stielby, viz kapitola 2.1. My si ale vysvétlime jinou techniku,
znamou jako diferencni metoda (struéné FDM podle anglického finite difference method).
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FDM je klasickéa diskretiza¢ni metoda, zevrubné popsana a analyzovand v celé fadé pub-
likaci, viz napf. [15], [29].

Necht 0 =z < 21 < -+- < zy = £ je délen{ intervalu (0, /) a h; = z; — z;_; je délka
kroku. Body z; nazyvéme uzly a mnozinu {z;}Y, uzli nazyvdme siti. Pro jednoduchost
se omezime na ekvidistantni déleni, takze h; = h = ¢/N a x; =ih, i =0,1,..., N.

Splnéni rovnice (2.10) budeme vyzadovat pouze ve vnitinich uzlech site, tj.

—@Mﬂﬁm+%wn%=h i=1,2...,N—1, (2.13)

kde ¢; = q(x;) a fi = f(z;). Clen —(pu')’ ’x:x. nahradime diferencnim podilem. Pomoci
oznaceni

Ti—1/2 = Ty — %h, Tit1/2 = Tj + %ha Pi—1/2 = p(9€z’71/2) y Piv1/2 = p(%‘ﬂ/z)

lze priblizné polozit

l - /
NI . p ’z=x¢+1/2 pu }x=zi71/2 - pz’+1/2u'(3?i+1/2) - pi—l/zul(%—l/Q)
—(pu)| _ =— = —
=T h h
w(@i1) — u(z;) u(z;) — u(zi)
Pit1y2 3 — Pi-1/2 h
N h

Uzitim Taylorova rozvoje snadno ovéifme, Ze tato aproximace je fadu O(h?), tj. ze plati

—(pu')” _ —Di—12u(Ti—1) + (Di—1/2 + Pit1/2)u(2:) — Pi1/2u(Tig1) —I—O(h2) (2.14)

T=x; h2

Po zanedbani chyby O(h?) tak z (2.14) a (2.13) dostdvéame pro priblizné fesenf u; ~ u(z;)
soustavu rovnic

—Pic1/2Wim1 + (Dic1)2 + Pit1/2 + h2q) Wi — Pi12Ui _

2 (2.15)

proit=1,2,..., N — 1. Z okrajovych podminek mame
o = go, (2.16a)
UN = go - (2.16b)

To ndm umozni dosadit do prvni rovnice ug = go a ¢len —py 290/ h? pievést na pravou
stranu. Podobné v posledni rovnici polozime uy = g¢ a ¢len —py_1/29¢/ h? prevedeme na
pravou stranu. Matice takto upravené soustavy rovnic (2.15) je t¥idiagonalni, pozitivné
definitni, diagonalné dominantni (pro ¢; > 0 ryze). Tyto vlastnosti zarucuji, ze matice
soustavy je regularni a soustava rovnic ma jediné teseni.

Jsou-li funkce p, ¢ a f dostatecné hladké, pak pro chybu plati

u(z;) —u; = O(h?), (2.17)

presnd formulace a piislusny dukaz viz [29].
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Okrajové podminky s derivaci. Okrajové podminky (2.11) se nazyvaji Dirichletovy.
V aplikacich se objevuji jesté dalsi typy okrajovych podminek. Podminky

p(0)'(0) = agu(0) — Bo, (2.18a)
—p(O)u'(€) = agu(l) — (2.18b)

se nazyvaji Newtonovy nebo také Robinovy. Pokud ay = 0 resp. ay = 0, hovotime o Ne-
umannovée okrajové podmince. Aby byla zarucena jednoznacna existence teseni, pred-
poklddejme oy > 0, ay > 0, a pokud uvazujeme okrajové podminky (2.18a) a (2.18b),
pak predpoklddejme navic bud'to ag > 0 nebo ay > 0 nebo g(x) > gy > 0 alesporii na ¢4sti
intervalu (0,¢). Pokud ap = ay = 0 a q(z) = 0 v (0, /), pak tloha (2.10)(2.18) bud'to
nema Feseni nebo mé nekonecné mnoho feseni. Skutec¢né, integraci (2.10) a uzitim (2.18)
dostaneme nutnou podminku existence feseni, tzv. podminku rovnovahy

/ Y ot /
/[f+(pu’)’] dx:/ fdx+pu’}x;0=/ Fda+ o+ =0,
0 0 0

Pokud podminka rovnovahy splnéna neni, feSeni neexistuje. Je-li vSak podminka rovnova-
hy splnéna a u je feSeni, pak je feSenim také funkce u + C, kde C je libovolna konstanta.

Interpretujeme-li Newtonovy okrajové podminky v tloze tahu-tlaku prutu, je pu’
normalova sila, ag, ay jsou tuhosti pruzin v koncovych bodech prutu a Sy, 5, jsou za-
dané sily pusobici na koncich prutu. V tloze stacionarniho vedeni tepla je pu’ tepelny tok,
g, y jsou koeficienty prestupu tepla a Sy, 5, jsou zadané tepelné toky na okrajich tyce.
Tepelné toky se casto uvazuji ve tvaru By = aoug, S = oyuj, kde ug resp. uj je vnéjsi
teplota okolo levého resp. pravého konce tyce.

V pripadé zadané okrajové podminky (2.18a) eventudlné (2.18b) musime sestavit
rovnici umoznujici vypocet neznamé wuy eventualné uy. Ukazme si to tieba pro piipad
predepsané okrajové podminky (2.18a).

Pomuzeme si tak, ze budeme pozadovat, aby rovnice (2.10) platila také v levém
krajnim uzlu xy = 0, tj. aby rovnice (2.13) byla splnéna rovnéz pro i = 0.

Clen —(pu')’ ’m:xo vyjadiime nejdiive pomoci jednostranné diference a pak pomoci
centralni diference a vztahu (2.18a), tj.

u’ —pu/
— Y|, = —- ey Pl +0(h) =

T=I lh
2

_pmw + agu(zo) — Bo

ih

+O(h).

Zanedbame-li chyby, dostaneme rovnici pro neznadmou ug
(p1/2 + hao + $h2qo)ug — p1j2us
2
V piipadé okrajové podminky (2.18b) postupujeme obdobné, tj. pozadujeme splnéni rov-
nice (2.13) také pro i = N, a po tGpravach obdrzime rovnici pro neznamou uy

1 1
= Eﬂo+§f0, (2.19a)

—PN-1/2UN-1 + (PN—1/2 + hoy + %hQQN)UN
12

:%m+%m. (2.19b)
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Je-li predepsdna okrajova podminka (2.18a), zapiseme jako prvni rovnici (2.19a), pak
nésleduji rovnice (2.15) pro ¢ = 1,2,..., N — 1, a je-li predepsdna okrajovd podminka
(2.18b), pripojime jako posledni rovnici (2.19b). Matice vysledné soustavy rovnic je opét
ttidiagonalni, pozitivné definitni a diagonalné dominantni. I kdyz se pfi odvozeni rovnic
(2.19) dopoustime chyby fadu O(h), pro chybu ptiblizného feseni plati zase vztah (2.17).

Rovnice s konvekénim ¢lenem. V aplikacich ¢asto vznika potieba tesit ponékud
obecnéjsi rovnici

— [p(2)u = r(2)u) + q(z)u = f(z), x € (0,0). (2.20)

Tato rovnice popisuje napiiklad transport chemické primeési v tekutine. V tom piipadé
je u koncentrace piimési v tekutiné, r = ov, kde ¢ je hustota tekutiny a v jeji rychlost,
p je koeficient diftze a f — qu je intenzita objemového zdroje piimési. Rovnici (2.20) lze
pouzit také k popisu teplotniho pole v tekutiné. Pak u je teplota, r = cov, kde ¢ je tepelna
kapacita, o hustota a v rychlost tekutiny, p je tepelna vodivost a f — qu je intenzita
vnittnich tepelnych zdroju. S prihlédnutim k typické fyzikalni interpretaci fikame, ze
—(pu') je difidzni clen, (ru)’ je konvekéni clen a f — qu je zdrojovy clen.

Pokud jde o okrajové podminky, budeme postupovat takto: ,na vtoku®, tj. bodé x = 0
pro 7(0) > 0 resp. v bodé x = ¢ pro r(¢) < 0, muzeme predpokladat, ze veli¢inu
u(z) znadme, a proto jeji hodnotu predepiSseme prostiednictvim Dirichletovy okrajové
podminky. ,Na vytoku“, tj. bodé z = 0 pro r(0) < 0 resp. v bodé z = ¢ pro r(¢) > 0,
muzeme zadat jak Dirichletovu tak Newtonovu okrajovou podminku.

V [12] je dokdzéno, ze rovnice (2.20) doplnéna o okrajové podminky m4 jediné feseni

vvvvvv

r(z) >0, ap—3r(0) >0, a+ir()>0.

Jsou-li na obou okrajich x = 0 i x = ¢ predepsany Dirichletovy okrajové podminky, staci
predpokladat

r'(x) >0, xe€(0,0). (2.21)

Zadéame-li Newtonovu okrajovou podminku jen na vytoku, pak podminka cg — %7"(0) >0
resp. ay + %T(f) > 0 ziejmé plati, takze opét staci predpokladat jen (2.21).

Je-li 7(0) < 0 ar(l) <0, pak levy okraj x = 0 je vytok a pravy okraj = = ¢ je vtok.
Je-li r(0) < 0 a r(¢) > 0, pak oba okraje predstavuji vytok. Je-li r(0) > 0, pak podle
(2.21) také r(¢) > 0, takze x = 0 je vtok a = = /¢ je vytok. Oba konce nemohou byt
vtokem: r(0) > 0 a r(¢) < 0 neni podle (2.21) mozné.

V dynamice tekutin se ukazuje, Ze v nestlacitelné tekutiné rychlost v = (v, vo, v3)T
spliiuje rovnici kontinuity divv = 0. V jedné dimenzi tedy v' = 0, takze v je konstanta.
Volba konstantni funkce r tedy predstavuje fyzikalné opodstatnénou moznost. Podminka
(2.21) je pro konstantni funkci r trividlné splnéna.

Veénujme se tedy diskretizaci. Konvekéni ¢len vyjadiime ve vnitinich uzlech pomoci
centralni diference

U,

) = TU|z,
(ro)],p, = =" o) (2.22)
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a v koncovych uzlech pomoci jednostranné diference

T71|w1/2 — Uz,

ih

2

+ O(h),

(ru)'],—a, =

(2.23)

ru|l‘1\7 - Tu|$N—1/2

sh

+O(h).

(ru)'],py =

V (2.22) a (2.23) vyjadiime konvekéni tok ru ve stfedech x;1q/o tsecek (x;,x;11) inter-
polaci jako aritmeticky prumeér hodnot u v koncovych bodech,

ru

riirs = 3Tirry2u(i) + ulzis)] + O(h?), i=01,...,N—1. (2.24)

Po zanedbani chybovych ¢lenu v (2.22)—(2.24), obdrzime soustavu rovnic, jejiz tvar vyjad-
fime prostfednictvim diive odvozenych rovnic (2.15) a (2.19) takto: na levou stranu rov-
nice

(2.19a) [371/2(uo + wr) — rou] /v,
(2.15) piiddme clen %[T1+1/2(ul + Uig1) — ric1y2(Uim1 + w)]/h, (2.25)
(2'19b) [T’NUN — ETNfl/z(UN—l + UN)} /h

Matice takto vzniklé soustavy rovnic je tiidiagonalni a nesymetricka. Da se ukazat, ze
kdyz

shirol <pije,  3hlricael <pigie, i=0,1,...,N =1, Shlry| <pn_1/2. (2.26)

pak je matice soustavy reguldrni. Pro dostatetné jemné déleni intervalu (0, ¢) bude pod-
minka (2.26) jisté splnéna. Pro chybu opét plati (2.17).

Dominantni konvekce. Podminka (2.26) muze byt znaéné omezujici v piipade, kdy
konvekéni koeficient vyrazné prevazuje nad koeficientem diftznim, tedy pro |r| > p. Pak
je tcelné vyjadrit konvekéeni tok ru ve stiedech w44/ secek (g, z;41) takto:

| Ti+1/2U(ZL'i) + O(h) pro Ti+1/2 Z O, ( )
Tz, = 2.27
' Tit1/2U(Tiy1) + O(h) pro ripq1s <O0.

Aproximace (2.27) je z fyzikdlniho hlediska pfirozena: informaci o feseni u v uzlu ;41,2
cerpdme ze znalosti feSeni proti ,proudu®, proti ,vétru“: pro ri;i, > 0 ,foukd zleva®,
proto pouzijeme hodnotu wu(x;) v uzlu x; lezicim nalevo od bodu w412, pro 7412 < 0
sfoukd zprava“ a proto pouzijeme hodnotu u(z;y1) v uzlu x;41 lezicim napravo od bodu
Tiy1/2. Jednostrannou aproximaci konvekéniho toku podle (2.27) nazyvame upwind apro-
ximaci. Pomoci oznaceni

at = max(a, 0), a” =min(a,0), kde a je libovolné éislo,
lze (2.27) zapsat v kompaktnim tvaru

TUley,, = 7’;;1/2“(%) + 7 pu(@ir1) +O(h), i=0,1,....N—1. (2.28)
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Po zanedbani chybovych ¢lent v (2.22), (2.23) a (2.28) obdrzime vyslednou soustavu
rovnic, jejiz tvar vyjadiime prostrednictvim dfive odvozenych rovnic (2.15) a (2.19) takto:
na levou stranu rovnice

(2.19a) [(r})y = To)uo + 175wl /1,
(2.15) piiddme ¢len [T;jrl/Qui + T ptti] /P — [7“;11/2“@'71 + 7wl /Ry (2:29)
(2.19b) [y N1+ (v = Ty _y ) un]/h

Matice takto vzniklé soustavy je regularni nezévisle na jemnosti déleni intervalu (0, ¢).
Pro chybu vsak plati jen

u(z;) —u; = O(h). (2.30)

Pro dosazeni ptesnosti fddu O(h?) je tfeba pouzivat piesnéjsi upwind aproximaci kon-
vekéniho toku, treba

PUlay = Ty [Su(:) — gu(zi1)] T Tit1y2 [Su@in) — ulzir)] + O(h%), (2.28))
i=0,1,...,N — 1, kde u(z_1) := 2u(xo) — u(xy), u(zxyni1) = 2u(zy) — u(zyn_1).
Priklad 2.1. Zabyvejme se feSenim modelové tlohy

—eu”" +u' =0 pro z€(0,1), u(0)=0, u(l)=1,
kde € > 0 je konstanta. Presné reSeni

| — ol
u(x) = T o

je rostouci funkce.
Diskretizaci konvekéniho ¢lenu pomoci centralni diference (2.25,), tj. pomoci druhého
vztahu v (2.25), dostaneme rovnici

N 2u; + Uiy L Wit — Ui

h? 2h

=0,
kterou lze pii oznaceni k := h/e zapsat ekvivalentné ve tvaru
—(1 + %H)UZ',1 + QUZ — (1 — %H)Uprl =0.

Pro k = 2 dostaneme u; = u;_1, takze teseni je u; = 0 proi < N auy = 1. Pro Kk # 2
snadnym vypoctem ovérime, ze diferencni rovnici vyhovuje feseni

24+ k]
2—k|’

Ui201+02|:

kde C7 a (5 jsou konstanty, které uréime z okrajovych podminek. Pro x > 2 pfiblizné
feSeni u; osciluje okolo C, coz je v rozporu s chovanim presného feseni u, rostouci po-
sloupnost {u;}¥, dostaneme jen pro |k| < 2, coz je podminka (2.26) pro p=¢, r = 1.
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Nasi modelovou tlohu vytesime také upwind technikou. Konvekéni ¢len nahradime
levostrannou diferenci podle (2.29;) a dostaneme rovnici

o Wi — 2u; + iy LTt
h? h

Diferen¢ni rovnici vyhovuje feseni

= 0.

U; = 01 + 02(1 + li)i,

které je rostouci nezavisle na velikosti k. [

2.3. Metoda koneénych objemu

(strucnée FVM podle anglického finite volume method) se pouziva predevsim pro feseni
problému proudéni ve vice prostorovych proménnych, napi. viz [26], [8]. Princip této
metody vSak lze objasnit i pro jednodimenziondalni tlohu popsanou diferencidlni rovnici
(2.20) a okrajovymi podminkami (2.11) a (2.0).

Ke kazdému uzlu z; pfitadime konecény objem B; (struéné buriku) takto: pro vnitini
uzly By = (%i—1)2,Tip12) , @ = 1,2,...,N — 1, a pro koncové uzly By = (0,z12),
By = (xn-1/2,(). Ztejme (0,() = UL, B;. Integrac{ rovnice (2.20) pres buiiku B; dosta-
neme bilancéni rovnici

/Bi—[PU'—TU]’d:EJr/Biqudx:/Bifdx. (2.31)

Ptredpokladejme nejdiive, ze B; ptislusi vnitinimu uzlu. Pak dostaneme
o Tit1/2 Tiy1/2
—[pu’ = rule=a Vs + / qudz = / fdzx. (2.32)
Ti—1/2 Ti—1/2

Difizni tok aproximujeme pomoci centralni diference,

U\T;) — U\T;— .
pi_l/gul(l‘i_l/g) = ]%‘—1/2 ( ) n ( 1) + O(h2), 1 = ]_,2, ceey N — ]_, (233)

a konvekéni tok aproximujeme pomoci centrélni aproximace (2.24) resp. upwind aproxi-
mace (2.28). Integraly v rovnici (2.32) spoc¢teme obdélnikovou formuli,

Tiy1/2 Tit1/2
/ qudzr = hqgu(x;) + O(h?), / fdx = hf; + O(R%).

Ti—1/2 Ti—1/2

Zanedbdme-li chyby, dostaneme aproximaci bilanéni rovnice (2.32) ve tvaru (2.255) resp.
(2.29,).

Je-li v koncovém bodé = = 0 resp. z = ¢ predepsana Newtonova okrajova podminka
(2.18a) resp. (2.18b), je tfeba uvazit bilanéni rovnici (2.31) také pro bunku By resp. By.
Tak napiiklad pro bunku By mame

, v=z1 ) T1/2 B T1/2
—(pu’ — ru) + qudzx = fdx.

T=x0
xo xo
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Diftizni tok v bodé x1/, aproximujeme centralni diferenci (2.33), konvekéni tok v bodé
1/ aproximujeme pomoci (2.24) resp. (2.28), ¢len p(0)u/(0) vyjadifme pomoci okrajové
podminky (2.18a) a integraly spocteme levostrannou obdélnikovou formuli,

CEl/

T1/2 2
[ ude = Shawutan) + 0. [ o= b+ 00,

zo o

Zanedbame-li chyby, dostaneme rovnici (2.251) resp. (2.29;). Rovnici (2.253) resp. (2.293)
odvodime obdobné z bilanéni rovnice (2.31) zapsané pro bunku By.

Metodou konecénych objemu jsme tedy dostali stejné rovnice jako rovnice odvozené me-
todou diferencni. Pfednosti metody kone¢nych objemu ve srovnani s metodou diferenéni
vyniknou az pfi feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic ve vice prostorovych proménnych.

2.4. Metoda konec¢nych prvkiu

Nejuniverzalnéjsi metodou diskretizace okrajovych uloh je metoda konecénych prvku
(struéné FEM podle anglického finite element method, cesky MKP). V tlohach mechaniky
pevné faze je to jednoznacéné nejpouzivanéjsi metoda. I kdyz prednosti MKP lze plné
ocenit teprve u uloh ve dvou a tfech prostorovych proménnych, podstatu metody lze
objasnit i na jednodimenzionalni tloze. Z tady publikaci vénovanych MKP zminme napf.
[9], [30], [2].

Vychodiskem pro diskretizaci metodou koneénych prvku je slaba formulace okrajové
tlohy. Proto si ted ukdzeme, jak z klasické formulace (2.20), (2.11), (2.18) formulaci slabou
dostaneme. Nejdiive zavedeme nasledujici

Oznaceni. Symbolem C(0, ) budeme znacit prostor vsech funkei, které jsou v intervalu
(0, ¢) spojité, a symbolem C*(0,¢) pak prostor viech funkci, které jsou v intervalu (0, ¢)
spojité spolu se svymi derivacemi az do fadu k véetné (C podle anglického continuous).

Rikdme, ze bod a je pro funkci f(z) bodem nespojitosti pruniho druhu, existuje-li
v a konetnd limita zprava i zleva [oznac¢me tyto limity f(a + 0) resp. f(a — 0)] a je-li
fla+0)# fla—0).

Funkce f(z) definovand v intervalu (0, £) se nazyva po édstech spojitd v intervalu (0, £),
je-li v (0,¢) spojita s vyjimkou kone¢ného poc¢tu bodu, v nichz mé nespojitost prvniho
druhu.

Prostor funkei po ¢astech spojitych v intervalu (0,¢) oznacime PC(0,¢) (PC podle
anglického piecewise continuous). Symbolem PC*(0, ¢) zna¢ime prostor funkei, které jsou
v intervalu (0, ¢) spojité spolu se svymi derivacemi az do fadu k — 1 vcetné, a jejichz k-ta
derivace je v intervalu (0, £) po ¢dstech spojité.

V dalsim budeme pouzivat zejména prostor C1(0, ¢) funkei, které jsou v intervalu (0, £)
spojité spolu se svou prvni derivaci, a prostor PC1(0, £) funkci, které jsou v intervalu (0, ¢)
spojité a maji v ném po c¢astech spojitou prvni derivaci.

Slaba formulace. Zacneme tim, Ze zavedeme pojem testovaci funkce: funkci v € C1(0, £)
nazveme testovaci, jestlize v = 0 v tom krajnim bodé intervalu (0, £), v némz je predepsana
Dirichletova okrajova podminka. Pro konkrétnost se omezime na okrajové podminky
(2.11a) a (2.18b), takze testovaci funkce v spliuje v(0) = 0. Nésobme rovnici (2.10)
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testovaci funkei v a integrujme pres (0,/). Integraci per-partes ¢lenu foe [—(pu')|vdz
a naslednym uzitim okrajové podminky (2.18b) a vztahu v(0) = 0 obdrzime

Y4 l
/ fo dr = / [_(pul N TU)/ + qu] vdx = —(pu/ — ’I“U)U}izf)‘i‘
0 0

+/0 [(pu’ — ru)v’ + quv] dx = [apu(l) — Be + r(€)u(l) Jv(l) + /0 [(pu" — ru)v’ + quu] du.

Odvodili jsme tedy, ze feseni u ulohy (2.10), (2.11a) a (2.18b) musi splhovat kromeé
Dirichletovy okrajové podminky u(0) = go také rovnost

¢ ¢
/0 [(pu' — ru)v’ + quv] dz + [ap + 7(0)]u(f)v(l) = /0 fodx + B(l) (2.34)

pro kazdou funkci v € C1(0,¢), v(0) = 0. Okrajovd podminka (2.18b) Newtonova typu,
kterd se stala soucésti integralni rovnice (2.34) a je tak automaticky splnéna, se nazyva
prirozenou okrajovou podminkou. Dirichletovu okrajovou podminku (2.11a), kterd soucasti
rovnice (2.34) neni a jejiz explicitni splnéni proto musime vyzadovat, nazyvame podstatnou
nebo také hlavni okrajovou podminkou. Rovnice (2.34) je dobfe definovana i v piipadé,
kdy funkce u a v jsou z prostoru X = PC'(0, £). Testovaci funkce pak volime z prostoru
V = {v € X|v(0) = 0} testovacich funkci a teseni u z mnoziny W = {v € X|v(0) = go}
pripustnych reseni. Dale oznacime

¢
a(u,v) = /0 [(pu' — ru)v" + quo] dz + [ayp + 7(€)]u(f)v(f),

e (2.35)
L(v) = / fodz + Bev(0).
0
Pak ulohu
najit u € W spliujici a(u,v) = L(v) Yv eV (2.36)

nazyvame slabou formulaci problému (2.10), (2.11a), (2.18b). Regenf tilohy (2.36) nazveme
slabym Tesenim. Slaba formulace je obecnéjsi nez formulace klasickéd, nebot klade nizsi
naroky na hladkost dat:

klasicka formulace: p,7 € C*{0,£),q, f € C{0,(), (2.37a)
slabé formulace: p,1,q, f € PC(0,¢). (2.37b)

Jestlize p, 1’ q, f € PC(0,€), p > po >0, ¢+ %7“’ >0, ap+ %r(ﬁ) > 0, pak tiloha (2.36) mé
jediné slabé teseni, viz [12].

Ukazali jsme si, ze klasické feseni je vzdy také reseni slabé, viz odvozeni rovnice (2.34).
Opak obecné neplati, tj. slabé feseni nemusi byt feseni klasické. Jsou-li vSak funkce p, r,
q a f dostatetné hladké, konkrétné plati-li podminky (2.37a), pak lze dokazat, ze slabé
fesenf u € C?(0, () je FeSen klasické.
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Slaba formulace ma v loze tahu—tlaku prutu (kdy r = 0) vyznam principu virtudlnich
posunuti a samotné testovaci funkce v € V' maji vyznam virtudlnich posunuti du pripust-
nych feSeni u € W. Slabd formulace je tedy zcela piirozena, nebot konkrétné pro tilohu
tahu—tlaku prutu popisuje zakladni fyzikalni zdkon mechaniky kontinua.

Slaba formulace pro viechny kombinace okrajovych podminek. Uvedme si tvar
V, W, a(u,v) a L(v) pro véechny mozné kombinace okrajovych podminek.

(DD) Okrajové podminky (2.11a), (2.11b)

V={veX|v)=v{l)=0}, W={veX]|v(0)= g v(l)=ge}, (2.38-DD)
a(u,v) :/0 [(pu’ — ru)v’ + quv|dz, L(v) :/0 fodz.

(DN) Okrajové podminky (2.11a), (2.18b)

V={veX|v)=0}, W={veX|v0)=go}, (2.38-DN)
¢ ¢
a(u,v) = /o [(pu' — ru)v" + quo] dz + [ag + r(O)]u(f)v(¢), L(v) = /o fodx + ().

(ND) Okrajové podminky (2.18a), (2.11b)

V={veX|vl)=0}, W={veX|v(l)=gd, (2.38-ND)
a(u, v) = /0 (' — ru)e! + quo] dz + [ag — #(0)]u(0)0(0), L(v) = /0 foda + Bov(0) .

(NN) Okrajové podminky (2.18a), (2.18b)

V=X W=X, (2.38-NN)

¢
a(u,v) = /0 [(pu" — ru)v’ + quu] dx + [ag — 7(0)]u(0)v(0) + [ce 4+ 7(€)]u(€)v(£),

l
L(v) = / Foda + Byo(0) + Bro(6).

6),

Ve v8ech ¢tyfech pripadech je zaru¢ena jednozna¢nd existence slabého teseni tlohy (2.3
) =0

pOkUd pa'r,aqaf € PC<O7£>7 p > Po > 07 q+ %T, > 07 Qo — %T(O) > 07 oy + %’]“(6

V pifpadé dlohy (2.38-NN) je tfeba navic predpokladat ap—27(0) > 0 nebo ap+1r(¢) > 0

nebo ¢ + 21’ > go > 0 alespon na &sti (0,€), viz [12].

Diskretizace uzitim linedrniho prvku. Na intervalu (0, /) zvolime déleni 0 = zy <
x1 < --- < xy = £ a na kazdé tsecce (r;_1,x;) délky h; = x; — 2,1 hleddme ptiblizné
feseni U(x) ve tvaru linedrniho polynomu prochazejictho body [z;_1,u;—1] a [z;, u;], takze

Ty — T

hi

T — Ti—1

wi(x) = B

U(x) = Uiywiy(2) + Unwi(x),  kde w; 1 (x) =
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Funkce U(x) je tedy na celém intervalu (0, ¢) spojitou po cdstech linedrni funkci uréenou
predpisem

Ulz) = Z Usw;(x), (2.39)

kde w;(x) se jsou tzv. bazové funkce, linearni na kazdé visecce (ry_1,xy) a takové, ze

1 pro 7 = 7,
0 pro i # j.

w;(x;) = {

Ti—1 x; Tiy1 TN-1 ry =/

Obr. 5.1. Linearni Lagrangeovy bazové funkce

Usecku (x;_1,2;), na které je definovana linedrni funkce urcend svymi hodnotami
U;_y resp. U; v uzlech x; 1 resp. x;, nazyvame Lagrangeovym linedrnim prvkem nebo
také Lagrangeovym linedrnim elementem. Délku nejvétsiho dilku délent {z;}Y, oznacime
jako h, tj. h = max;<;<y h;. Necht X}, je prostor vsech spojitych po ¢dstech linedrnich
funkei tvaru Zz']io O,w;(z), kde {6;}Y, jsou libovolnd redlnd ¢isla. Ziejme X;, C X.
Necht Vj, =V N X, a W), = W N X,,. Pak piiblizné feseni U, tzv. MKP resend, obdrzime
z diskrétni slabé formulace

najit U € W), splaujici a,(U,v) = Lp(v) VYo € V. (2.40)
Ptitom index h v a, (U, v) resp. Ly (v) znaci, Ze integral foe[(pU’ —r)v' +qUv]dz v a(U,v)
resp. f(f fvdx v L(v) pocitdme numericky kvadraturni formuli #adu alespon jedna.

V dalsim budeme pro konkrétnost uvazovat slabou formulaci (2.38-NN). Oznaéime-li
Q' () piiblizné spoctenou hodnotu ffil pdz, je

i

ap(U,v) = Z Q' ([pU" — rUW + qUv) + [y — 7(0)]U (o) v (o) + [ag + r(O)]U () v (),

La(v) = 3 Q'(fv) + Bov(wo) + frv(aw) (2.41)
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Necht v(x) = Zz‘]\io O,w;(z) € V}, je libovolna testovaci funkce (tj. ©; = v(x;) je libovolné
¢islo) a U(zx) = Z;.V:O Ajw;(z) je MKP feseni (tj. A; = U(z;)). Pak z (2.40) pro ilohu
(2.38-NN) plyne

N N N
0=an(U,v) — Ly(v) = ay, (Z Ajwj, Z @iwi> — Ly (Z @iwi> =
=0 =0 =0
N N (2.42)
=0

Z ah(wj, wZ)AJ — Lh(wz)] = OT [KA — F] s

J=0

O;

i

kde 6 = (@0,@1, .. .,@N)T, K= {]{]Z'j}N pPro kij = ah(wj,wl-), A = (Ao,Al, .. .,AN)T

i,j=0
aF = (Fy, Fy,...,Fn)T pro Fy = Ly, (w;). Protoze 0 je libovolny vektor, musi platit

KA =F. (2.43)

Matice K byva oznacovana jako matice tuhosti a vektor F jako vektor zatiZeni. Toto po-
jmenovani pochéazi z prvnich aplikaci MKP v pruznosti a stalo se univerzalnim oznacenim
pro matici soustavy a pro vektor pravé strany v soustavé rovnic vzniklé diskretizaci

jakékoliv tlohy MKP.
Soustavu rovnic (2.43) sestavime pomoci tzv. elementdrnich matic tuhosti K* a ele-

mentdrnich vektori zatizeni F* ptislusnych elementum (z;_1,z;), i = 1,2,..., N. Pomoci

obdélnikové formule vyjadiime

A=A 10, -0,
h; h;

i_ (9O i1 Pi-1)2 1 -1 i (A
o-(67) e ) (@)

Znovu pomoci obdélnikové formule dostaneme

Ai+A; 10, -0,
2 hi

Q' (pU"') =hipi_1/2 = [0)]"K" A",

kde

Qi(—r UU/) = — hﬂ’i_l/g = [OZ]TKZQAZ,

kde

; 1 1
i2
K :pr(l 1)

Déle pomoci lichobéznikové formule obdrzime

Qi(qu) = %hi(Qifl@iflAifl + ¢;0,A;) = [Oi]TKi?’Aia

i3 _ 1y (%-1 0
K _th<0 q)

kde

20



a polozime K = K+ K2 +K?®. Nakonec, opét pomoci lichobéZnikové formule, dostaneme

Q' (fv) = Lhi(fir@is + £:0,) = [0)F', kde Fi=1 (fzfl)

7, rovnice

0= C_Lh(U,U) — Ly(v) =
= Z Q' ([pU’ — rU + qUv) + [ag — 7(0)]U (o) v(20) + e + r(:cN)]U(xN)v(xN)] —

N

Z Q'(fv) + Bov(wo) + Brv(an) | =

“1

= Z[Oi]T[KiAi — F'] + 6o[(ag — r0]Ag — Bo] + On[(ar +rn)ANx — B
i=1
a z rovnice (2.42) tak dostaneme rovnost
N
0" KA —F] =) [0 K'A" - F+ (2.44)
i=1

Ool(a0 — 10)Ao — Bo] + On[(aw +7n) AN — B,

z niz plyne postup, jak pomoci elementdrnich matic K = {kf‘,s}%szl, elementarnich vek-
torit F! = (Fi, FO)T a ¢isel ag, 10, Bo, o, 7w, B¢ sestavit globdlni matici K a globélni
vektor F':

ki, ki, +k3, | k2, o Fy + F?
k2, | k3, + k3| ... F}+F}

EN T4 EN | kN FN-1 4 RN
kN | kDS ot ra || FSY A+ B

Tab 2.1: Matice soustavy K a vektor pravé strany F.

staci srovnat ¢leny se stejnymi indexy u parametru © a A (pro uréeni prvku matice K)
nebo jen u parametru © (pro urceni prvku vektoru F) na levé a na pravé strané rovnice
(2.44). Struktura matice soustavy K a vektoru pravé strany F je patrné z tabulky 2.1.
Pro ekvidistantni déleni je vysledna soustava rovnic (2.43) stejna jako soustava rovnic
(2.25), kterou jsme odvodili diferenéni metodou.
Vypocet probiha podle nasledujiciho algoritmu:
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1) Matici K a vektor F vynulujeme.

2) Postupné prochazime jednotlivé prvky (x; 1,2;), i =1,2,..., N, na kazdém z nich
vypocteme elementdrni matici K* = {k,}? ,_, a elementdrni vektor F' = {F/}7_,
a koeficienty k'  resp. F! piicteme k odpovidajicim prvkum matice K resp. vektoru

F v souladu s tabulkou 2.1.
3) Matici K a vektor F modifikujeme podle uvazovanych okrajovych podminek:

a) Je-li v levém krajnim bodeé predepséna Dirichletova okrajovd podminka (2.11a),
odstranime prvni fadek matice K a prvni tadek vektoru F, pak od pravé strany
odecteme prvni sloupec matice K nasobeny predepsanou hodnotou gy a nako-
nec vynechame také prvni sloupec matice K.

b) Je-li v levém krajnim bodé predepsana Newtonova okrajova podminka (2.18a),
pricteme k prvku v levém hornim rohu matice K ¢éislo ag — 79 a k prvnimu
prvku vektoru F pricteme cislo .

c¢) Je-li v pravém krajnim bodé predepsana Dirichletova okrajova podminka (2.11b),
odstranime posledni fadek matice K a posledni fadek vektoru F, pak od pravé
strany odecteme posledni sloupec matice K nasobeny predepsanou hodnotou
ge a nakonec vynechame také posledni sloupec matice K.

d) Je-li v pravém krajnim bodé predepsana Newtonova okrajova podminka (2.18b),
pricteme k prvku v pravém dolnim rohu matice K ¢islo oy 47y a k poslednimu
prvku vektoru F pri¢teme cislo S,.

4) Vytesime soustavu linedrnich rovnic Ku = F. Podle zvolenych okrajovych podminek
tak ziskame

u = (uy,us,...,unx_1)" v ptipadé okrajovych podminek (2.11a), (2.11b),
u = (up,us,...,uy)’ v pifpadé okrajovych podminek (2.11a), (2.18b),
u = (ug,uy,...,uy_1)" v pifpadé okrajovych podminek (2.18a), (2.11b),
u = (ug,uy,...,uy)’ v pifpadé okrajovych podminek (2.18a), (2.18b).

Pro chybu u — U a jeji derivaci plati za predpokladu u € C?(0, ¢) odhad

u—U=0(h?, u' — U =O0(h). (2.45)

Dominantni konvekce. Upwind aproximaci konvekéniho ¢lenu dostaneme z modifiko-
vané rovnosti (2.40), a sice

najit U € W), splaujici ap (U, v) + cp(U,v) = Ly(v) Yo € Vj, (2.40”)
kde ¢len
N
an(U) = Q (&UY), 6 = 3hilow], (2.46)
i=1
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reprezentuje tzv. umélou difiizi. Vhodnou volbou koeficienttt {o;} , ovliviiujeme velikost
dodané umelé diftze. Rovnost (2.40’) dostaneme z rovnosti (2.40) tak, ze v ni nahradime

Jdiftzni élen® 32N Q' (pU'v') élenem SN Q1([p+6;]U"'), tj. na prvku (z;_;, x;) priddme
k diftzi p umélou difuzi §;. Pomoci obdélnikové formule dostaneme

Q' (3h|or|UY) = [07]" KA, (2.47)

kde
. 1 -1
K — %|o’iri71/2| (_1 1) ) (2.48)

Polozime K' = K + K + K® 4+ K* a soustavu rovnic sestavime podle tabulky 2.1.
Pro ekvidistantni déleni a o0; = 1,7 =1,2,..., N, dostaneme rovnice (2.29). Ovéite! Pro
chybu v tom piipadé plati pouze

u—U = O(h). (2.49)

Kdyz p, r jsou konstanty, ¢ = f = 0, okrajové podminky jsou Dirichletovy, viz (2.11),
a déleni je ekvidistantni, pak pro

1 h
o =0 =cothk — —, kde k= r—, (2.50)
K 2p

dostaneme piesné feseni, viz [5]. Cislo & je zndmo jako lokdini Pecletovo ¢islo. Snadno
ovéiime, ze funkce o(k) je rostouci, lim o(k) = —1, limo(k) = 0, lim o(k) = 1. To
K——00 k—0 K—00
je zéddouci chovéni: pro dominantni konvekei |o| — 1, tj. dostaneme ¢isty upwind, a pro
dominantni diftzi |o| — 0, tj. dostaneme standardni schéma bez umélé diftze.
Proto 1ze doporucit univerzalni volbu
r z‘—l/th

1
o; = cothk; — —, kde k;=—"—— i=1,2,..., N, (2.51)
K 2291‘71/2

ktera je vhodna pro kazdou konvekéné-difizni ilohu, nezavisle na tom, zda je konvekce
dominantni ¢i nikoliv.
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3. Parcialni diferencialni rovnice

Parcidlni diferencidlni rovnice (struéné PDR) vyjadiuje vztah mezi funkei nékolika
proménnych a jejimi parcialnimi derivacemi. Parcidlni rovnice a jejich soustavy jsou ma-
tematickym modelem mnoha technickych tloh. Cetné modely byly vytvofeny jiz v minu-
lych staletich, jejich praktické feSeni vSak umoznily teprve vykonné pocitace. Prostiedky
klasické matematické analyzy se zkouma existence, jednoznacnost, hladkost a dalsi vlast-
nosti feseni v zdvislosti na koeficientech rovnice, okrajovych a pocatecnich podminkach
a na oblasti, ve které ma byt rovnice splnéna. Tuto oblast budeme standardné znacit
symbolem 2. Pro nékteré jednodussi ulohy lze témito prosttedky najit i presné feseni,
casto ve tvaru nekonecné rady. Prevaznou vétsinu téchto tloh vsak dovedeme tesit pouze
priblizné, numericky.

Oznaceni eliptické, parabolické nebo hyperbolické ziskaly PDR na zdkladé formalni
podobnosti s rovnicemi kuzelosecek. Staciondrni ilohy jsou na ¢ase nezavislé, tilohy ne-
stactondrni na case zaviseji. K jednoznacnému urceni feseni nestaci samotna diferencialni
rovnice, je nutno zadat jesté okrajové podminky a u nestacionarnich loh také pocatecni
podminky. Ve tifech nasledujicich kapitolach uvedeme nejjednodussi rovnice druhého fadu.
Omezime se pritom na PDR ve dvou proménnych, tj. ve stacionarnim piipadé jde o tlohu
ve dvou prostorovych proménnych z, y a v nestaciondrnim piipadé se uvazuji ulohy s je-
dinou prostorovou proménnou x, druhou proménnou je cas t.

Diskretizaci v prostorovych proménnych provedeme pomoci diferencni metody, metody
kone¢nych objemu a metody koneénych prvkia. Metoda konecénych prvki jednoznacné
dominuje pfi feseni problému mechaniky pevné faze, zatimco pro proudéni tekutin se vice
pouzivaji programy pracujici na bazi metody konec¢nych objem.

Nékolik pojmiti. Uzdvér mnoziny M € RY je sjednocenim bodu mnoziny M a bodu
lezicich na jeji hranici OM. Uzévér M znacime M, tj. M = M U OM.

Oblasti rozumime otevienou souvislou mnozinu v R<.

Necht €2 je oblast. Prostor funkei, které jsou v 2 spojité spolu se svymi derivacemi az
do tadu k, znacime C*(€)). Prostor CO(Q) funkci spojitych v Q znacime struéné C(Q).

Rekneme, ze funkce u je v © po Eéstech spojité, Jesthze Q je sjednocenim uzavéra
konecného poétu navzajem disjunktnich podoblasti, tj. Q = [JQ;, Q; N Q; =0 proi#j,
a jestlize u je na kazdé z podoblasti 2; spojita a spojité prodlouzitelna az do hranice, tj.
existuje spojita funkce u; € C(€;) s vlastnosti 4; = u; v ;. Prostor po éastech spojitych
funkef znaéime PC(2). Symbolem PC*(Q) znaéfme prostor funkef, které jsou v oblasti 2
spojité spolu se vSemi svymi derivacemi az do fadu k—1 véetné a jejichz k-té derivace jsou
po ¢éstech spojité. Tak tieba PC(Q) je prostor funkei, které jsou v Q spojité a jejichz
prvni derivace jsou v €2 po ¢astech spojité.

Definici funkce spojité a funkce po ¢astech spojité na hranici lze prostiednictvim para-
metrického vyjadreni hranice ptevést na definici funkce spojité a funkce po ¢astech spojité
na usecce, viz kapitola 2.4. Pokud jde o znaceni, tak tireba PC(I'y) je prostor po ¢astech
spojitych funkci na casti I'y C 9€) hranice oblasti €.
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3.1. Uloha eliptického typu

3.1.1. Formulace tulohy

Bud Q omezend oblast v R2. O hranici I' = 0 oblasti Q predpokladejme, ze je
sjednocenim uzivéru dvou navzdjem disjunktnich ¢dsti 'y a Ty, tj. I' = T Uy, [Ny = 0.
Dale n = (ny,n9)" necht je jednotkovij vektor vnéjsi normdly hranice a

ou ou ou

— =n-Vu=n1— +ng—

on ox oy

je derivace ve smeéru vnéjsi normaly.

Necht p(x,y) > po > 0, q(z,y) >0, f(z,y), g(z,y), ax,y) > 0 a f(x,y) jsou dané
funkce. Nasim tikolem je uréit funkei u(z, y), kterd uvnitt Q2 vyhovuje diferencidlni rovnici

0 ou 0 du
Y il - = Q 3.1
5 <p(93, y)ax> o <p(x, y) ay> +alz,y)u=flz,y)  vQ, (3.1)
na hranici I'; splnuje Dirichletovu okrajovou podminku

u=g(x,y) na I['y, (3.2)

a na hranici I'y splnuje Newtonovu okrajovou podminku

—p(z, y)g—z =a(z,y)u—B(z,y) nals. (3.3)

Je-li v (3.3) a = 0, dostaneme Neumannovu okrajovou podminku.
V pripadé, Ze p je konstanta a ¢ = 0, délime rovnici (3.1) ¢islem p a vznikne Poissonova
rovnice

—Au = f(z,y) vQ, (3.4)
kde Laplacetiv operdtor A aplikovany na funkci u je

Pu O*u

Au=—+ —.
“ 8x2+8y2

Rovnice Au = 0 se nazyva Laplaceva rovnice.

Fyzikalni vyznam. Ulohu (3.1) - (3.3) muZeme interpretovat jako staciondrni vedeni
tepla v nekonecném hranolu o prutezu ). Pak u je teplota, p tepelna vodivost, —pVu je
tepelny tok, ¢ je mérny tepelny odpor, f je intenzita vnitinich tepelnych zdroju, okrajova
podminka (3.2) predepisuje teplotu na povrchu a v okrajové podmince (3.3) je —p du/0On
tepelny tok ve sméru vnéjsi normaly, « je koeficient prestupu tepla a (8 je predepsany
tepelny tok.

Poissonova rovnice s homogenni Dirichletovou okrajovou podminkou u = 0 vyjadiuje
napft. prihyb membrany upevnéné na okraji a zatizené tlakem tmeérnym funkci f.

Laplaceova rovnice s Neumannovou okrajovou podminkou popisuje napi. potencidlni
proudéni: u je potencial vektoru rychlosti v = (vy,v2)7, kde v; = Ou/0x, vo = Ou/dy.
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Rovnice 0 = Au = divv = 0 je zndma jako podminka nestlacitelnosti. Neumannova
okrajova podminka Ou/0n = v-n = [ predepisuje normalovou slozku rychlosti v, = v-n.
Pomoci Gauss-Ostrogradského véty, viz napt. [21],

/divvdxdy:/ V~ndS:/ %dS:/ £dS =0,
9) o0 a0 On o0

dostavame nutnou podminku existence feseni. Potencial u neni urcen jednoznacné: je-li u
feSeni, je také u+ C TeSeni, kde C' je libovolna konstanta. Rychlost v vsak uz jednoznacné
urcena je.

Existence a jednoznacnost feSeni. Podminky zarucujici existenci a jednoznacnost kla-
sického Fesenf u € C2(2) problému (3.1)—(3.3) jsou komplikované a proto je zde uvadét
nebudeme. V praktickych aplikacich vysta¢ime s existenci tzv. slabého rTesent, které exis-
tuje za podminek v aplikacich bézné splnénych.

V dalsim budeme ptedpokladat, ze €2 je mnohothelnik, p > pg > 0, ¢ > 0, f jsou po
castech spojité v €2, g je spojitd na I'y, a > 0, 8 jsou po ¢astech spojité na I's, a pokud
' = T'y, pak budto ¢ > ¢y > 0 na ¢asti Q nebo a > oy > 0 na ¢éasti I'y. Za téchto
predpokladu existuje jediné slabé teseni u € PC'(Q) problému (3.1)-(3.3), viz napf. [12].
Je-li ' =Ty, ¢ = 0, « = 0 a pokud [, fdzdy + [, fds = 0, pak mé dloha (3.1)—
(3.3) nekonecné mnoho tesent: je-li u feseni, pak také u + C' je feseni, kde C' je libovolna
konstanta.

Zesilenim uvedenych predpokladu Ize docilit toho, ze slabé feseni je také teseni kla-
sické. Tyto zesilené predpoklady vsak obvykle odporuji pozadavkum praktickych aplikaci.

3.1.2. Diferenéni metoda

Diskretizace okrajové tlohy ve dvou dimenzich je analogicka diskretizaci jednodimen-
zionalni tdlohy, viz kapitola 2.2.

Princip metody. Abychom vyklad nezatézovali detaily nepodstatnymi z hlediska nume-
rické metody, za¢neme fesenim Dirichletovy tlohy pro Poissonovu rovnici na ¢tverci, tj.
fesime rovnici (3.4) s okrajovou podminkou (3.2) pro I'y = T', kdyz Q = (0,¢) x (0,¢) je
¢tverec se stranou délky /.

Na € vytvoifme pravidelnou étvercovou sit. Diferenéni metoda se proto také ¢asto
nazyva metoda siti. Zvolme tedy N > 1 celé a definujme krok h = ¢/N. Oznaéme z; = ih,
i=20,1,...,N,y; = jh, 7 =0,1,...,N. Body [z;,y;], i, = 0,1,..., N, nazveme uzly
sité. Rovnice (3.4) mé byt splnéna ve vSech bodech [z,y] uvniti €2, musi tedy byt také
splnéna ve vSech vnitinich uzlech, tj.

C Pulriny)  Pulwi,yy)
Ox? 0y?

Parcialni derivace vyjadiime pomoci centralnich diferenci

:f(l’l,y]), Z,j:1,2,,N—1 (35)

C Pulwiyy) i, yy) + 2u(w, yy) — ul@ig, yy)

2

= 3 + O(h ), (3.6&)
O*u(z;, y, —UulTs, Yj— 2u(i, y; i Jj

U(zZ y]) u(x Yj 1) + UE; y]) u(z yﬂ+1)+0(h2), (3.6Db)

26



dosadime do rovnice (3.5) a chybové ¢leny O(h?) zanedbdme. Po vyndsobeni h? dostaneme
soustavu sifovijch rovnic

—Ui—1,5 — WUij-1 T 4uz’j — Ui 41 — Uit1,j = thij , 4,y =12,...,N—1, (3-7)
y I h I h I
(=
R e R
YRR SRR SR S SR SR S
: : : : | h
18 R G A SR RN SR B
: : : : | h
R R SRRk EEEE LR EEey SEEEEE RS
A S S S S SR |
Yo - - - - - & z
_T{EQ Ti—1 T Ti+1 TN = J4
Obr. 3.1. Sit

kde w;; je aproximace u(z;,y;) a fij = f(x;,y;). Z okrajové podminky (3.2) dostaneme
wij = ¢gij pro i =0neboi= N nebo j =0nebo j=N, (3.8)

pticemz g;; = g(z;,y;). Kdyz z (3.8) dosadime do (3.7) a na levé strané ponechame pouze
¢leny s nezndmymi w;;, dostaneme soustavu (N — 1)? linedrnich algebraickych rovnic,
kterou muzeme zapsat maticové ve tvaru

Ku=F. (3.9)

Pro N = 4 ma soustava rovnic (3.9) nésledujici tvar:

4 -1 0]-=1 0 o]l 0o 0 0 U1 h%f11 + go1 + 910
1 4 —1] 0 =1 0] 0 0 0 Ups h2 fio + goo

0 -1 4 0 -1 0 0 0 U3 h? f13 + gos + 14
-1 0 0 -1 0|-=1 0 0 Usy h? for + G20

O —1 O —1 4 —1 O —1 O U22 = h2f22

0 0 -1 0 — 0 0 —1 Uss h? fog + 924

0 0 0|-1 0 4 -1 0 U3y h%f31 + ga1 + 930

0 0 0| 0 -1 o0|=-1 4 -1 Uszo h% f35 + gao

0O 0 0| 0 0 —1| 0 —1 4 Uss h?fs3 + gz + 934

ot
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Prava strana rovnice odpovidajici uzlu, ktery neni sousedem hranice, obsahuje pouze
clen h? f;;, pro uzly nejblizs{ vrcholum ¢tverce piibudou dva ¢leny s funkef ¢ a pro ostatn{
sousedy hranice jeden ¢len s funkei g.

Soustavu (3.9) lze napsat v blokovém tvaru

B -1 O O O O u; F,
-1 B -1 O O O Uy F2
0O -1 B O O O us F3
: (3.10)
O O O —1I B —1I uy_—2 FN72
O O O O -1 B uy-_1 Fn_1

kde I je jednotkova matice tadu N —1, O je nulova matice radu N —1 a B je tiidiagonalni
matice tadu N — 1 tvaru

4 —1 0 ... 0O 0 O
-1 4 -1 ... 0O 0 O
0 —1 4 ... 0O 0 O
B_ . .
0 0 O —1 4 -1
0O 0 O 0 —1 4
Vektory w; = (w1, uia, - -, uin-1)", 4 = 1,2,..., N — 1, jsou &asti celkového vektoru u

neznamych, vektory F; = (Fj1, Fyo, ..., Fin1)T,i=1,2,..., N — 1, jsou ¢asti celkového
vektoru F pravych stran.
Pro homogenn{ okrajovou podminku g(z,y) = 0 je Fj; = h?f;;, pro nehomogenn{

okrajovou podminku je v nékterych rovnicich piispévek z hranice, presné

Ej:thija QSZSN—2, QSJSN_Qa
Fyj =W fij + 905, Fyoij=hfya;+on, 2<j<N-2,
Fq = h*fiu + gio, Fina=Rfinai+ginv, 2<i<N-2,

iy = h2f11 + go1 + 10, Fino = h2f1,N71 + goNn-1+ 91N,

Fy_11= h2fN—1,1 +gnv1+9n-10, Fnoin-1 = h2fN—1,N—1 +gnN-1 T+ IN-1,N -

Matice K soustavy (3.9) mé fadu vynikajicich vlastnosti. Nékteré z nich jsou patrné
okamzité: K je symetrickd, diagonalné dominantni, pasova a pétidiagonalni. Matice K
je pro velké N f{dk4, nebot pocet jejich nenulovych prvku je maly: z celkového poctu
(N —1)* je jich nenulovych jen 5(N — 1) — 4(N — 1). D4 se dokdzat, ze K je pozitivné
definitni a tedy regularni.

Jsou-li funkce f a g dostatecné hladké, pak pro chybu metody plati
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Obdélnikova oblast. Je-li 2 = (0, a)x(0, b) obdélnik a na ném chceme zvolit pravidelnou
sft, musime ve sméru osy y vybrat obecné jiny krok nez ve sméru osy x. Necht tedy N > 1
je pocet dilku ve sméru osy z a M > 1 je pocet dilku ve sméru osy y. Polozime h = a/N,
k =b/M a definujeme z; = ih, i =0,1,...,N,ay; = jk, j =0,1,..., M. Sit je tvofena
uzly [z;,y;] proi=0,1,...,N, j=0,1,..., M. Pii diskretizaci Poissonovy rovnice (3.4)
postupuje analogicky jako dfive, jen misto (3.6b) pouzijeme

Pulzi,y;)  —ulwi,yj) + 2u(@s, ;) — ul(ws, Yj1)
- (3 — 79 (3 (3 O ]{]2 36b7
ayQ k2 + ( ) ) ( )
a tak misto rovnic (3.7) dostaneme proi =1,2,....N—1aj=1,2,..., M — 1 rovnice
—Ui—1,j + 22U — U1 | —Uij—1 + 22U — Ui ;
J th iy J kQJ L g (3.7)

Je-li feseni u dostatecné hladké, pro chybu plati

u(wi, y;) — uig = O(h* + k%) (3.117)

Obecnéjsi rovnice. Pii diskretizaci rovnice (3.1) aproximujeme ¢leny —|[pu,], a —[pu,],
pomoci vzorce (2.14). Tak ve vnitinich uzlech dostaneme misto (3.7") rovnici

—Pi—1/2,5%i—1,; + (Dic1/2, T Dit1/2.5)Uij — Pit1/2,j%it1,

73 + (3.77)
—Dij—1/2Wij—1 + (Dij—1/2 + Dij41/2)Uij — Dij+1/2Wi 41 B
12 + qijui; = fij -

Pritom index ;1o znamena, Ze za argument x dosadime x; & %h, a podobné index ;412
znamena, Ze za y dosadime y; & %k
Je-li feseni u dostatecné hladké, pro chybu opét plati (3.117).

Newtonova okrajova podminka. Pti diskretizaci postupujeme obdobné jako v jednodi-
menzionalnim piipadé, viz odvozeni vztahu (2.19). Ukazeme si to na piikladu podminky

—p(a, y)w = a(y)u(a,y) — B(y), 0<y<b, (3.12¢)

na vychodni (east) strané obdélnika 2. Splnéni rovnice (3.5) pozadujeme i v uzlech [z, y;]
na strané r = a. Pii diskretizaci —[pu,].(zy,y;), 1 < j < M — 1, postupujeme zcela
analogicky jako v jedné dimenzi, tj.

_ pNij(17N>yj) - prl/Q,juz(l’Nfl/Qa yj)

ih

—[pusls(zn, y;) = +0(h) = (3.13¢)

e e U\TN,Y;) — UTN-1,Y;
aSu(rn, yj) — B5 + pn-1/2, ( ) A ( )

h

+O(h).
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Pomoci (3.13e) a uzitim standardni aproximace ¢lenu —[pu,],(zy, y;) dostaneme ve vniti-
nich uzlech [z, y;] vychodni strany = = a, tj. pro j =1,2,..., M — 1, rovnici

—PN-1/2,jUN-1,j T+ (prl/Q,j + hoz?)UNj
2

—DN,j—1/2UN,j—1 + (DNj—1/2 + DN, j+1/2)UNj — DN,j+1/2UN,j+1
2k2

+ (3.14e)

1 1 1.
QQNjUNj = éfNj + ﬁﬁj .

Predpokladejme, ze Newtonova okrajova podminka je predepsana také na severni (north)
strané strané €, tj. ze plati

—p(x, b)%ﬁ;’y) o a"(z)u(z,b) — B"(x), 0<z<a. (3.12n)

Podobneé jako pii odvozeni (3.13e) dostaneme
w(@i, yar) — u(@i; yyr—1)
k +O(k) .
(3.13n)

aju(x;, ym) — B + Di,M—1/2
1
ok

—[puyly (@i, yaur) =

Odtud a uzitim standardni aproximace ¢lenu —[pu,].(x;, yar) dostaneme pro vnitini uzly
horni strany y = b, tj. prot=1,2,..., N — 1, rovnici

—Di—1/2.M%i—1,M + (Di—1/2,M + Pit1/2,M) Uikt — Pit1/2,MWit1,M
+
2h?
—Div—1/2Ui -1+ (Piv—172 + ko )uig 1 1 1.,
T SCGmUive = 5 Jimn + 705 -
12 2q MUiM 2f M k:ﬁ
Pokud je Newtonova okrajovd podminka predepsana soucasné na vychodni i severni
strané, dostaneme v severovychodnim rohu [z, yas] (pomoci (3.13¢) pro j = M a (3.13n)
pro i = N) rovnici

(3.14n)

—DN-1/2,MUN-1,M + (PN—1/2,m + haG ) unm
2h? +

_ L oUN A1+ _1/2 + ko )u
PN,M—-1/2UN,M~1 2(;921\1,1\4 1/2 N NM_|_ (3.14ne)

1 1 11
ZQNMUNM = ZfNM + %5]\/[ + ﬁﬁN'

Pti diskretizaci Newtonovy okrajové podminky na ostatnich stranach a v rozich postu-
pujeme podobné. Je-li feseni u dostatecné hladké, pro chybu opét plati (3.117).

Rovnice s konvekénim ¢lenem je tvaru
0 Ju 0 ou
=g (P —riCeu) = 5 ()5 = raley)u) +a(e,ypu= (). (3.15)
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Necht r = (ry,r9)7. Na ¢dsti I’y = {x € 9Q | r - n < 0} hranice pfedepiSeme Dirichletovu
okrajovou podminku a na zbyvajici éasti 'y = {x € 9Q | r-n > 0} hranice predepiseme
Newtonovu okrajovou podminku. V dynamice tekutin I'; muze byt vtok, to kdyz r-n < 0,
nebo neprostupn sténa, to kdyz r-n = 0. Cést Ty reprezentuje vytok. Abychom zajistili
jednoznacnou existenci feseni, predpokladejme, ze

arl(x7y> + arQ(xay) >
ox oy

divr(z,y) = 0, (x,y) € Q. (3.16)

V dynamice tekutin divr(z,y) = 0. Konvekéni cleny (rju), a (rou), aproximujeme po-
dobné jako v jednorozmérné tloze, viz. kapitola 2.2. Ukazme si to pro konvekéni ¢len
(rqu),. Omezime se pfitom jen na vnitini uzel [x;,y;]. Pomoci centralni diference dosta-
neme

(riw)o (i, y;) = ([r1w)(@iery2, y;) — [ru)(ziciye,y5)) /b

Dalsim krokem je aproximace konvekénich toki [riu](z11/2,y;) a [riu](xi—1/2, y;). Protoze
aproximace obou téchto toku je zalozena na stejnych pravidlech, vénujme se podrobné jen
aproximaci [riu}(zi11/2, ;). Ta zavisi na dvourozmérné analogii podminky (2.26): pokud
plati

%hHTl]Oj‘ < P1/2,5> %h\[ﬁ]iﬂ/zj\ < Pit1/24, 1 =0,1,... ., N=1, %hHTl]Nj‘ < PN-1/2,55
(3.17)
uréime u(2;11/2,y;) interpolaci z hodnot u(z;, y;) a u(zi1,y;), tj.

[riu)(ig1y2,y5) = 3[ri)ic12 (W@, y;) + w(@i, y;) (3.18)

v opacném piipadé pouzijeme upwind aproximaci

[ru(ziraje, y5) = [r1lf o (@i, y5) + 115 e (@i, y)- (3.19)
Konvekéni ¢len (rou), (2, y;) aproximujeme obdobné jako ¢len (), (z;, y;), pii rozhodo-

van{ o typu aproximace konvekéntho toku [roul(w;, yj41/2) se fidime podminkou

%k|[7“2]z‘0| < Di,1/2; %k|[r2]i,j+l/2| < Pijt1/2, 7 =0,1,...,M—1, %k|[r2]iM| < DiM-1/2-
(3.20)

Aproximujeme-li konvekéni ¢leny interpolaci, pak za predpokladu dostatecné hladkosti
feseni u pro chybu plati (3.11°). Jestlize vsak konvekéni ¢leny aproximujeme uzitim upwind
aproximace, fad chyby se o jednotku snizi, pro chybu plati jen

Pro dosazeni ptesnosti fddu O(h% + k?) je tieba pouzivat piesnéjsi upwind aproximaci
konvekéniho toku, viz (2.28’).

Dirichletova okrajova podminka. Standardni postup je tento: je-li v uzlu [z;,y;]
pfredepsédna hodnota feseni u(z;,y;) = ¢i;, rovnici pro tento uzel vibec nesestavujeme
a v rovnicich obsahujicich w;; polozime u;; = g;;.
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Podminky u;; = ¢;; 1ze vynutit i jinak. Nejdiive sestavime soustavu rovnic jako kdyby
na ¢asti I'; hranice byla predepsdna Newtonova okrajovd podminka (3.3) s a« = 5 = 0.
Nasledné modifikujeme rovnice piislusné uzlum lezicim na I';. Predpoklddejme, ze uzlu
[z, y;] s pfedepsanou hodnotou w(z;, y;) = ¢;; piislusi r-ta rovnice soustavy Ku = F. Pak
provedeme k,, := k., F, := kk,.g;;, kde x je velké ¢islo, napi. kK = 102%°. To zptsobi, ze
mimodiagonalni koeficienty v r-té rovnici budou oproti velkému diagonalnimu koeficientu
prakticky zanedbatelné, takze r-t4 rovnice nabude pfiblizné tvaru xk,,u, = kk,,g;; nebo-li
U, = gij, coz jsme potiebovali zajistit.

3.1.3. Metoda konec¢nych objemi

Metodu vysvétlime pro konvekéne-difuzni dlohu (3.15), (3.2), (3.3).
Pravidelna sif. Uvazujme nejdiive ptipad, kdy © = (0,a) x (0,b) je obdélnik. Na

zvolme uzly [x;,y;] = [ih,jk],i=0,1,...,N,7=0,1,...,M, kde h =a/N, k = b/M.
I I I h 2 I
y I h I I / I
b= Ym T T T T 3
1 1 1 1 [
R e e R ®- |- IRREEEEEEEEE R Bt ]
Yje1/2 : : : : _—
| (B | | Bu;

Yy b-----r---- -] ---- ®*---—-{---- ® - ——------ W-----f----- ¥ |k
- 3 3 3 3 =
TR IR RERE - A - S !

w 3 3 3 3 :

o Ti-1 Ti-1/2 T Tit1/2 Titl IN-1 TN-1/2 TN =0
Obr. 3.2. Vnitini bunika B;;, hraniéni bunka By; a rohovd buitkka Byas
Obdélnik
Bz’j = [<xi71/27xi+1/2> X <yj71/27yj+1/2>} N Qa { :Oala"'aNa .7 = 0717"'7M7

nazveme konecéngm objemem (struéné burikou), viz Obr. 3.2. Integraci diferencidlni rovnice
(3.15) ptes buiitku B;; dostaneme bilanéni rovnici

J

[~ = i), = (puty = v+ qu) dody = [ fdady. (3.21)

ij
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Uvazujme nejdifve ptipad, kdy B;; je vnitini buiika, tj. kdyz 0 <i < N a 0 < j < M.
Pak Bj; = (xi—1/2, Tiy1/2) X (Yj—1/2, Yj+1/2), viz Obr.3.2. Integraci per-partes obdrzime

Yjt+1/2 Yjt+1/2
- / [pug — riu] (9€z‘+1/2, y) dy + / [pugy — r1u] (%—1/2, y) dy—

Yj—1/2 Yj—1/2
Tit1/2 Tiy1/2
- / [puy — rou) (z,yj11/2) do + / [puy, — roul (x,y;-1/2) do+ (3.22)
Ti—1/2 Ti—1/2

),

Ukéazeme si, jak provést aproximaci prvniho ¢lenu v (3.22), zbyvajici jednoduché integraly
se aproximuji podobné. Pomoci obdélnikové formule dostaneme

qudxdy:/ fdxdy.
Bij

ij

Yj+1/2
—/ [puy — r1u) (»’Ui+1/2, y)dy ~ k[—Pi+1/2,jUx(~’Ui+1/2, yj) + [r1u] (xi+1/27 yj)] )

Yj—1/2

derivaci u,(;41/2,y;) aproximujeme pomoci centralni diference

Um(%ﬂ/z,yj) ~ [U(sz‘H,yj) - U(%yj)]/h

a [r1u)(zi41/2, ;) aproximujeme stejné jako v diferencni metodeé, viz (3.17)-(3.19).
Dvojné integraly v (3.22) aproximujeme pomoci soucinové obdélnikové formule:

/ qudzdy = hkgju(z;,y;), / fdxdy = hkfi; .
Byj Bij

Po dosazeni do (3.22) dospéjeme ke stejné rovnici, jakou bychom dostali pomoci diferen¢ni
metody.

Vénujme se nyni piipadu, kdy uzel [x;,y;] lezi na hranici 09, tj. kdyz ¢ = 0 nebo
i = N nebo j = 0 nebo j = M. Jestlize uzel [x;,y;] lez{ na ¢dsti T'; hranice a je v ném
tedy predepsana hodnota u(z;,y;) = g(z;,y;), pak bilanéni rovnici (3.21) pro takovy uzel
vubec nesestavujeme. Uvazujme tedy piipad, kdy uzel [x;, y;] je vnitinim bodem hranice
I's. Pro konkrétnost budeme uvazovat vnitini uzel vychodni strany obdélnika €2, tj. uzel
[N, y;], 0 < j < M, pro ktery By; = (Tn—1/2, TN) X (Yj—1/2, Yj+1/2), Viz Obr. 3.2. Bilancni
rovnici (3.21) upravime integraci per-partes,

Yj+1/2 Yj+1/2
_ / (ps — 1] (v, ) dy + / [ps — 1] (Ty-1 /2, y) dy—

Yj—1/2 Yj—1/2
TN TN
- / [puy — rou) (z,yj11/2) do + / [puy — rou) (x,y;—1/2) do+ (3.23)
TN-1/2 TN-1/2

—l—/ qudxdy = fdxdy.
Bn; By
Prvni integral v (3.23) upravime uzitim Newtonovy okrajové podminky (3.12e),

Yj+1/2 Yj+1/2
- / [puis — 14 (e, ) dy = / o (y)ulen, y) — () + [l (ex. )] dy

Yj—1/2 Yj—1/2
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a pak pouzijeme obdélnikovou formuli, takze

_ /ym/2 [pue — riu] (zn,y) dy = k[(of + [r]n;)u(zy, y;) — 53]

Yj—1/2

Druhy integral v (3.23) aproximujeme stejné jako obdobny integral ve vnitini bunce. Ttet{
integral v (3.23) aproximujeme uzitim jednostranné obdélnikové formule

TN
- / [puy — rou] (2,yj41/2) dv = —3h[puy, — r2ul(wn, Yjr1/2)

TN—-1/2

zbyvajici aproximace se provedou stejné jako ve vnitini bunice. Ctvrty integral v (3.23)
aproximujeme obdobné jako tteti integral. Posledni dva integrdly v (3.23) aproximujeme
uzitim jednostranné soucinové obdélnikové formule

/ qudxdy =~ %hk:quu(xN,yj), fdxdy = %hk:fNj :
BN]' BN]'

Po dosazeni do (3.22) opét dojdeme ke stejné rovnici, jakou bychom dostali pomoci dife-
rencni metody.

Diskretizaci bilanéni rovnice pro rohové koneéné objemy lze provést pomoci diive
uvedenych obratu a proto zde jiz tuto diskretizaci neuvadime.

Obecnéjsi sit bunék. Mnohothelnik Q vyjadiime jako sjednoceni koneéného poétu
uzavienych trojihelniki, z nichz kazdé dva jsou budto disjunktni nebo maji spolecny
vrchol nebo stranu. Vrcholy trojuhelniki nazveme uzly. Soubor vSech trojuhelnika vytvari
tzv. triangulaci oblasti Q, v metodé koneénych objemu oznac¢ovanou jako primdrni sit,
viz Obr. 3.3. Ke kazdému uzlu P; ptitadime bunku B;. Sestavime ji z prilehlych casti Cjjp
vsech trojihelniku s vrcholem P;. Objasnéme si to podrobnéji.

Obr. 3.3. Dudlni sit
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Necht Tijr je trojuhelnik s vrcholy F;, P; a P,. Oznacme F;; stied strany TP]-, Py
stied strany P, Py, a Py, tézisté trojuhelnika T;;,. Pak do bunky B; zahrneme ctyiuhelnik
Cijr s vrcholy P, Pj;, Py, a Py, viz Obr. 3.4. Tento postup opakujeme pro vSechny
trojuhelniky T;ji, které obsahuji uzel P;, a sjednocenim piilehlych ¢asti C;j; dostaneme
bunku B;. Vnitini bunka B; ptislusnd vnitinimu uzlu P; ¢ 02 je zakreslena na Obr. 3.5,
hrani¢éni buiika pro P; € 92 pak na Obr. 3.6. Mnozina vsech bunék se nazyva dudlni sit,
viz Obr. 3.3.

Diskretizace vychazi opét z bilanéni rovnice (3.21). Pomoci Gauss-Ostrogradského véty

Py — T1U
/ divw dzdy :/ (w-n)ds, kde w= :
B: OB; puy — rau

K3

dostaneme analog rovnice (3.22),

/ {—p Ou + (r- nl)u} ds + / qudrdy = / fdzdy, (3.22")

7

kde r-n; = ring +ryng a n; = (ni,nd)7 je jednotkovy vektor vnéjsf normdly hranice dB;

Obr. 3.4. Cijr, = B; NTyjp Obr. 3.5. Vnitini bunka B;

Klicova je aproximace kiivkového integralu. Vénujme se nejdiive pripadu, kdy B; je
vnitini bunka. Hranici 0B; vyjadiime jako sjednoceni spole¢nych casti 0B;; = 0B; N 0B;
buiky B; a sousednich bunék By, tj. 9B; = (J; 0B;;. Protoze f@Bi =2 fBBi]-’ staci popsat
aproximaci jen na 0B;;. To lze provést tieba takto:

ou
—p=—+ (r-n)u|ds =
/QBij [ anz
u(P;) — u(P))
| P Pj]
kde |0B;;| je délka 0B;;, |P;P;| je délka tsecky P;P;,
(r-m)y =1(Py) - ny =ri(Py)n +r2(Py)ng a ny = (nf,ny)" = (P;— P)/|PPj

|0B;;] {P(Pz‘ ) + (r-m)u(By) |,
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—
je jednotkovy vektor ve sméru vektoru P, P;. Zbyva aproximovat hodnotu u(P;;) ve stfedu
usecky P;P;. Jestlize je dominantni difuze, tfeba kdyz

sIPiByl|(r - m)y| < p(Py),
zvolime aritmeticky prumeér
u(Py) = 5(u(P;) +u(Fy)),

v opa¢ném piipadé uzijeme upwind aproximaci,

P~ u(P;), fud > 0,
u(P;) ~ u(P pokud (r-n); “o

i)
Dvojné integraly aproximujeme jako soucin obsahu |B;;| buniky B;; a hodnoty integrandu
v bodu P;, tj.

/ qudedy ~ |Blq(P)u(P) / fdedy ~ [BJf(P).
B; B;

k3

Pro uzel P; lezici na hranici I'y bunku B; nepo-
trebujeme a klademe u(P;) = g(F;). Pro vnitini
uzel P; hranice I'y sestrojime hraniéni bunku,
viz Obr. 3.6. Hranice 0B; = Uj 0B;; U 0By je
sjednocenim spoleénych ¢asti B;; = 0B; N 0B;
bunky B; a sousednich bun¢k B; a déle casti
0Bjy = 0B; N I'y hranice bunky B; lezici na
hranici I'y, 0B;o = TPU U P, Py, na Obr. 3.6.

Obr. 3.6. Hrani¢ni bunka B;

Pii aproximaci [, oB,, VYuZijeme predepsanou Newtonovu okrajovou podminku (3.3),

ou
/BBZ-O {_pani +r nl)u} ds = /c’)Bio [au = B+ (r-my)ulds =
0Biol [(P)u(P) — B(P)] + r(P,)- [ | P;Py|n, + [P, Pu|ni, Ju( P,

kde nj; resp. nf; je vektor vnéjsi normély bunky B; na strane P,P; resp. P;Py. Zbyvajici
aproximace se provedou stejné jako u vnitini bunky.

Vice podrobnosti o metodé koneénych objemu, véetné presnéjsi varianty upwind aproxi-
mace konvekéntho ¢lenu, lze najit napt. v [12].

3.1.4. Metoda konec¢nych prvkua

Metodu vysvétlime pro konvekéneé-difizni ulohu (3.15), (3.2), (3.3).

Slabé tesSeni. Stejné jako v kapitole 2.4 tlohu prevedeme na tvar vhodny pro nasazeni
MKP, tj. odvodime slabou formulaci nasi tlohy. K tomu tcelu ndsobime rovnici (3.1)
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testovaci funkei v € C'(Q) s vlastnosti v = 0 na I'; a integrujeme pies oblast €, tj.
provedeme

— / [(pugy — mu)y + (puy — rou)ylvdedy + / quvdrdy = / fodaedy. (3.24)
Q Q Q
Prvni ¢len na levé strané upravime pomoci Gauss-Ostrogradského véty

(puy — mu)v
/divwd:pdy :/ (w-n)ds, kde w= ;
Q a0 (puy - rgu)v

na tvar

— /[(puw — 1), + (puy, — rou),lvdedy = —/ [(puy — riu)ng + (puy — rou)nsgjv ds+
Q a0

/[(puz — ru)vg + (puy, — rou)v,| dedy dedy .
Q

Krivkovy integral dale upravime: vyuzijeme toho, ze v = 0 na I'y a ze na I's plati okrajova
podminka (3.3). Tak dostaneme

0
— / [(puy — riu)ng + (puy, — rou)nsgjv ds = / {—p & + (riny + rang)u| vds =
80 on

/F2[04u—ﬁ—i— (r-n)ujvds.

Dosadime-li z poslednich dvou rovnosti do (3.24) vidime, Ze feseni u tlohy (3.15), (3.2),
(3.3) splnuje rovnici

/[p(uxfux + uyvy) — u(r1v, + rovy) + quu| dedy + / (a+r-n)uv]ds =
Q Iy

/vadxdy—k A Pvds (3.25)

pro kazdou funkci v € C1(Q) s vlastnost{ v = 0 na I';. Rovnice (3.25) ma ziejmé smysl
i v piipadé, kdyz funkce u a v jsou jen z prostoru X = PC(Q). Testovaci funkce tedy
volime z prostoru V. = {v € X |v=0na T} testovacich funkci a feSeni u z mnoZiny
W ={ve X|v=gnal,} pripustngch reseni. Oznacime-li

a(u,’u):/Q[p(Vu'Vv)—u(rVU)—irquv] dycdy—l—/F (a+r-n)uvds,

(3.26)
L(v) = / fodzdy + | Pvds,
Q I
pak tlohu
najit u € W splnujici a(u,v) = L(v) Yv eV (3.27)
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nazveme slabou formulaci ilohy (3.15), (3.2), (3.3) a funkci u nazveme slabym resenim.

Diskretizace. Omezime se na pifpad, ze € je mnohotihelnik. Q vyjadiime jako sjednoceni
koneéného poétu uzavienych trojihelniki 7, z nichz kazdé dva jsou bud'to disjunktni nebo
maji spolecny vrchol nebo spoleénou stranu, viz Obr. 3.3. Mnozinu T vSech trojihelniku
nazveme triangulaci oblasti (2. Trojuhelniky budeme znacit 71,75, ..., Tn,. Vrcholy troj-
thelnikt budeme nazyvat uzly, znacime je Py, Ps, ..., Py;. Predpokladejme, ze spolecné
body éasti I'y a I's hranice I' jsou uzly triangulace T. Mnozinu stran trojihelniki T € T,
jejichz sjednoceni je Ty, oznaéime jako 8. Strany budeme znacit Sy, So, ..., Sn,. Nejdelsf
stranu trojuihelniku triangulace T oznacime jako h.

Funkci, kterd je v  spojita a ktera je na kazdém trojihelniku 7' € T linedrni, nazveme
spojitou po édstech linedrni funkci. Kazda takové funkce v(z,y) je jednoznacné urcena
svymi hodnotami v(x;, y;) ve vrcholech P; = [x;, y;] triangulace T. Prostor vech spojitych
po c¢astech linedrnich funkci oznacime Xj. Specidlnim ptipadem funkei z X}, jsou bazové
funkce w;(z,y), které jsou v P; rovny jedné a v ostatnich uzlech jsou rovny nule, tj.

wi(Pj):{ (1] pro { i;i’

Kazda funkce v € X} muze byt pomoci svych
hodnot v uzlech a pomoci bazovych funkei
vyjadiena ve tvaru

ole.9) = 3 vleyunte,y).

Déle definujme prostor testovacich funkci

Vh = {U € Xh | U(l’i,yi) =0 VPZ Gfl}

a mnozinu pfipustnych reSeni

Obr. 3.7. Béazova funkce w;(x,y) Wy, ={v e Xy, | v(zy,y;) = g(xi,y;) VP € fl}.

Trojuhelnik, na némz je definovana linearni funkce jednoznacné uréena svymi hodno-
tami ve vrcholech, se nazyva Lagrangeuv linedrni trojuhelnikovy prvek.

Nyni uz mame vse potiebné k dispozici: ptiblizné feseni U, tzv. MKP reseni, obdrzime
z diskrétni slabé formulace

najit U € W, splaujici a,(U,v) = Ly(v) Yv €V}, (3.28)
kde
an(U,v) =) _[Q"(p (VU-Vv)) + Q™ (=U (r-Vv)) + Q™ (qUv)|+>_Q*((a +r-n) Uv),
TeeT Se€8
Lu(v) = > Q" (fo)+ > _ Q%(bv). (3.29)
TeeT Se€S

Pfitom symbolem Q”¢(y) jsme oznacili kvadraturnf formuli pro vypocet fTe pdxdy na
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trojihelniku T, a symbolem Q% (y) formuli pro vypocet | 5. P ds na strané S,. Jako vhodné
kvadraturni formule lze doporudcit:

1) ¢leny p(VU-Vo) a U(r- Vo) integrujeme na trojihelniku 7" formuli

Q" (p) = Tlp(Fy) . (3.30)
kde |T'| je plocha trojtihelnika T', Py = %(Pl + P+ P3) je téziste T a Py, Py, P3 jsou
vrcholy T

2) ¢leny qUv a fv integrujeme na trojuhelniku 7" formuli
Q" () = 5|T1 [p(P1) + ¢(R) + @(Py)] 5 (3.31)

3) ¢leny (o + r-n)Uv a v integrujeme na strané S lichobéznikovou formuli

Q°(p) = 5ISllp(Pr) + p(P2)], (3.32)
kde |S| je délka strany S a Py, P, jsou koncové body S.

Formule (3.30), (3.31) a (3.32) jsou tadu 1, tj. jsou presné, kdyz ¢ je polynom stupné 1.
Predpoklddejme, Ze uzly jsou ocislovany tak, ze Py, Ps, . .., Py lezi budto uvniti oblasti

Q) nebo uvnitt hranice I's, a ze Pyi1, Pnio, ..., Py lezi na hranici Ty. To neni zadné

omezeni, nebot uzly lze vidy pieéislovat tak, aby byl tento piedpoklad splnén. Pak

Ulx,y) = Z Ajw;(z,y) + Z gjw;(z,y), v(z,y) = Z Ow;i(z,y), (3.33)

j=N+1

kde A; = U(F;), g; = 9(F;) a ©; = v(F;). Dosazenim do (3.28) obdrzime

N M N N
0=an(U,v) — Lp(v) = ap (Z Ajw; + Z gjw;, Z @iwi> — Ly (Z @iwi> =
=1 i=1 i=1

j=N+1

Ln(wi) = > ah(wjawi)gj] = (3.34)

j=N+1

kde 6 = (@1,@2, .. .,@N)T, K= {ki]'}?]jzl pro kij = ah(wj,wl-), A = (Al,AQ, .. .,AN)T
aF = (F,F,....,Fy)T pro F; = L(w;) — ij\iNH ap(w;, w;)g;. Protoze 0 je libovolny

vektor, musi platit
KA =F. (3.35)

Matice K je tidka a pfi vhodném ocislovani uzlu je pasova. Pro r = o je K pozitivné
definitni a tedy regularni. Pro r # o je K nesymetrickd, postacujici podminkou regularity
matice K je dostatecné malé h neboli dostatecné jemnd triangulace. VyteSenim soustavy
linedrnich rovnic (3.35) ziskdme A; = U(FP;), j=1,2,...,N.
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Za predpokladu dostatecné hladkosti slabého feseni u pro chybu plati
u—U=O0(h?), u, — U, = O(h), u,—U,=0(h). (3.36)

Algoritmus. Matici K a vektor F sestavime pomoci elementdrnich matic K¢ a ele-
mentdrnich vektord F™ pro T, € T a elementdrnich matic K a elementdrnich vek-
torit F% pro S, € 8. Matici K budeme nazyvat také globalni matici tuhosti a vektor F
globalnim vektorem zatizeni.

Elementarni matice a elementiarni vektor na trojihelniku. Nechf ELEM je ta-
bulka typu Ny x 3, ktera v tadku e obsahuje ¢isla vrcholu trojihelnika T,. Uvazme jeden
konkrétni trojihelnik T, triangulace T s vrcholy Pf = [25, y§], Ps = [25, y5] a P§ = [x§, y§).
Pro uzel P¢, r = 1,2,3, je r lokdlnim ¢islem uzlu na trojihelniku 7. Globalnim ¢islem
uzlu P¢ je ¢islo ¢ = ELEM(e,r). P¢ a P; jsou tedy jen ruznd oznaceni téhoz uzlu.

Reseni U a testovaci funkce v je na trojihelniku 7, tvaru

Ulx,y) L= U(z,y) = Afwi(z,y) + Ajws(z, y) + Ajws(z,y),
‘ (3.37)
v(x,y) L= v(z,y) = 1w (7, y) + Oyws(z,y) + Ozws(x,y) ,
kde At = U(P?), ©¢ = v(P¢) a kde
wy(z,y) = agr + byy + c; (3.38)

je bazova funkce piislusna k uzlu PS¢, r =1,2,3. Z (3.37) a (3.38) dostaneme

oU¢/ox ove/0x
VUe — ( / ) _ BeATe, VUe — ( / ) _ BeoTe,

oue¢ /oy ove /0y
Af o1
ai a5 as
kde B°={ % ) a AT =[As]|, 6= |63
bbb ; ;
Ag O3
jsou vektory parametri na trojuhelniku 7,. Koeficienty af a b¢ 1ze snadno spocitat z rovnic
epey = { ! e 1,2,3
w = o r,s=1,23,
e o P r#s,
nebo-li maticove
¢ yf 1 ai a5 a§ 1 00
x5 ys 1 by 05 b5 | =1 0 1 0
x5 ys 1 cf § cf 0 01
Oznacime-li
ryoyr 1
D= | 25 y 1 [, pak Be:[De][}lzl:g}’
3 Yz 1
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tj. matice B¢ je rovna prvnim dvéma fadkum matice inverzni k matici D¢.
Necht P§ = $(Pf + P5 + Ps) je téziste trojuhelnfka T,. Uzitim kvadraturni formule
(3.30) pak obdrzime

Q™(p (VU -Vv)) = |T.|p(F;) (B6™) B°A™ = [67]"K™ ' AT, (3.39)
kde elementirni matice

K™ = |T.| pg [B4)" B¢ (3.40)

IT.| = 1|det(D°)|

je plocha trojihelnika T,.
Oznacime-li wé = (w$, w§, w§)?, pak U¢ = [w¢|T A= podle (3.37). Protoze

_U(r- Vo) = —[Vo]Tr U = — (BT r[w|T AT = —[67)7[B|Tr[w?|T AT,
pomoci kvadraturni formule (3.30) dostaneme

Q™ (U (x-Vv)) = (67" [~|TL/[B] x(F) (3. 4. )] AT = (07 TKT2 A", (3.41)
kde elementarni matice

K™? = —4|T.|[B°)"r§(1,1,1) = (s, 8%, s°) pro s = —1|T.|[B]"r§. (3.42)
Uzitim kvadraturni formule (3.31) dostaneme

Q" (qUv) =H{T.|[a(PEU(PE)o(PY) + a(PE)U (P )u(ES) + a(POU (P )o(PY)] =
LT [P0 + a(PHO5A + g(P)O5AY] = [0F]TKTSAT,  (3.43)

kde elementirni matice

¢ 0 0
K =T, [0 ¢ 0. (3.44)
0 0 ¢
Celkem tak
Y Q™ (p(VU-V0) + Q™ (U (r-Vv)) + Q" (qUv)} = [§7] K™ AT, (3.45)
TeeT
kde
K™ = K'! + K'? 4 K'*? (3.46)

je elementarni matice na trojihelniku 7,. Uzitim kvadraturni formule (3.31) obdrzime
Q" (fv) =3I T.\[f (Pr)v(PY) + f(P5)v(P5) + f(P5)o(F5)] =
S| Te\[F(PD)O + f(P5)05 + f(P5)05] = (07" F™, (3.47)

71



kde
JT

F™ = T | Js (3.48)
s

je elementarni vektor na trojuhelniku 7..
Elementarni matice a elementarni vektor na strané. Necht SIDE je tabulka typu
Ng x 2, ktera v fadku e obsahuje ¢isla krajnich bodu strany S.. Uvazme konkrétni stranu
Se hranice 'y s koncovymi body Py = [25,yf] a Py = [z5,v5]. Pro uzel P¢, r = 1,2,
je r lokdlnim ¢islem uzlu na strané S.. Globalnim ¢islem uzlu P¢ je ¢islo ¢ = SIDE(e, 7).
P? a P; jsou tedy jen ruzna oznaceni téhoz uzlu.

Reseni U a testovaci funkce v je na strané S, tvaru

Ulz,y)|, = U(z,y) = Afwi(z,y) + Aqws(z,y) ,

Se

v(z,y)|  =v(zr,y) = OJwi(r,y) + Oyws(z,y),

Se

kde A¢ = U(Pf¢), ©% = v(P?) a kde wi(z,y) je bazova funkce piislusnd k uzlu P, r = 1, 2.
Necht n, = (n§,n5)7 je jednotkovy vektor vnéjsi normdly na strané S.. Uzitim formule
(3.32) obdrzime

Q%((a +r-n)Uv) = %\SJ{[(O( +r-n)Uv|(Pf)+ [(a+r-n.)Uv|(Ps)} = (3.49)
31SI[O5 (a(Pf) + r(PY) -0 JAS + O5(a(P5) + r(P5) -n.)Ag] = [0%] K> A%,

kde

af +rs-n, 0
K5 = 1|9, < P ) (3.50)

2 e (&
O 042+I'2'Ile

je elementarni matice na strané S, a

A 0,

jsou vektory parametru na strané S.. Podobné odvodime

Q% (Bv) =5|Sc|[B(PY)u(PY) + B(P5)v(P5)] =

LS| [B(P)O5 + B(P5)05] = (%), (3.51)
kde
F* = 3|S| (?) (3.52)
2

je elementarni vektor na strané S..
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Sestaveni soustavy rovnic. Zkombinujeme-li (3.34), (3.29), (3.45), (3.47), (3.49) a (3.51)
vidime, ze pro MKP fteseni U a libovolnou testovaci funkci v € V}, plati

0 =an(U,v) — Ly(v) = 0T [KA —F] =

= (0% [K AT —F"] + > [0%]" [K*-A% —F%].
T.eT Se€8
Z této rovnosti lze odvodit pravidla pro sestaveni globalni matice K a globalniho vektoru F
z lokalnich matic K¢, K®¢ a lokalnich vektori F7e, F. Postupujeme podle nésledujiciho
algoritmu:

1) Matici K tddu N a sloupcovy vektor F délky N naplnime nulami.

3

2) Pro kazdy trojihelnik T, € T sestavime elementdrni matici K™ = {k[:}? _,, viz

(3.46), a elementarn{ vektor FZe = {FTe}3_  viz (3.48).
Pro r;s = 1,2,3 polozime ¢ = ELEM(e, ), j = ELEM(e, s) a

ZSN&]SN, k’zj<—k3”+k’z;?,
pokud i< Naj>N, provedeme F, + F, — kleg(P)),
i< N, F, < F; + F-.

3) Pro kazdou stranu S, € 8 sestavime elementdrni matici K% = {k2}2 _,, viz (3.50),
a elementarn{ vektor F¥% = {F5}2_, viz (3.52).

Pro r = 1,2 polozime i = SIDE(e,r) a

pokud ¢ < N, provedeme k;; < ki + kfﬁ, F,«+ F, + FTSE.
Dominantni konvekce. Jednou z moznosti, jak se vyporadat s dominantni konvekei, je
postup znamy jako metoda umélé smérové difize, zkratka SD (podle anglického Streamline

Diffusion), viz [5]. Vyjdeme z modifikované diskrétni slabé formulace

najit U € W, splaujici ap(U,v) + ¢, (U,v) = Ly(v), Yv € Vj, (3.28)
kde N
en(U,0) =) Q" (b (r-VU) (r- V).
i=1
y ) Ne(‘:ht7 \r\ = \/Tf + 73 je délka vektoru r a necht
P3 hi je prumér trojihelnika 7, ve sméru vektoru rf,
viz Obr. 3.8. Pak
by
h;
ST
P
P Parametr o, 1ze zvolit nasledovneé:
1 She
r§ o, = cothk, — —, kde k.= Toltr
& Fe 2p5
Obr. 3.8. he = [PFPY| je lokalni Pecletovo ¢islo. Pomoci obdélnikové
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formule dostaneme
Q™ (0. (r-VU) (r-Vv)) = [07]TK“*ATe,  kde K =4.|T,|[B r5[rs] B

Polozime K¢ = K + K + K + K* a sestavime soustavu rovnic podle vyse uvedeného
algoritmu.

Rovnost (3.287) dostaneme z rovnosti (3.28) tak, Zze v ni nahradime ,difizni ¢len®
Q™ (pVU-Vv) &lenem Q™ ([(pI + drr”)VU]-Vuv), kde I je jednotkové matice Fadu 2.
Matice d.rr’ reprezentuje umélou smérovou difizi.

Pro teseni konvekéné-difuznich tloh na bézi metody konec¢nych prvku se pouzivaji
dimyslngjsi postupy, zejména metoda SUPG (podle anglického Streamline Upwind Petrov-
Glalerkin), viz [5], nebo metoda DG-FEM (podle anglického Discontinuous Galerkin Finite
Element Method), viz [7].

3.2. Uloha parabolického typu

Formulace tlohy. Hleddme funkci u(z,t) definovanou pro = € (0,¢), t € (0,T), ktera
vyhovuje diferencidlni rovnici

ou 0 ou

c(x)a = 5 (p(:p)%) +q(x)u = f(z,t), z € (0,0), t€(0,T), (3.53)

Dirichletovym okrajovym podminkam
u(0,t) = go(t), u(l,t) = go(t), t € (0,7), (3.54)

nebo Newtonovym okrajovym podminkam

pO 24 — oo, 1) - (o).
— t € (0,7), (3.55)
02450 ety - i),
a pocatecni podmince
u(z,0) = ¢(x), xz € (0,0). (3.56)

Mozny je také piipad, kdy je na jednom okraji predepsana Dirichletova podminka a na
druhém podminka Newtonova. Uloha (3.53)—(3.56) popisuje nestaciondrni vedend tepla
v tyéi délky ¢, T' je doba trvani déje. Proménné x je prostorova, t ma vyznam casu, u(z, t)
je teplota v bodé = a v case t, funkce p, q, f, g0, g¢, Bo, B¢ a konstanty ag, a, maji stejny
vyznam jako v kapitole 2, ¢ je objemové tepelna kapacita (tj. tepelna kapacita vztazend
na jednotku objemu), ¢ je teplota tyce v case t = 0. Tepelné toky se ¢asto uvazuji ve
tvaru fBy(t) = apuf(t), Be(t) = aypuf(t), kde u§ resp. uf je teplota okoli levého resp. pravého
konce tyce.

Predpokladejme ze funkce ¢, p, q, f, 9o, 9¢, Bo, Be a @ jsou dostatecné hladké a ze
jsou splnény podminky nezapornosti ¢ > cg > 0, p > py > 0,q¢ > 0, ag > 0, oy > 0.
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Aby existovalo klasické feseni tlohy (3.53)—(3.56), je tfeba pro Dirichletovy okrajové
podminky ptipojit jesté tzv. podminky souhlasu

©(0) = 90(0),  @(£) = g(0).

Tyto vztahy, vyjadiujici soulad poc¢atecni podminky a Dirichletovy okrajové podminky,
nebyvaji v aplikacich obvykle splnény. Také funkce ¢, p, q, f, 90, 9¢, Bo, Be byvaji ¢asto
jen po ¢astech spojité. V tom piipadé mé uloha (3.53)—(3.56) pouze tzv. slabé Feseni
(jehoz presnou definici zde uvadét nebudeme). Pro praktické tcely je slabé feseni zcela
vyhovujici a numerické metody, které si uvedeme, budou poskytovat ptiblizné hodnoty
takového slabého teseni.

Uloha (3.53) — (3.56) je okrajovou tilohou druhého fadu vzhledem k proménné z a poca-
tecni tlohou prvniho fadu vzhledem k proménné ¢. Pii jeji diskretizaci proto zkombinujeme
postupy z prvnich dvou kapitol.

Prostorova diskretizace se provadi metodami kapitoly 2. Pro jednoduchost budeme
uvazovat tlohu s Dirichletovymi okrajovymi podminkami, diferen¢ni metodu a rovnomérné
délen{ intervalu (0, ¢) s krokem h = ¢/N, tj. x; =ih, i = 0,1,..., N. Budeme pozadovat,
aby rovnice (3.53) byla splnéna ve vnitinich uzlech z;, i = 1,2,..., N — 1, tj.

c(;)

Derivaci podle z vyjddiime pomoci diference analogicky jako v (2.14), tj.

0 Ju 1
— [% (p %>:| (xzat> = E [—pi_l/gu(l'iil’t)_k

+ []%4/2 +pi+1/2}u(xi7 t) = piv12u(wit1, t) | + O(n?),

Zanedbame-li chybu, dostaneme soustavu rovnic

. 1
ciui(t) + ﬁ [—pi_l/gui_l(t) + (pi_l/z + Dit1/2 + hzqi)ui(t)— (357)

_pi+1/2ui+1(t)] :fz(t>7 i:1727"'7N_17 te (OaT)a

du(t
v niz u;(t) je aproximace u(z;, t), 4;(t) = Qﬁii ) je aproximace Jyu(x;, t) a fi(t) = f(w4,1t).
Z okrajovych podminek (3.54) mame
uo(t) = go(t),  un(t) =ge(t),  t<(0,7), (3.58)

coz dosadime do (3.57) proi =1 ai= N — 1. Z poc¢ateéni podminky obdrzime
u;(0) = @(x;), i=1,2,...,N—1. (3.59)

(3.57) je soustava obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fddu pro N — 1 hledanych
funkci u;(t), i = 1,2,...,N — 1, s pocatetnimi podminkami (3.59). Puvodni ulohu,
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tj. urceni jedné funkce u(z,t), kterd na obdélniku (0, ¢) x (0, T)vyhovuje (3.53), (3.54)
a (3.56), jsme nahradili po¢atecéni lohou pro soustavu N — 1 obycejnych diferencialnich
rovnic s nezndmymi funkcemi u;(¢) definovanymi na tseckach r = x;, 7 =1,2,..., N — 1,
t € (0,T). Tento postup se nazyva metoda primek (anglicky method of lines, strucné
MOL). Postup, pii némz se diskretizace provadi jen vzhledem k nékterym (nezavisle)
proménnym, se nazyva semidiskretizace.

t
Al Pocatecni problém (3.57)-(3.59) jsme tedy
ziskali semidiskretizaci ulohy (3.53), (3.54)
wit1(t) a (3.56) vzhledem k prostorové proménné .
Ulohu (3.57)—(3.59) muzeme zapsat maticové
o0 | 6@ | B p
O=10)
Cu+Ku=F(t), te(0,7), ul0)=¢, (3.60)
T
- - -
Zo Ti—1  Ti  Titl TN kde C je diagondlni matice s kladnymi prvky na
Obr. 3.9. Metoda pifmek diagonale, tzv. matice tepelné kapacity,

K je tfidiagondlni pozitivné definitni matice zndma jako matice tepelné vodivosti, F(t) je
tzv. vektor tepelngjch zdroji, u(t) = (uy(t), ua(t), ..., un_1(t))? je vektor nezndmych funkef
a = (o(x1),p(xs),...,0(xny_1))T je vektor pocatecnich teplot.

Newtonova okrajova podminka. Protoze Newtonovy okrajové podminky se v tloze
vedeni tepla pouzivaji nejcastéji, uvedeme si rovnice reprezentujici diskterizaci Newto-
novy okrajové podminky vzhledem k proménné x v levém resp. pravém koncovém bodu
intervalu (0, ¢). Bude-li tedy Newtonova okrajovd podminka ptedepsédna v bodé x = 0,
zafadime pfed rovnice (3.57) jako prvni rovnici

%cofdo(t) + % (P2 + hao + Sh2q0)uo(t) — prgwn(£)] = %ﬁo(t) + % £o(#), (3.57a)

a bude-li Newtonova okrajova podminka predepsana v bodé xz = ¢, pridame za posledni
z rovnic (3.57) rovnici

L v (1) + % [ pn1ptun—1 (1) + (o + hag + Th2an)un(t)] = %@;(t) + % (). (3.57b)

2
Vyslednd matice K je opét tiidiagonalni a symetricka. Jestlize ap = ay = 0 a ¢; = 0,
1 = 0,1,..., N, pak je matice K pozitivné semidefinitni, ve vSech ostatnich piipadech
je K pozitivné definitni. Pfipomenme: matice A je pozitivné semidefinitni, jestlize je
symetrickd a xT Ax > 0 pro kazdy vektor x.

Casova diskretizace. Prozkoumejme nejdifve charakter pocétecni tlohy (3.60) za zjed-
nodusujicich predpokladi. Proc=p=1,q¢= f =0, u(0,t) = u(¢,t) = 0, lze tlohu (3.60)
zapsat ve tvaru

u=Au, te(0,7), u(0) = ¢, (3.61)

kde
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A=—| T (3.62)

jsou redlna zapornd a max; |A;| — oo pro N — oo. Podle (1.31) je tedy problém (3.61) pro
velké N tuhy. Totéz plati také pro lohu (3.60), tj. jde o tuhy problém. Vzhledem k (1.32)
je proto vhodné fesit pocatecni problém (3.60) metodou, jejiz oblast absolutni stability
obsahuje celou zapornou realnou poloosu komplexni roviny. Metody s touto vlastnosti
se nazyvajl Ag-stabilni. Patii mezi né vSechny metody doporucené v kapitole 1.5 pro
feSeni tuhych problému, zejména tedy implicitni Eulerova metoda, lichobéznikova metoda
nebo metody zpétného derivovani. V. Matlabu lze pouzit néktery z programu ode23s,
ode23t, ode23tb a odelbs. Pfi feseni tloh vedeni tepla se casto pouziva metoda ¢asové
diskretizace znama jako

Theta metoda, kterou v nasledujicim textu struéné popiseme. Necht tedy 0 =ty < t; <
-+ < tg = T je déleni intervalu (0,T), 7, = t,41 — t, je délka kroku a u” je pfiblizné
feseni v case t,, tj. u? ~ wu;(t,) =~ u(x; t,). Necht 0 je pevné zvolené ¢islo z intervalu
(0,1). Oznacéme t, 19 = t, + 07,. Rovnici (3.60) zapiSeme pro ¢t = t,,. 4 a dostaneme

Cl'anr@ + Kun+9 _ Fn+9 ’ (363)

kde F"0 = F(t,49), u"? = u(t,ig), 0" = u(t,9). Piedpoklddejme, 7e u(t) je na
intervalu (t,,t,.1) linedrni funkce, tj.

t—t,
u(t) =u"+ —=(u" —u").
Tn
n+1 _ u”
Pak u"t? = au"? = (1—0)u"+60u"*t. Po dosazenim do (3.63) a malé tipravé
Tn

dostaneme 6-metodu

(C + 1K) u"™ = (C — 7,(1 — H)K)u" + 7,F" . (3.64)

Snadno ovérime, Ze pro % < 0 <1 je f-metoda A-stabilni a tedy také Ag-stabilni, a ze pro
0<0< % je oblast absolutni stability #-metody omezend a interval absolutni stability je
interval (—2/(1 — 26),0). Pokud jde o presnost, f-metoda je fddu 1 pro 6 # 1 a fadu 2
pro 0 = % Vsimnéte si, ze z -metody dostaneme pro § = 0 EE metodu, pro § = 1 IE

7



metodu a pro 0 = % TR metodu. Metoda (3.64) pro 6 = % je znama jako Crankova-
Nicolsonova metoda. Casto se zapisuje v analogickém tvaru

(C+ 3mK)u"!' = (C — jn,K)u" + §7,(F" + F**'). (3.65)

Presnost i stabilita metody (3.64) pro 6 = 3 a metody (3.65) je stejn.
Matice C + 7,,0K soustavy (3.64) nezavisi na ¢ase a je pozitivné definitni. Soustavu
(3.64) je proto tcelné tesit pomoci Choleského rozkladu, ktery staci provést jen jednou.

Nelinearni uloha vedeni tepla vznikne tehdy, kdyz nékteré z funkei ¢, p, q, f, «, 8 zaviseji
na teploté u. Odpovidajici pocatecni tlohu

Cu)u=F(t,u) — K(u)u, te(0,7), u(0) = ¢, (3.60")

lze v Matlabu vyfesit programem ode23t nebo ode1b5s. Reseni jednodimenzionalniho
parabolického problému, a to i nelinedrniho, umoziuje matlabovsky program pdepe.

Rovnice s konvekénim ¢lenem

c(x)% — % (p(x)@ - r(x)u) +q(z)u = f(z,t), x€(0,0), te(0,7T), (3.53)

popisuje Sifeni tepla v tekuting, r» = cv, kde v(z) je rychlost proudéni. Diskretizaci kon-
vekéntho ¢lenu provedeme stejné jako v kapitole 2.2, viz (2.24), (2.28), (2.28’). Pro ¢asovou
diskretizaci ulohy s dominantni konvekei 1ze doporucit metody IE, TR nebo BDF2.

3.3. Uloha hyperbolického typu

Formulace tlohy. Hleddme funkci u(z,t) definovanou pro x € (0,¢), t € (0,T), ktera
vyhovuje diferencidlni rovnici

0%*u ou 0O ( )EM
P\ ox

p(x)@ + c(:p)E ~ 5 —> +q(x)u= f(x,t), z€(0,0), te(0,T), (3.66)
Dirichletovym okrajovym podminkam

U(O’ t) = gO(t)a u(& t) = gﬁ(t)> te (0’ T)> (367)

nebo Newtonovym okrajovym podminkam

p0 2400 0. 1) — o),
. t e (0,7), (3.68)
02450 ) - ),
a pocatecnim podminkam
ue.0) = o), PE0_yy e (3.69)
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Mozny je také piipad, kdy na jednom okraji je predepsana Dirichletova podminka a na
druhém Newtonova. Tato tloha vyjadiuje pricné kmitdni tenké struny (nebo podélné
kmitdani prutu) délky £. Proménnd x je prostorova, ¢t ma vyznam casu, u(z,t) je deformace
(tj. pritnd vychylka pro strunu nebo podélné posunuti v ptipadé prutu) v bodé x a v case
t, p je hustota, ¢ udavé tlumeni (pro ¢ > 0 jsou kmity tlumené, pro ¢ = 0 netlumené),
podminky pfedepisuji deformaci, Newtonovy okrajové podminky vnitini sily: ag resp. ay
reprezentuje tuhost pruzné podpory a 3 resp. 8y bodovou vnéjsi silu. Poc¢ateéni podminky
urcuji pocatecni deformaci ¢ a jeji poc¢atecni rychlost 1.

Predpokladejme, ze funkce p, ¢, p, q, f, 90, 9¢, Bo, Be, p a 1 jsou dostatecné hladké, ze
jsou splnény podminky nezapornosti p > pg > 0,¢>0,p>py>0,¢>0, 9 >0, p >0
a ze plati podminky souhlasu

©(0) = g0(0),  ¥(0) = g5(0), p(l) = g:(0),  ¥(l) = g;(0),

vyjadiujici soulad pocatecnich podminek a Dirichletovych okrajovych podminek. Pak ma
tloha (3.66) - (3.69) jediné klasické feseni.

Podminky souhlasu v aplikacich nékdy nebyvaji splnény. Také funkce p, ¢, p, q, f, 9o,
ge, Bo, Be byvaji casto jen po ¢astech spojité. V tom piipadé m4 iloha (3.53) —(3.56) pouze
tzv. slabé feseni (jehoz presnou definici zde ovsem uvadét nebudeme). Pro praktické tcely
je slabé teSeni zcela vyhovujici a numerické metody, které si uvedeme, budou poskytovat
priblizné hodnoty takového slabého teseni.

Uloha (3.66) — (3.69) je okrajovou tilohou druhého fadu vzhledem k proménné z a po-
catecni 1ulohou druhého fadu vzhledem k proménné t. Pii jeji diskretizaci proto opét
pouzijeme postupy z prvnich dvou kapitol.

Prostorova diskretizace se provede stejné jako u parabolického problému metodou

piimek, viz kapitola 3.2. Opét predpokladame rovnomérné déleni a Dirichletovu okrajovou

podminku. Pro wu;(t) aproximujici u(x;,t) pii oznaceni u;(t) = e i (t) = ST

dostaneme soustavu rovnic

. ) 1
pitii(t) + it (t) + ) <_pz’fl/2ui71(t> + [Pi-1/2 + Dit12 + h2q;]ui(t)— (3.70)

“ppun () = filt), =12 N-1, te(0T).
Z okrajovych podminek (3.67) mame
wlt) = golt),  un(®) =gt), e (0,T), (3.71)
coz dosadime do (3.70) proi =1 a i = N — 1. Z pocatecnich podminek (3.69) dostaneme
u; (0) = p(z;), 4;(0) = (), 1=1,2,...,N—1. (3.72)

(3.70) je soustava obycejnych diferencidlnich rovnic druhého fadu pro N — 1 hledanych
funkci u;(t), 1 =1,2,..., N — 1, s poc¢ateénimi podminkami (3.72).
Pocatecni tlohu (3.70)—(3.72) muzeme zapsat maticové ve tvaru

Mii+Cu+Ku=F(), te(0,7T), u0)=¢, ul) =1, (3.73)
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kde M je diagondalni matice s kladnymi prvky na diagondle, tzv. matice hmotnosti,
C je diagonalni matice s nezapornymi prvky na diagondle, tzv. matice utlumu, K je
tiidiagonalni pozitivné definitni matice, tzv. matice tuhosti, F(t) je tzv. vektor (vnéjsiho)

zatz/zvem/, Y = (90(3:1)7 90(3:2)7 ceey 90(fo1>)717 1/) = (1/1(951)7 1/1(952), s 71/}(1.]\/71)),11 jSOll vek-
tory pocatecnich hodnot a u(t) = (ui(t), ua(t), ..., un_1(t))T je vektor nezndmych funkei.

Casova diskretizace. Abychom mohli posoudit tuhost problému (3.73), zapiSeme ho

jako pocatecni problém prvniho fadu,

Rw +Sw=G(t), te(0,7T), w(0) =k, (3.74)

(3 8) = () 5 (2 9 s0- ()~ (2)

pricemz v = u, I je jednotkova matice, O je nulovd matice a o je nulovy vektor.

Prozkoumejme charakter po¢atecni tlohy (3.74) za zjednodusujicich predpokladi. Pro
p=p=1c=konst,q=f=0,u(0,t) =u(l,t) =0,je M=1, K=—A a C = I, kde
A je definovana predpisem (3.62). Rovnice (3.74) se tak zjednodusi, dostaneme

kde

. @) I
w=Pw, w(0)=&, kde P = (A —CI) . (3.75)

Da se ukazat, ze vlastni ¢isla matice P

2N '
)\i:—%cj:\/i@—w?, kde wl-:Tsin%, 1=1,2,...,N—1.

Ziejmé max; |\;| — oo pro N — 0o0. Pro ¢ = 0 jsou vlastni ¢isla ryze imagindrni a pro

¢ > 0 maji zdpornou realnou slozku. Podle (1.31) je tedy problém (3.75) pro velké N

tuhy. Protoze redlné slozky vlastnich ¢isel jsou zdola ohranicené, Re()\;) > —c, a velikost

imagindrnich slozek je neomezend, fikdme, ze problém (3.75) je oscilatoricky tuhy. Problém

(3.74) se chova obdobné. Vzhledem k (1.32) je proto vhodné fesit tlohu (3.75) pro ¢ > 0

metodou, jejiz oblast absolutni stability obsahuje pas R. = {z € C| — ¢ < Re(z) < 0}.
Pro ¢ = 0 1ze odvodit rovnost

@) u(t) + [vOI' K () = "o+ Ky, 1>0,

vyjadiujici stabilitu poc¢ateéniho problému (3.75) vzhledem k pocatecni podmince. Pro
priblizné feseni w,, ~ w(n7) spoctené lichobéznikovou metodou lze odvodit analogickou
rovnost

uwu, +viK v, = T+ p K 1y, n=12,...

n

To je skvélé, lichobéznikova metoda aplikovand na feseni ulohy (3.75) pro ¢ = 0 vykazuje
stejnou stabilitu jako presné feseni.

Protoze lichobéznikova metoda je A-stabilni, je vhodnou metodou pro kazdé ¢ > 0.
Z matlabovskych programu lze doporucit programy ode23t a ode23tb, které jsou na
lichobéznikové metodé zalozeny.
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Lichobéznikova metoda aplikovana na tlohu (3.74) vede na predpis

R+ 18w = (R - InS)w" + 1, (G" + G™*), (3.76)
viz (3.65). Pro efektivni vypocet slozek u™ a v vektoru w"*! je vhodné soustavu
rovnic (3.76) zapsat po slozkach, tj.

n+1 1 n+l _ _.n 1 n
u — =Tp,V =u + 37V,

(M + 17, C)v" ! + %mKu”+1 = (M — %TnC)v” — %TnKu” + %7’,L(F”Jrl + F").

Z prvé rovnice vyjadifme v viz (3.78), dosadime do druhé rovnice a obdrzime rovnici
pro vypoéet u"t1:

Ku""'=F,  kde (3.77)

-4 2 ~ 4 2 4

K=—M+-C+K, F=(—-M+-C-K|u"+—Mv"+F" 4+ F
T2 T T2 T Tn

Az vypocitame u™!, dopocitame

2
vt = Z(u"t —u") — v (3.78)
Tn

Startujeme pfitom z pocatecnich hodnot
wW=p, v'=1. (3.79)

Matice K soustavy (3.77) nezavisi na Case a je pozitivné definitni. Soustavu (3.77) je proto
ucelné tesit pomoci Choleského rozkladu, ktery staci provést jen jednou.

Metoda (3.77)—(3.79) je specidlnim pripadem Newmarkovy metody hojné pouzivané
v inzenyrské praxi, viz [2].

3.4. Hyperbolicka rovnice prvniho radu

Formulace tlohy. Hleddme funkci u(z,t) definovanou pro x € (0,0), t € (0,T), ktera
vyhovuje diferencidlni rovnici

% + a(x,t)% = f(x,t), x€(0,0),te(0,T), (3.80)

okrajovym podminkam

w0 =g, g OO0y (3.81)

u(é, t) = gﬁ(t) ) a(f, t) <0,

a pocatecni podmince
u(z,0) = ¢(x). (3.82)
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Necht Q = (0,¢) x (0,T) je obdélnik, v némz hleddme feseni, a dQ" ta je ¢dst hranice
0@ obdélnika (), na niz je predepsana pocatecni nebo okrajova podminka, tj.

0Q1 ={[x,t] € 9Q | t=0 nebo x=0 (pokud a(0,t)>0) nebo x= ¢ (pokud a(¢,t)<0)}.
Pro kazdy bod Py = [xg,ty] € Q \ 0Q" uréeme feseni x(t) poc¢atetniho problému

dz(t)
dt

= a(z(t),t), t<ty, xz(ty) = xo. (3.83)

Kiivka x(t) se nazyva charakteristika ptislusna bodu [xg, to]. Predpokladejme, ze charak-
teristika protind 0Q* v jediném bodé Py = [zf,t5]. Tomuto bodu fikdme pata charakte-
ristiky. Podle pravidla o derivovani slozené funkce

du(x(t),t)  Ou(x(t),t) dz(t) N ou(x(t),t)  Ou(x(t),t)

dt Ox dt ot ot

Ulohu (3.80)(3.82) proto mizeme na charakteristice (t) zapsat ve tvaru
p(x5) pro =0,

= f(x(t),t), t € (t5.to), u(z(ty),ty) =4 go(ty) pro zf =0, (3.84)
ge(t§) pro axj=~.

du(z(t),t)
dt

Predpoklddejme, ze funkce a, f, go, g¢ a ¢ jsou spojité, ze funkce a(0,t) i a(¢,t)
neméni znaménko a ze okrajova podminka je kompatibilni s pocatecni podminkou, tj.
plati

©(0) = go(0) (pokud a(0,0) > 0), ¢(¢) = g,(0) (pokud a(¢,0) <0).

Pak 1loha (3.83)-(3.84), a tedy rovnéz tloha (3.80)—(3.82), ma jediné klasické feseni.

" Rovnice (3.80) byva oznacovana jako
advekénd rovnice nebo také transportni
rovnice. Uloha (3.80)(3.82) popisuje
tfeba S$ifeni primési proudénim, tj.
bez vlivu diftze: u(z,t) je koncentrace
piimeési v tekutiné v bodu x a v case t,
a = pv je soucin hustoty o tekutiny
a jeji rychlosti v, f je zdrojovy clen.
Charakteristika x(t) je trajektorie, po
které se castecka pirimési pohybuje.
Pokud bychom pripustili také difizni
Siteni primeési, dostali bychom Fkon-
vekéne-difuzni rovnici

T

o

Obr. 3.10. Charakteristiky

c(x)% + %(r(x,t)u) — % (p(x)%) = f(z,t), z€(0,0), te(0,T),
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v niz p je koeficient diftze, viz (3.53"). Na rovnici advekee lze proto nahlizet jako na limitni
pripad konvekéné-difizni rovnice, v niz zanedbame ucinky difize. Jind forma advekéni
rovnice tedy je

ou 0 ,

( )E_'_a_( (l‘,t)U):f({L',t), S (07€>7 tE(O,T) (380)

Jestlize rovnice (3.807) popisuje prenos tepla advekci, pak u je teplota, ¢ je objemova

tepelnd kapacita (tj. tepelna kapacita vztazend na jednotku objemu), r = cv, kde v je
rychlost proudéni a f je tepelny zdroj.

Metoda piimek. Uvazujme rovnomérné déleni intervalu (0, £), tj. x; = ih,i =0,1,..., N,
kde h = ¢/N. Predpokladejme, ze funkce a(z,t) v krajnich bodech intervalu (0, £) neméni
znaménko. Splnéni rovnice (3.80) budeme pozadovat ve vnitinich uzlech x, 29, ..., 251

a pro a(0,t) < 0 také v uzlu zy a pro a(¢,t) > 0 také v uzlu xy. V rovnici

ou(x;, t)
ot

ou(z;, t)

O = f(l'i’t)

+ a(z;,t)

aproximujeme ¢len wu,(z;,t) ve vnitinich uzlech centrélni diferenci a v krajnich uzlech
jednostrannou diferenci. Pokud tieba a(0,t) > 0, a(¢,t) > 0 pro vSechna ¢t € (0,7),
dostaneme

(1) + ar()[uz(t) — 9o(2)]/(2h) = f1(),
(t)+a1( )[uz-l—l(t)_uz 1( )]/(2 ) Z( )’ i:2’3>"'>N_17 (385)
un(t) + an (t)[Bun(t) — 4un1(t) + un—2()]/(2h) = fn(t),

(
kde a;(t) = a(x;,t), fi(t) = f(x;,t)

pocateéni podminky

a u;(t) je aproximace u(z;,t). Z (3.82) dostaneme

kde ¢; = ¢(x;). Pocétecni problém (3.85)—(3.86) Fesime vhodnou numerickou metodou.
K jejimu vybéru nam poslouzi zjednoduseny model. Predpokladejme, ze a = 1, f = 0
a uvazme periodické okrajové podminky u(0,t) = u(¢,t). Pomoci centralnich diferenci
odvodime

U (t) + [uz(t) —un(t)]/(2h) =0,
(1) + [uisa (8) — w1 (D]/(2h) =0, i=2.3,... N—1, (3.85)
an(t) + [ur(t) — un-1(t)]/(2h) = 0.

Pocétecni problém (3.85")~(3.86) zapiSeme maticove, tj.

u=Au, te(0,7), u(0)=p, (3.87)
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kde u(t) = (us(£), us(t), ..., un ()7, @(t) = (p2(8), @2(t). ... on ()T a

0 1 0 0 -1
-1 0 1 0 O
1 0 -1 0o ... 0
A=—— ' . ' . - (3.88)

Da se ukazat, ze vlastni ¢isla matice A

Y :[Esin@, I=+—-1, i=1,2,...,N,
1 N
lez{ na imagindrni ose, max; |\;| — 0o pro N — 00, tj. pro velké N je pocatecni problém
(3.87) oscilatoricky tuhy.

Antisymetrickd matice A je diagonizovatelnd pomoc{ unitdrni matice! vlastnich vek-
tort, tj. plati VAV = D, kde D = diag{\, Ay, ..., Ay}, viz [27]. Redeni pocatecni
tilohy (3.87) lze zapsat ve tvaru u(t) = VS(t)Vp, kde S(t) = diag{eM?, et ... et}
Oveite! Odtud jiz snadno obdrzime |[u(t)||s = ||¢|l2 pro kazdé ¢ > 0. Ovérte! K nume-
rickému feseni se proto skvéle hodi lichobéznikova metoda, pro kterou ||u,|ls = ||¢||2 pro
kazdé n =1,2,... Ovérte!

Problém (3.85)—(3.86) se chova podobné: vlastni ¢isla odpovidajici matice A lezi
v zaporné komplexni poloroviné v blizkosti imagindrni osy a |Apee — IN/€| — 0 pro
N — oo. Pro feseni pocatecniho problému (3.85)—(3.86) lze kromé lichobéznikové me-
tody doporucit také metody, jejichz oblast absolutni stability obsahuje obdélnik

Rys={2€C| —a< Re(z) <0,-8 < Im(z) < p}.

Pro metodu BS32 je («; 5) = (1,64; 1,73) a pro metodu DP54 je («; 5) = (3,19; 0,99), viz
napf. [13]. Délka kroku téchto dvou metod je sice z duvodu stability omezena, toto omezeni
v8ak neni nijak dramatické, délka kroku bude fadu O(h). Z matlabovskych programu lze
tedy doporucit programy ode23t, ode23 a ode45.

Metoda charakteristik je dalsi vhodnou technikou pro feseni tlohy (3.80)—(3.82). Jeji
podstatu vysvétlime nejdiive pro zjednodusenou ulohu

ou ou

o Tag- =0, we(0,0), te(0,T),
u(0,t) = go(t), te€(0,7),

u(r,0) = ¢(z), x€(0,0),

1Ctvercova matice V je unitdrni, jestlize VAV = VVH = 1. Piitom V¥ je matice Hermitovsky
sdruzend, tj. transponovand a komplexné sdruzend: kdyz V = {vy;}N,_, a V# = {0/T}N._ | pak v/ = 0j;
je ¢islo komplexné sdruzené s ¢islem vj;.

(3.89)
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kde a > 0 je konstanta. Diferencidlni rovnici piepiSeme pomoci charakteristik na tvar

du(z(t),t)

——==0. 3.90
Zvolme rovnomeérné déleni intervalu (0, ¢) s krokem h = (/N tj. z; =ih, i =0,1,... N,
a rovnomérné déleni intervalu (0,7) s krokem 7 = T/Q, tj. t, = nt, n = 0,1,...,Q.

Charakteristika vychazejici z bodu [z;,t,.1] je piimka z;(t) = x; + a(t — t,11). V case
t=1, je

xl = xi(ty) = x; —ar.

Predpokladejme, ze ar < h. Pak proi = 1,2,...,N bod z}' € (z;_1,x;), zejména tedy
x € (0,0), takze u(a?, t,) ma smysl. Integraci rovnice (3.90) od ¢, do t,; obdrzime

L du(g(t),
/ % dt = u(x;, tpyr) —u(el, t,) =0, aodtud u(w;, t,11) = u(xl,t,).
t

n

Numerickou metodu dostaneme tak, ze u(z, t,) uréime priblizné interpolaci, tj. po¢itame
uptt = Py(ay), (3.91)
kde Py(z) je interpola¢ni polynom stupné k > 1 spliaujici
Py(zio) =uly, Pelz;) =ul. (3.92)

Pro linedrni polynom P; z podminek (3.92) odvodime

uy —ul at
Pi(x) =u] + ZT”(x —z;) aodtud Pi(z}') =ul — W(uf —ul )
y Dostali jsme tak upwind metodu
L A at
tnt1 ultt =l — W(u? —uly). (3.93)
a(t)
Nézev metody nam pfipomind, ze velicina w
T — ¢ L L

| | | | v uzlu x; zavisi jen hodnotach této veli¢iny v uz-
E E E E x  lech lezicich ,proti proudu, proti vétru“, pro

Ti—1 al Xy Tit1 a > 0 tedy nalevo od z;. V bodu xy = 0 uzijeme

Obr. 3.11. Upwind metoda okrajovou podminku, takze ug™ = go(tn11)-
D4 se ukazat, ze kdyz
L <1, (3.94)
h
pak za predpokladu dostatecné hladkosti presného feseni pro chybu plati
u(zi, t,) —ui = O(7), (3.95)
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viz [15]. Rikdme, 7Ze metoda (3.93) je fadu jedna. Pro v = 1 dokonce ul' = u(w;,t,)
je piesné! Cislo v = ar/h se nazyva Courantovo ¢islo a podminka (3.94) se nazyva
Courantova-Friedrichsova-Lewyova podminka, struéné CFL podminka.

Metodu faddu dva dostaneme tak, ze v (3.91) pouzijeme interpolaéni polynom druhého
stupné. Kdyz k podminkdm (3.92) pfidame jesté podminku

Py(@it1) = ujyy (3.96)

n

vypocteme Py(z') a dosadime do (3.91), dostaneme Lazovu- Wendroffovu metodu

=) - %(ui-i-l —uj ) + Q—hQ(“Hl — 2ui +uil ). (3.97)

U
V bodu xy uzijeme okrajovou podminku, takze uj™' = go(t,41). Pro aproximaci v uzlu
xy muzeme pouzit interpolacni polynom Py (z), ktery kromé podminek (3.92) vyzaduje
navic splnéni podminky Py(zy_2) = uf_,.
Jestlize pro obecny uzel x; priddme k podminkdm (3.92) podminku

Py(wi-2) = ui’y, (3.98)

vypocteme Py (z!

") a dosadime do (3.91), obdrzime Beamovu- Warmingovu metodu

27_2

2h?

aT

2h

ntl

U;

(Buj — 4 | +uj ) +

= U — (ui = 2ui’ ) +uil ). (3.99)
Jestlize ugtt = go(tny1) a pocitdme-li ™ i =1,2,..., N — 1, podle (3.97) a u’s"* podle
(3.99), je-li splnéna CFL podminka (3.94) a je-li presné feseni u dostateéné hladké, pro
chybu plati

u(zi, tn) — ul = O(1?) . (3.100)
Jestlize ug*' = go(tny1) a pocitame-li ut! podle (3.97) a u™ i = 2,3,..., N, podle

(3.99), je-li splnéna CFL podminka (3.94) a je-li pfesné teseni u dostatecné hladké, pro
chybu opét plati (3.100).

Vénujme se dale pripadu, kdy konstanta a < 0. Pak okrajovad podminka bude ptede-
pséna vpravo, tj. podminku (3.89;) nahradi podminka

u(l,t) = go(t), te(0,T). (3.895)

Charakteristika vychédzejici z bodu [z;, t,,41] bude smétovat doprava, takze za predpokladu
platnosti CFL podminky

lal7

=—<1 3.101
vi= o < (3.101)
bude z;(t,) € (x;,x;41) pro i = 0,1,..., N — 1. Podobné jako diive odvodime upwind
metodu

uptt =g ) (39%)
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Laxova-Wendroffova metoda na znaménku a nezavisi, takze opét plati (3.97). Pro Beamovu-
Warmingovu metodu dostaneme

27_2

n+tl _ ,n _ m
S 2h?

i 7 2h

n_

u (Buy —4u?,, +uil,) + (uf —2u?, | +ufys). (3.99")

V obecném piipadé a = a(x,t) uréime = numericky: " ~ z;(t,), kde

dt

= a(xi(t)a t) ) xz’(thrl) =Z;. (3101)
Pro upwind metodu pouzijeme EE metodu, takze

n n n
xf =x;—arr, kde a =a(x;,t,q).

Pro Laxovu-Wendroffovu metodu a Beamovu-Warmingovu pouzijeme EM2 metodu, tj.

ol =x;—alr, kde af =3(ki+ko), ki =a(xi,te1), ke =alz; — Tk, t,).

Vzorce (3.93), (3.93"), (3.97), (3.99) a (3.99) se zmeéni jen v tom, ze v nich misto a piseme
a?. Délka kroku musi spliiovat CFL podminku

max; |al |7

<1 101
T < (3100

Jestlize v rovnici (3.89;) uvazujeme nenulovou pravou stranu f(x,t), tj. feSime-li misto
rovnice (3.90) rovnici

——— = f(z(t),1), (3.90")

pfic¢teme k pravym strandam formuli aproximaci QF(f) integralu Li"“ f(z;(t),t)dt. Pro
upwind metodu staci pouzit jednostrannou obdélnikovou formuli

QY (f) = 1f(wi, tnyr).

Pro Laxovu-Wendroffovu metodu a Beamovu-Warmingovu metodu uzijeme lichobéznikovou
formuli

Q7 (f) = 57f (wis tnya) + f(a} 1)),
Metoda koneénych objemu. Pro diskretizaci rovnice (3.80’) se vyborné hodi metoda

konecnych objemt na casoprostorovych objemech B; = (x;_1/2, Tit1/2) X (tn,tny1) , Vice
o tom viz [14].
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