14 Alternativni pristup k definovani dvojného integralu

Nejprve se vybuduje teorie miry na vhodnych podmnoZinidch mnoZiny R?. Pojem miry zobeciiuje pojem obsahu rovinného
obrazce. Ozna¢ime-li A(A4) miru mnoZiny A C R2, pak A Ize chdpat jako zobrazeni z mnoZiny podmnoZin R? do Rg .
Mira by méla spliiovat ndsledujici pfirozené podminky:
(i) Jsou-li mnoZiny A, B shodné, pak A(A4) = A(B).

(i) Je-li A € B, pak A(A4) < A(B).

(iii) Je-li AN B = @, pak A(A U B) = A(A) + A(B).
Obecnou miru v prostoru R? (resp. v R™) jako prvni zkonstruoval Camille Jordan (1838-1922, Francouz). Nechf n € Ny,
j.k € 7. Ctverec #ddu n definujeme jako mnoZinu
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Nechf 4 € R? je libovolna ohrani¢end mnoZina. Jadro #ddu n mnoziny A definujeme jako nejvétsi (vzhledem k
mnoZzinové inkluzi) elementdarni mnoZinu, kterd je obsaZena ve vnitiku A4, budeme znacit V, (A). Plati tedy

Va(4) = Jto": 0" c 4°}.

Obal ¥adu n mnoZiny A (budeme znadit W, (A)) definujeme jako nejmensi (vzhledem k mnoZinové inkluzi) elementarni
mnozinu fadu n, jejiZ vnitfek obsahuje uzavér mnoziny A4, tj.

Wa(4) = J{Q" - AN Q" # 0},

viz obrdzek 9. Neexistuje-li ¢tverec fadu n, ktery by byl éasti A°, klademe V},(A4) = 0. Je-li A = @, klademe W, (A) = @.
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Obrazek 9: Jadro fadu n (tmavsi Sedd) a obal fadu n (svétlejsi Sedd) mnoZiny A (Ctverce jadra jsou zdroveii Ctverci obalu)

Vlastnosti:
D) Vi CACSW,,
(i) A(Wn(94)) = A(Wyp(A4)) — A(Va(A)),
(i) A(V(4)) < AVt 1(A4)), A(Win(4)) = A(Wp11(A)) pro Vn € No,
(iv) posloupnosti mér {A(V,(A4))}0L a {A(Wn(A)) )52, maji vlastni limitu.
Posledni vlastnost nds opraviiuje k nasledujici definici.

Definice 14.1 (vn&ji a vnitini Jordanovy miry). Nechf A € R? je ohrani¢end mnoZina. Cislo

Je(A) 1= lim A(Va(4))
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se nazyva vnitini Jordanova mira mnoZiny A a ¢islo
A*(A4) := lim A(W,(4))
n—>0o0
se nazyva vnéjsi Jordanova mira mnoZiny A. Jestlize 1.(A) = A*(A), pak fekneme, Ze mnoZina A je (jordanovsky)
méFitelnd a &islo A(A) = A.(A) = A*(A) se nazyva (Jordanova) mira mnoZiny A.
Poznamenejme, Ze vzdy plati 0 < A, (A) < A*(A).

Priklad 14.2. Zjistdte, zda je méFitelnd mnoZina A = {[x,y] € Q?: 0 <x <1,0<y < 1}.
Reseni. Plati A° = @ a tedy také V},(A) = @ pro libovolné 1. To znamend, 7e A«(A) = 0. Ddle A = (0,1) x (0, 1) = Qg,o
atedy
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€ = lim + st + =5 = 1. Protoze O = A, < = 1, neni ordanovsky meéritelna.
Tedy A*(4) = lim (1 + 4( 57 + 537 1. ProtoZe 0 = A,(A4) < A*(A) = 1, neni A jord ky méfiteln4
n—>0o0

Vlastnosti:

1. Je-li A*(A) = 0, pak A je méfitelnd a plati A(A) = 0.

2. Jsou-li A, B € R? ohraniené mnozZiny, pak plati:

(i) je-li A C B, pak A+(A4) < A«(B), A*(4) < 1*(B),
(ii)) A*(AU B) < A*(A) + A*(B),
(iii) je-li AN B = 0, pak A+(A) + A+(B) < A+(A U B).
3. Jsou-li A, B C R2 méfitelné mnoziny, pak plati:
(i) Je-li A € B, pak A(A) < A(B),
(ii) Je-li AN B =0, pak A(A) + A(B) = A(A U B).
Jordanova mira tedy spliluje motiva¢ni vlastnosti z Givodu odstavce.

4. Kazd4 kone¢ni mnozina A C R? je méFitelnd a plati (A) = 0. Déle maji miru nula kfivky tvofené grafy spojitych
funkei y = @(x) nebo x = ¥ (y) na uzavienych intervalech nebo obecnéji (definice uvedeme pozdéji) tzv. jednoduché
hladké (rovinné) kiivky jako je napf. kruZnice nebo jeji ¢ast €i tzv. jednoduché po ¢astech hladké (rovinné) kiivky jako
je krivka sloZend z hranice 9/ obdélnika 7, kterd ma Ctyfi hladké Casti, jimiZ jsou strany obdélnika. Obecné miiZeme
uvaZovat i mnoZiny tvorené kone¢né mnoha kfivkami v R? (tj. rovinnymi) viech zminénych typ.

5. Ohrani¢end mnoZina 4 C R? je méfitelnd <= A(dA4) = 0. Vzhledem k pfedchozimu bodu jsou méfitelné vechny nor-
madlni mnoZiny (protoZe hranice md miru nula, vnitfek takové mnoZiny ma stejnou miru jako celd mnoZina). Specidlné,
obdélnik I = {(a, b) x {c, d) je métitelnd mnozina a ma miru A(/) = (b —a)(d — ¢).

6. Jsou-li mnoziny A, B méfitelné, pak také mnoziny A N B, A U B, A\ B jsou méfitelné. Odtud plyne, Ze regularn{
mnoZiny jsou métitelné.

Nyni mtiZeme pfistoupit k (alternativn{) definici Riemannova integralu na méfitelné mnoziné. MnoZinu
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nazveme ¢tvercovou mnozinou fadu n (od Gtverce fadu n se 1idf tim, Ze neni uzaviend). Ctvercové mnoZiny pokryvaji cely
prostor R? a jsou po dvou disjunktni, tj. kazdy bod [x, y] € R? je prvkem pravé jedné z nich. Kazd4 ¢tvercova mnoZina
fadu n je méfitelnd a jeji mira je A(C") = 4%,
Bud M < R2 méfitelnd mnoZina a budte C . CY, ..., CP viechny Ctvercové mnoZiny fddu n takové, Ze P =
CrnM #0,...,P;:=ChNM # @. Systém mnoZin &, := {P], ..., P}} nazveme pokrytim Fddu n mnoZiny M .
Kazdéd z mnoZin P/ je méfitelnd, protoZe je priinikem dvou méfitelnych mnoZin. Mira mnoZiny M je pak rovna

AM) = A(PP).

i=1
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Dile, nechf f je funkce ohrani¢end na M. Pro pokryti &7, mnoZiny M poloZme

hi == inf{f(x,y):[x,y] € P}, H;:=sup{f(x,y):[x,y] € P}
Pak Cisla

m m
su(M. f) =Y hid(Pl) a Su(M.[):=) HiA(P')
i=1 i=1
nazveme dolni a horni soucet ifadu n prislusny mnoZiné M a funkci f. Lze ukazat, Ze posloupnost {s,(M, f)}72, je
neklesajici a posloupnost {S, (M, f)}°2, je nerostouct, pfi¢emzZ obé jsou ohrani¢ené. To nds (spolu s vétou o monoténnich
posloupnostech) opraviiuje k ndsledujici definici.

Definice 14.3 (dvojného (Riemannova) integralu na méfitelné mnoZing). Nechi M C R? je méfitelnd mnoZina a f :
R? — R je ohranicend funkce na M. Definujme dolni a horni integrdl 7 funkce f pres mnoZinu M jako

// f(x,y)dxdy := lim s,(M, f) a “//7f(x,y)dxdy = lim S,(M, f).
M n—>o00 M n—>o00

//M f(x,y)dxdy = //ﬁf(x,y)dxdy,

Je-li

fekneme, Ze funkce f je na mnoziné M (riemannovsky) integrovatelnd a tuto spole¢nou hodnotu nazveme dvojnym (Rie-
mannovym) integrdlem 7 funkce f pres mnoZinu M .

Pozndmka. Je-li M uzavieny obdélnik, resp. normdlni mnoZina, pak definice 14.3 je ekvivalentni definici 13.1, resp.
definici 13.7, tj. je-li funkce integrovatelnd podle jedné definice, je integrovatelnd i podle druhé a naopak, pricemz hodnoty
integrald jsou stejné.

Vlastnosti:
1. Jsou-li f, g integrovatelné na méfitelné mnoziné M a o, B € R, pak af + Bg je integrovatelnd na M a plati

//M(af(x,y) + Bg(x,y))dxdy = a//M f(x,y)dxdy —i—ﬂ//Mg(x,y) dxdy.

2. Jsou-li f, g integrovatelné na méfitelné mnozin€ M a f(x,y) < g(x,y) V[x,y] € M, pak

//Mf(x,y)dxdyf//Mg(x,y)dxdy_

3. Je-li f integrovatelnd na métitelné mnoziné M, pak je i | f| integrovatelna na M a plati

< //M |/ (x, )l dxdy.

4. Jsou-li f, g integrovatelné na méfitelné mnoziné M takové, Ze @« < f(x,y) < B,0 < g(x,y) V[x,y] € M, pak
existuje konstanta u (¢ < p < B) takova, Ze

' / (. y) dxdy
M

// f(x,y)g(x,y)dxdy = u // g(x,y)dxdy (integralni véta o stiedni hodnoté).
M M

hd

Je-li f integrovatelnd na métitelné mnoziné M, pak je integrovatelnd na kazdé métitelné podmnoziné A € M.
6. Jsou-li My, M, dvé disjunktni méFitelné mnoZziny, na kterych je f integrovatelnd, pak je integrovatelnd také na My UM,

e
P //MIUMZ f(x, ) dxdy =//M1 f(x,y)dxdy-i-//Mz S (x,y)dxdy.

7. Je-li f ohrani¢end na mnoZiné M miry nula, pak je f na M integrovatelnd a plati

//M f(x,y)dxdy =0.

8. Jsou-li My, M, méfitelné mnoZiny takové, Ze jejich prinik je méfitelny a plati A(M, N M3) = O aje-li f integrovatelnd
na M, i M,, pak je integrovatelnd také na M; U M, a plati

//MIUMZ Jx.y) dxdy ://Ml f(x’y)dxdw//Mz f(x.y)dxdy.
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9. Plati
// dxdy = A(M) pro libovolnou méfitelnou mnozinu M.
M

Definice 14.4 (vlastnosti ,,skoro viude*). Rekneme, Ze funkce f: R? — R definovani na néjaké mnozin€ A ma skoro
vSude viastnost V, jestliZe existuje podmnoZina B C A takovd, Ze A(B) = 0 a f ma vlastnost V ve vSech bodech mnoZiny
A\ B.

Véta 14.5. Je-li funkce f : R? — R integrovatelnd na mé¥itelné mnoziné M a funkce g : R?> — R je ohranicend na M,
pricemZ skoro vsude na M plati f(x,y) = g(x,y), pak funkce g je integrovatelnd na M a plati

%g(x,y)dxdy=/A4f(x,y)dxdy-

Pozndmka. Jinymi slovy, zménime-li u integrovatelné funkce hodnoty na mnoZiné miry nula, tak hodnota integrdlu se
nezméni. Vzhledem k této vlastnosti pak takova funkce na mnoziné€ miry nula nemusi byt viibec definovana.

Véta 14.6 (postacujici podminka pro integrovatelnost na méfitelné mno#ing). Je-li funkce f : R?> — R ohranicend na
méFitelné mnoziné M a skoro v§ude na M spojitd, pak je f na M integrovatelnd.

15 Trojny integral

V piipadé trojného integralu je mozné postupovat analogicky jako v predchozich dvou kapitolach.
1. Zacali bychom s definicf trojného integrdlu ohrani¢ené funkce f : R — R na uzavieném kvédru

I = (al,bl) X (az,bz) X (a3,b3).

Ten ,rozieZzeme* na systém mengSich kvadrt /;;x, na kaZdém kvddru vezmeme infimum a supremum funkce f ade-
finujeme doln{ a horni soucet pfislusny funkci f a dé€leni D. Supremum dolnich soucti a infimum hornich soucti
pres vSechna mozna d€leni kvadru bychom nazvali dolnim a hornim integrdalem na kvdadru I; pokud tyto dvé hodnoty
jsou stejné, tak fekneme, Ze f je (riemannovsky) integrovatelnd na kvddru I a spole¢nou hodnotu nazveme trojnym
(Riemannovym) integrdlem funkce u na kvadru I .

2. Nejjednodussi postacujici podminkou pro integrovatelnost funkce na 7 je jeji spojitost na 1.

3. Fubiniova véta potom fikd, Ze je-li f integrovatelnd na / a pro vSechna [x, y] € Ix, = (a1, b1) X (a2, b2) je integro-
vatelna funkce z — f(x, y, z) na (as, b3), pak plati

//1 f(x,y,z)dxdydz = //Ixy( aj3 f(x,y,2) dz) dxdy,

analogicky pro integrovatelnost funkci y +— f(x,y,z)az +— f(x,y,z). Specidlné, je-li f spojitd na I, pak plati

//I f(x,y,z)dxdydz /abl (/;2( ” f(x,y,2) dz)dy)dx = /bl </ab3( ” f(x,y,2) dy)dz)dx

1 2 as ai 3 az

..z/ab3</ab2( abl f(x,y,2)dx)dy)dz.

3 1

Je-li navic f(x,y,z) = f1(x) f2(y) f3(2), pak lze psit

b by b3
[ 1y axave: = [ fwar- [T pomar: [ s
1 ai az as

4. Dile bychom roziffili pojem trojného integrdlu na normalni mnoZziny. Bud' My, normdlni mnoZina v R? a ¥y, ¥
spojité funkce na My, takové, Ze ¥1(x,y) < ¥a(x,y) V[x,y] € My,. Normdlni mnoZinou vzhledem k roviné xy
nazveme mnozinu M := {[x,y,z] € R®: [x,y] € My, a¥1(x,y) <z < ¥2(x, y)}. Analogicky bychom definovali
normdlni mnoZinu vzhledem k rovindm xz a yz. MnoZinu M C R3 nazveme normdlni, je-li normdlni k alespoti jedné
ze soutfadnych rovin xy, xz, yz. Trojny integrdl na normalni mnoZin€ pak definujeme tak, Ze tuto normdlni mnoZinu
,.vnoifme* do n&jakého uzavieného kvadru / a funkci f na / mimo mnoZinu M dodefinujeme nulou. Rekneme potom,
Ze funkce f je integrovatelnd na normdlni mnoziné M, je-li dodefinovand funkce integrovatelna na 7.

5. Bud' M normalnf{ napt. vzhledem k soufadné rovin€ xy. Potom se vzorec z Fubiniovy véty modifikuje

V2(x,)
// f(x,y,z)dxdydz = // (/ f(x,y,2) dz) dxdy.
M My y Y1 (x,y)

Pojem trojného integrdlu by déle bylo moZno rozsitit na pripad konecného sjednoceni normalnich mnoZin (s disjunkt-
nimi priniky).
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6. Koneéné, alternativni pfistup k definovani trojného integralu je moZné zaloZit na pojmu Jordanovy miry v R3. V pii-
sluSnych definicich by nynif namisto ¢tvercti vystupovaly krychle. Zjednodusené lze fici, Ze v ptipadé ,,rozumnych* téles
Jordanova mira odpovida objemu télesa, pticemz hranice télesa ma nulovou miru.

7. Zejména plati analogie véty 14.6 —je-li f ohrani¢end na mé&fitelné mno#iné M C R3 a spojitd skoro vSude na M, pak
je zde integrovatelna.

Piiklad 15.1. Urcete hodnotu integrélu // (x +2y —3z)dxdydz, kde M = (1,3) x (—1,1) x (0, 2).
M

Reseni. Funkce je spojitd na daném kvadru M a tedy integrovatelnd. Podle Fubiniovy véty pak plati

1

//M(x+2y—3z)dxdydz:/13(/_11(/02()6+2y—3z)dz)dy)dx=/13(/_1 [xz+2yz—§z2i|2dy)dx
=/13(/_11(2x+4y—6)dy)dx=/13[2xy+2y2—6y]l_ldx

3 3 3
=/ (2x+2—6+2x—2—6)dx=/ (4x—12)dx=[2x2—12x]1=—8.
1 1

Priklad 15.2. Urcete hodnotu integralu /// y cos(x + z)dxdydz, kde M je mnoZina vymezend plochami y = /x,
M

y=0,z=0,x+z=m/2.
Reseni. Funkce f(x,y,z) = ycos(x + z) je spojitd v celém prostoru R3, a tedy i na zadané mnoZiné M, coZ znamen4,
Ze je zde integrovatelnd. Vyjadfeme M jako normdlni mnoZinu vzhledem k roviné xy, tj.

T
0<x< ) (body),
0<y=<+x, (kfivky),
0<z< % —X (plochy).

Podle Fubiniovy véty pak mame

///M ycos(x + z)dxdydz = /Oﬂ/2(/0~/§(/0ﬂ/2—x ycos(x + z) dz) dy) dx
= /()”/2(/0ﬁy[sin(x + z)]g/z_xdy) dy) dx = /On/z(/oﬁy(sin% - sinx) dy) dx

T2 .2 Jx 1 (72
=/ Y_(Sinﬁ_smx) dx = —/ x(1 —sinx)dx
0 2 2 0 2 0

1 ) )2 1 /2
= —[x* + x cos x| -3 (x 4 cos x)dx
0

u=x v =1-sinx
u 1

I = vV =X+ cosx 2 0
2 a2 /2 2 2 2
= Y pnx| = oS (E )= _ 1 =0 1168
8 21 2 0 8 2\ 8 16 2
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