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2. Linearni algebra

Teorie matic a determinanti pfedstavuje tvod do linedrni algebry. Nejrozsahlejsi aplikace
maji matice a determinanty pii feSeni systému linearnich rovnic. Pojem determinantu za-
vedl jiz v roce 1693 G.W. Leibniz!, ale jeho objev upadl v zapomenuti. V roce 1750 dospél
znovu k pojmu determinantu G. Cramer? Vseobecné se zacalo v matematice pouzivat deter-
minantl az koncem 18. stoleti. ZaslouZili se o to zejména matematici A.-T. Vandermonde® a
A. L. Cauchy?. Soucasné s teorii determinantii se rozvijela teorie matic, jejimz zakladatelem je
anglicky matematik A.Cayley °. Na dalsim rozvoji teorie matic se podileli zejména G. Frobe-
nius®, J. J. Sylvester” a K. Weierstrass®.

2A. MATICE A MATICOVE OPERACE

Zacneme intuitivni definic{ matice:

Definice 2.1. Bud X neprazdni mnoZina tzv. skaldrt a m, n piirozend ¢isla.
Matice A = (a;;) typu m X n nad mnozinou X je schéma slozené z m krat n prvka
mnoziny X zapsanych do tabulky s m tfadky a n sloupci.

Formélné matice A typu m x n nad mnozinou X je zobrazeni kartézského soucinu
{1,...,m} x {1,...,n} do mnoziny X.

Matici A typu m x n budeme zapisovat ve tvaru

ai; ... QA1n

A_:

aAml --- Qmn

nebo jen kratce A = (a;;), kde a;; je prvek na i-tém Fadku a j-tém sloupci.

Prvni index ¢ se pritom nazyva radkovy index a druhy j sloupcovy index.

Mnozinu v8ech matic typu (m,n) s prvky z mnoziny X oznacujeme X™*" napiiklad R"*".
Mnozina skalaru X byva obvykle mnozina ¢iselna. V dalsim budeme predpokladat, ze X je

mnozina realnych R nebo komplexnich C ¢éisel s operacemi s¢itani a nasobeni, které
spliuji obvyklé asociativni, komutativni a distributivni zakony. Nenulovym prvkem lze i délit.

Prvky matic mohou byt i komplikovanéjsi objekty, napiiklad algebraické vyrazy, nebo funkce.

Priklad 2.2. Matice A = < ; (73 i > je prikladem matice typu 2 x 3 nad mnozinou N.
Plati naptiklad, ze as3 = 4, protoze prvek as3 lezi ve druhém fadku a tretim sloupci matice A,

podobné a;; = 1 a asy = 6.

LGottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) némecky filozof, matematik a teolog pisici v latiné a francouzstiné.
2Gabriel Cramer (1704-1752) §vycarsky matematik.

3 Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796) francouzsky matematik a chemik, p matematik.
4Augustin Louis Cauchy (1789-1857) francouzsky matematik.

Arthur Cayley (1821-1895) britsky matematik

SFerdinand George Frobenius (1849-1917) némecky matematik.

"James Joseph Sylvester (1814-1897) anglicky matematik.

8Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) némecky matematik
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Poznamka 2.3. Matice se obvykle oznacuji velkym tuénym pismenem napi. A,B,C,D, v
maticové rovnici neznamou matici oznacujeme napiiklad X.

Vyznacné matice
Uved'me nékolik vyzna¢énych matic, nékteré maji své zavedené symboly:

Definice 2.4.

(a) Je-li m = n, matice se nazyva ¢tvercova, v obecném piipadé m # n obdélnikova.

(b) Usporddana n-tice (a11,ag, . . ., an,) prvku matice (a;;) typu n x n se stejnym fadkovym
a sloupcovym indexem se nazyva hlavni diagonala matice.

(c) Nulova matice 0 je matice, jejiz vSechny prvky jsou nuly.

(d) Jednotkova matice E je ¢tvercova matice, jejiz vsechny prvky na hlavni digonéle jsou
rovny jedné, ostatni prvky mimo diagonalu jsou nuly.

(e) Matice A se nazyva trojuihelnikova, (pfesnéji horni trojihelnikova), pokud pod
hlavni diagondlou jsou samé nuly, pfesnéji pro kazdé dva indexy ¢ > j plati a;; = 0.
Analogicky dolni trojihelnikova matice ma samé nuly nad hlavni diagonélou,
tj. a;; = 0 pro ¢ < j. Ostatni prvky mohou ale nemusi byt nenulové.

(f) Dvé matice A, B se rovnaji, pokud jsou stejného typu a maji stejné prvky, tj. pro
vSechny indexy i, j plati a;; = b;;. Pak piSeme A = B.

(g) Matice typu 1 X n m4 jenom jeden fadek a nazyvame ji také fadkovy vektor.
Matice typu m X 1 mé jenom jeden sloupec a nazyvame ji sloupcovy vektor.

Piiklady 2.5. Uvedme piiklad matice jednotkové, nulové, horni a dolni trojihelnikové:

100 000 132 100
010 ], 000 |, 01 4], 430
001 000 00 3 2 0 3

Operace s maticemi

Na mnoziné matic lze definovat fadu operaci. Operace transponovani mé jenom jeden
argument, je tedy operaci unarni.

Definice 2.6. (Transponovani matice) Bud A = (a;;) matice typu m x n. Matice k ni
transponovand je matice AT typu n x m s prvky (a;;), tj. AT = (a;;). Transponovan{ matici
,preklopi® pres hlavni diagonalu, sloupce se méni na fadky a fadky na sloupce.

Poznamky 2.7.

(a) Kazdou matici lze transponovat, z matice typu m X n se stane matice typu n X m.
(b) Sloupcovy vektor se transponovanim meéni na radkovy a obracené.

(c) Dalsim transponovanim dostaneme puvodn{ matici: (AT)T = A.
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Priklad 2.8. Transponovanim matice typu 2 x 3 dostavame matici typu 3 x 2, naptiklad

1 4
A:<ig§), AT={ 30
2 5

Definice 2.9. (N&asobeni matice ¢islem) Matici A typu m X n lze vyndsobit ¢islem
(skaldrem) ¢ € X. Vysledkem nédsobku cA je matice B = (b;;) stejného typu m x n, s prvky
b;; = ca;;. Soucin je definovan i v opatném pofadi: B = Ac s prvky (b;;) = (asc).

Pokud néasobeni v X je komutativni, plati rovnost cA = Ac.

Poznamka. Matici cA se tika skalarni nasobek matice A. Skaldrem ¢ pfitom nasobime

kazdy prvek matice. V ptripadé ¢ = 1 se matice nezméni, pro ¢ = 0 dostavame matici nulovou.
5 1324\ (2
0143/ \ 2

2.4\ (26 4 8

2~3)_<0 2 8 6)’
Definice 2.11. (S¢itani a odéitani matic)
Matice A, B lze secist, jen kdyz jsou stejného typu m x n.
Souctem A + B matic A a B je matice C = (¢;;) stejného typu m x n, kde ¢;; = a;; + b;;.
Matice stejného typu, lze také odcitat. Rozdil D = A — B je definovan jako soucet matic,
kde druhou matici ndsobime ¢islem (—1): D=A —B:=A + (1) B, tj. d;; = a;; — b;;.

Priklad 2.10. Plati
2-3 2-2
2-1 2.4

O =

Poznamky 2.12. Pokud matice nemaji stejny typ, nelze je s¢itat ani odcitat. Pri s¢itani nebo
odcitani matic s¢itdme nebo odéitame vsechny odpovidajici prvky matic. Matice stejného typu
lze séitat, odcitat a ndsobit skaldrem stejné jako ¢isla (skaldry).

Priklady 2.13. Matici typu 2 x 3 muzeme secist nebo odecist jen s matici typu 2 x 3:

1 3 2 n 5 24\ (1+5 3+2 2+4\ (6 5 6
01 4 253) \0+2 145 4+3) \26 7))’

656\ (142) (6-15-46-2Y)_ (514
26 7 031) \2-06-37-1)"\223%6)"
Nasobeni matic

Nasobeni matic je komplikovanéjsi nez soucet a nésobek matic. Zélezi na poradi matic a
typy matic museji na sebe navazovat. Maticové nasobeni nam pozdéji umozni jednoduchy zapis
i soustavy linedrnich rovnic.

Definice 2.14. (Nasobeni matic). Bud matice A = (a;) typu m x p a matice B = (by;)
typu p x n. Potom souc¢inem A - B matic A a B je matice C = (¢;;) typu m x n s prvky

P
Cij = E Qikbij = @1 bij + @iz by + -+ - + aip by;.
k=1

Jako pti nasobeni ¢isel i pfi nasobeni matic se casto symbol - vynechéva a piSe se jenom AB.
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Poznamky 2.15.

(a) Dve matice A, B lze nésobit, jen kdyz typy matic na sebe navazuji v nasledujicim smyslu:
pocet sloupctu prvni matice se rovna poctu radku druhé matice.

Divodem je definice sou¢inu matic: pro prvek c¢;; nasobime odpovidajici prvky i-tého
fadku (je jich p jako sloupcu prvni matice) a prvku j-tého sloupce (téch je jako pocet
fadku druhé matice) a tyto souciny secteme. Proto pocet sloupcu prvni matice se musi
rovnat po¢tu fadku druhé matice, symbolicky pro typy matic plati: (mxp)-(pxn) = mxn.

Prvek lezici v i-tém tadku a j-tém sloupci vysledné matice tedy ziskame tak, ze prochazime
-ty tfadek v matici A a jeho prvky postupné nasobime prvky lezicimi v j-tém sloupci
matice B a souciny secteme.

(b) Operace ndsobeni matic neni komutativni, tj. poradi matic nelze ménit. Po prehozen{
matic typu m X p, p X n pokud m # n matice na sebe nenavazuji. A i kdyz m = n # p,
po zameéné poradi dostavame matici jiného typu p x p v pripadé, kdy m # p. A ani kdyz
m = p = n, tj. jsou to ¢tvercové matice stejné velikosti, i v tomto pripadé nedostaneme
stejnou matici. Demonstrujme algoritmus nasobeni matic na prikladu:

1 3
Piiklad 2.16. Urcete soucin A - B asoucin B-A kde A= (1} ¢ 1) a B:(2 0).
2

1

RESENT: .
A'B:(1 0 3>. 5 g :<1-1+0-2+3'1 1-3+0~0+3~2):(4 9)
2 11 | 9 2.1+1-24+1-1 2-34+1-0+1-2 5 8 )
1 3 103 1-1+3-2 1-0+3-1 1-3+3-1 736
BA=| 2 0 (2 | 1): 2.1+40-2 2-040-1 2:34+40-1 |=| 2 0 6
1 2 1-14+2-2 1-04+2-1 1-34+2-1 525

Piiklad ukazuje, ze nésobeni matic neni komutativni: A - B # B - A. Vysledné matice maji i
rizné rozmery.

Vlastnosti operaci s maticemi shrneme v néasledujici véteé:

Véta 2.17. Vlastnosti maticovych operaci. Pokud typy matic operaci umoznuji, operace
s¢itani, nasobeni, skaldrniho nasobku matic spliiuje asociativni zakon:

(A+B)+C=A+(B+0C), (A-B)-C=A.-(B-C), (c-d)-A=c-(d-A).
Operace s¢itani matic i skaldrni ndsobku jsou komutativni (ndsobeni matic komutativni neni):
A+B=B+A, c-A=A-c, [A-B#B-A].
Operace s¢itani je s obéma operacemi nasobeni spojena distributivnimi zakony:
A-B+C)=A-B+A-C (A+B)-C=A-C+B-C

c-(A+B)=c-A+c-B (c+d)-A=c-A+d-A

Jednotkova matice E se chova jako jednicka a nulova matice jako nula:

A-E=E-A=A, A-0=0-A=0.
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Pro transponovan{ sou¢tu a nasobku matic plati (A +B)T = AT+ BT a (c- A)T =c- AT,

Pozor, pii transponovani{ souc¢inu se méni potradi transponovanych matic (A-B)T = BT-AT.

2B. HODNOST MATICE

Velmi dulezitou vlastnosti matice je jeji hodnost. Je to pocet nezavislych fadki nebo sloupc.
Nejprve si ujasnéme pojem nezavislosti.

Nezavislost radku

Uvazujme matici ¢isel z mnoziny ,skalaru“ X, obvykle je to mnozina realnych ¢isel X = R.
Radky matice jsou vektory stejné délky, které muzeme nasobit ¢islem a scitat po slozkach jako
matice typu 1 X n:

. U .
Definice 2.18. Bud A = (a;;) matice typu m x n s prvky a;; € X.
Matice A se sklddd z m fadku ry,re, ..., 1, délky n: r; = (a;1, G, - - ., Q).
Pro ¢i,c9,..., ¢y € X linearni kombinaci fadku nazveme vektor
1Ty +02r2 JFoec +Cmrm = (Clall G oec +Cmam1a acla1n+ +Cma'mn)-
Pokud fadek r; muzeme vyjadrit jako linearni kombinaci radku ro, ..., r,,, tj. existuji ¢isla
Coy...,Cp, 7€ T1 = CoT'y + + + + + Iy, Tekneme, ze Fadek ry je zavisly na radcich ro, ..., r,,.

Piiklady 2.19. Radek r; = (—4,4,5,1) je zavisly na fadcich ry = (1,3,2,4), r5 = (2,0,1,2),
ry = (0,—2,4,—1), protoze existuji ¢isla ¢y = 2, ¢ = =3, ¢4, = 1, ze r; = 2ry — 3r3 + ry.

Déle tekneme, ze tadky ry,ro,...,r,, jsou linearné zavislé, pokud alespon jeden z nich
je zavisly na ostatnich fadcich, tj. lze ho vyjadrit jako linedrni kombinace ostatnich tadku.
Pokud zadny z nich neni zavisly na ostatnich, fekneme, ze fadky jsou linearné nezavislé.
Matematicky to zapisujeme implikaci:

Definice 2.20. Rédky ry,rs,...,1,, matice A nazveme linedrné nezivislé, pokud jedind
jejich linedrni kombinace, ktera dava nulovy vektor 0 = (0, ...,0), je kombinace nulové, tj.
clr1+02r2+---—|—cmrm:0 — 01262:"':Cm:0.

Poznamky 2.21. Presvédcme se, ze implikace definuje nezavislé radky. Kdyby alespon jedno
z ¢; bylo nenulové, naptiklad ¢; # 0, potom z rovnosti ¢1ry + cors + -+ - + ¢y = 0 plyne

r; = ——(colg + - + Cul'm),
C1
tj. fadek ry je vyjadien jako linedrni kombinace tadku rs,...,r, a je tedy na nich zavisly.
Jestlize jsou vzdy vSechny c¢; = 0, potom tadky r; jsou nezavislé.

Jak zjistime pocet nezavislych radku? Vypustime vsechny nulové fadky. Pokud v matici
najdeme tadek, ktery je zavisly na ostatnich, radek vytradime. Pokud ve zbyvajicich fadcich
najdeme dalsi zavisly fadek, také ho odstranime. Takto postupujeme, az zustanou jenom radky
linearné nezavislé, které urcuji hodnost matice:
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Definice 2.22. Hodnost matice A je pocet jejich linearné nezavislych radku. Znacime ji
h(A). Presnéji, h(A) = p pokud v matici existuje p nezavislych radku, pricemz piipadné
ostatni radky jsou na nich zavislé.

Hodnost nulové matice polozime h(0) = 0.

Poznamky 2.23.

(a) Nulovy téadek je vzdy zavisly. Pokud jsou v matici dva stejné tadky, jsou zavislé, druhy
je zavisly na prvnim, také naopak. Jeden z nich muzeme vypustit.

(b) Hodnost matice je pocet nezavislych fadku, proto hodnost matice A typu m x n je vzdy
mensi nebo rovna poctu radku, tj. h(A) < m.

(¢) Radky jednotkové matice jsou nezavislé, proto jeji hodnost je rovna poctu jejich
radku. Skutecéné, zadny radek matice nelze vyjadrit pomoci ostatnich, protoze i-ty radek
ma na i-tém misté jednicku a ostatni fadky tam maji nuly a jednicku nelze vyjadrit jako
kombinaci nul.

Hodnost matice se snadno ur¢uje u tzv. schodovité matice:

Definice 2.24. Matici A nazveme schodovitou nebo stupnovitou, pokud kazdy dalsi ne-
nulovy tadek ,zac¢ina vice nulami“ nez radek predchozi.

Priklad. Naptiklad matice typu 5 x 7

201350 2
01206 21
A=]1000024T7
000O0O0O0S5
000O0O0O0©O0

je schodovita, ma postupné ,schody* sitky 1, 3 a 2, posledni fadek je nulovy. Ma proto ctyii
nezavislé radky, jeji hodnost je proto h(A) = 4.

Jak urcit hodnost matice v praxi? Zjistovat nezavislost fddku neni véc snadnd. Dobfe se to
viak zjistuje u schodovité matice. Kazdy nenulovy fddek je nezavisly na fddcich ndsledujicich.
Skutecné, je-li a;; jeho prvni nenulové slozka v j-tém fadku, vSechny dalsi fadky maji na j-tém
misté nulu, a proto zaddnou jejich linedrni kombinaci na j-tém misté a;; nedostaneme. Proto
hodnost schodovité matice je pocet jejich nenulovych radki.

Pro zjisténi hodnosti matice matici ,,upravime® na schodovity tvar. Pouzijeme ovSem jenom
ty dpravy, které neméni pocet nezavislych radku a tim i hodnost matice:

Veéta 2.25. Nasledujici tzv. elementarni fadkové tpravy neméni hodnost matice A:

(a
(b
(c
(d

zménime poradi radku,
Adek vynasobime nenulovym c¢islem,

T
k radku pricteme nasobek jiného fadku nebo linedrni kombinaci jinych radku,

)
)
)
) v

ypustime nulovy radek.
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Poznamky 2.26.

Uved'me myslenku dukazu predchozi véty. Pfi Zddné manipulaci s faddky (pfiddni nenulového
fadku neni dovoleno) se nemuze pocet nezavislych radku zvysit, nevhodnou ipravou muzeme
nezavisly fadek ztratit. Pokud po dané tupraveé radku matice existuje uprava, kterou dostaneme
matici puvodni, hodnost matice se neméni. Projdéme jednotlivé upravy:

Pii zméné poradi radku neni problém opacnou zménou poradi dostat puvodni matici. Pti
nasobeni fddku nenulovym ¢islem ¢ stacéi tddek vyndsobit ¢islem 1/c¢. Jestlize k tddku pricteme
linearni kombinace jinych fadku, ode¢tenim stejné kombinace dostaneme puvodni matici. Pod-
statné vsak je, ze pricitana kombinace neobsahuje puvodni radek. A vypusténi nulového
fadku nemeéni pocet nezavislych radku.

Veéta 2.27. Kazdou matici lze koneénym poctem elementarnich fddkovych uprav prevést na
schodovity tvar.

Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poctu jejich nenulovych radkii.

Tvrzeni dokazeme, kdyz nacrtneme postup, kterym z libovolné matice A = (a;;) dostaneme
matici schodovitou.

Necht v prvnim sloupci matice jsou nenulové prvky, v opaéném pifpadé piejdeme k prvnimu
dalsimu sloupci, ve kterém je alespon jeden nenulovy prvek. Pokud ndhodou a;; = 0, najdeme
-ty tadek s a;; # 0 a presuneme ho pred prvni radek. Ziskdme tim matici s aq; # 0, tomuto
prvku se tika klicovy prvk nebo také pivot. Nyni ke kazdému dalsimu k-tému tadku, pro
ktery ma ay; # 0, pricteme —ag; /ajp-ndsobek prvniho fadku. Tim ziskdme matici, kterd ma v
prvnim sloupci nuly kromé prvniho nenulového prvku.

Piejdeme ke druhému sloupci, prvni tadek uz dale nebudeme meénit. Pokud ags # 0 vybe-
reme ho za klicovy prvek. Opét, kdyby ass = 0, najdeme dalsi i—ty fadek s a;5 # 0 a presuneme
ho mezi prvni a druhy fadek. Kdyby vSechny a;o = 0, ¢ > 2, pfejdeme ke tietimu sloupci. Opét k
nésledujicim radkam s age # 0 pricteme —ago/aze-ndsobek druhého radku. Tim ziskdme matici,
ktera ma ve druhém sloupci nuly kromé prvnich dvou radku.

Takto postupujeme az k poslednimu sloupci. Pritom kazdy dalsi fadek zacind vice nulami,
pokud to uz neni fadek nulovy. Timto zpusobem jsme ziskali schodovitou matici.

Uvedeny postup se nazyva Gaussova eliminace. Pokud pfi eliminaci ,nulujeme® nejen
prvky pod klicovym prvkem, ale i nad klicovym prvkem, mluvime o Jordanové eliminaci.

1 -1 2
Priklad 2.28. Urcéete hodnost matice A = 7 —6 5
0 1 2

RESENI: Matici prevedeme elementarnimi fadkovymi tpravami do schodovitého tvaru.

1 -1 2 1 -1 2 1 -1 2
7 -6 5 |/-7T-r1y ~| 0 1 =9 ~1 0 1 -9 = h(A) = 3.
0 1 2 0 1 2 /—r2 0 0 11
1 3 -5 -1
Priklad 2.29. Urcete hodnost matice B = 2 6 3 8
-2 —6 10 2
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RESENT: Matici prevedeme elementdrnimi fadkovymi dpravami do schodovitého tvaru.

1 3 -5 -1 13 -5 —1
2 6 3 8| /-21r ~ 00 13 10 | = h(B) =2
—2 =6 10 2/) /+1-1 00 0 0

Sloupcové tupravy

Transponovanim matice se nezavislé radky méni na nezavislé sloupce. Lze dokézat, ze hodnost
matice se transponovanim nemeéni. V dusledku toho hodnost matice je rovna i poctu nezavislych
sloupcu, které lze upravovat pomoci sloupcovych tprav analogickych upravam radkovym:

Véta 2.30. Bud A matice typu m x n.

Potom pocet nezavislych faddki je roven poctu nezdvislych sloupcii a plati h(AT) = h(A).
Hodnost matice A se rovna poctu nezavislych sloupcu.
Hodnost matice je mensi nebo rovna minimu poctu fadku a sloupcu: h(A) < min(m,n).

Nésledujici tzv. elementarni sloupcové tpravy neméni hodnost matice:

(a) zmeénime poradi sloupcu,
(b

(c
(d

sloupec vynasobime nenulovym ¢islem,
ke sloupci pri¢teme linearni kombinaci libovolnych jinych sloupcu,

vypustime nulovy sloupec.

~— ot N

2C. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

Soustavy linearnich rovnic — zkrdacené SLR, se kterymi jste se setkali jiz na stfedni skole, maji
velky vyznam v technické praxi, protoze fada inzenyrskych situaci vede na feseni SLR. Soustavy
lze vyhodné zapsat a zkoumat pomoci matic. Prvni otazkou, kterou se budeme zabyvat, je zda
dand soustava TeSeni mé, pripadné, kolik téchto feseni je. Ukdzeme si také praktickou metodu,
kterou lze SLR Tesit.

Definice 2.31. Necht a;;,b; jsou redlnd ¢isla a z; nezndmé. Potom zdpis

a1r; + Q%2 + -+ A1 T, = bl
a11 + QpZy + -+ + AT, = b2
i ) . (2.1)
Ap1T1 + Gp2Tzs + 0+ ATy = bm
se nazyva soustava m linearnich rovnic o n neznamych x,,..., z,.

Cislo a;; se nazyva koeficient v i-té rovnici u j-té neznamé.

Cislo b; se nazyva prava strana nebo absolutni ¢len ¢-té rovnice.
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Maticovy zapis soustavy rovnic

Uvedenou soustavu lze zapsat pomoci matic a vektoru. Podivame-li se na definici nasobeni
matic, zjistime, ze prvni rovnici lze zapsat jako souc¢in Fadkového vektoru (ajq,aia, ..., a,)
a sloupcového vektoru (z1,xs,...,2,) — podle definice ndsobeni matic, ktery se rovna pravé
strané b;. Stejnym zpusobem muzeme piepsat i ostatni rovnice. Protoze vSechny vektory jsou
stejné délky, souciny maji stejny tvar a sloupcovy vektor je vzdy stejny, soustavu rovnic (2.1)
lze zapsat ve tvaru

@113 Q2 -+ Qin T by
Q21 Q22 - QA2p X2 by

: = (2.2)
Am1 Am2 - Amn Tn bm

Definice 2.32. Koeficienty a;; uvedené soustavy rovnic tvoif matici A typu m X n zvanou
matici soustavy.

Koeficienty b; tvoii sloupcovy vektor pravych stran b typu mx1 a nezndmé x; sloupcovy
vektor neznamych x typu n x 1:

a;iy a2 - Qp by T
ag1 A22 -+  A2p by X2
Am1 Qm2 - Amn bm T,

Soustavu linearnich rovnic (2.1) tak lze zapsat v maticovém tvaru A -x =b.

Rozsifenou matici soustavy nazyvame matici A rozsifenou o vektor b oddéleny od
matice A svislou carou:

ap a0 a | b
a1 Qg - Qg | b
Alb = ] ] ) ) (2.4)
Am1 Am2 - Amnp bm
Poznamka 2.33. V piikladu maji nezndmé jména (z1,xs, ..., x,). V praxi véak se nezndmé

mohou ,jmenovat“ jinak: napiiklad (z,vy, z), nebo (s,t,u,v,w) nebo (a,b,c,d) a pod.

Poznamky 2.34. (Rovnost a rovnice) Vyjasnéme si jesté tyto pojmy: Rovnost, napiiklad
243 =59 =23, cos(r) = 1, je vyrok, ktery plati nebo neplati. Casto se zapisuje ve tvaru
vyrokové formy s proménnymi, pficemz se kvantifikatory vynechavaji, predpoklada se, ze vyrok
plati pro vSechny piipustné hodnoty.

Jsou to napiiklad tzv. vzorce naptiklad a? —b* = (a—b)(a+Db), které plati pro kazdé a,b € R,
nebo vzorec log(z y) = log(z) + log(y), ktery plati pro kazda kladnd redlnd ¢isla =,y € R™.

Naproti tomu rovnice neni vyrok. Napiiklad o kvadratické rovnici 2 4+ 22 — 15 = 0 nem4
smysl uvazovat, zda je pravdivd nebo nepravdiva. Je to vyrokova forma a predstavuje tikol
najit vSechna ,.feseni®, tj. hodnoty proménné x, pro které se z vyrokové formy stava pravdivy
vyrok. Tyto hodnoty se nazyvaji feseni, v nasem piipadé jsou to dvé cisla 3 a —5.
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Rovnice se tedy sklada s vyrokové formy s proménnymi a mnozinou, ve které mame hledat
feseni. U kvadratické rovnice a 2?4 bx+c = 0 to mohou byt redlna ¢isla R nebo komplexni &fsla
C a nasim tkolem je vzdy najit mnozinu vSech feseni. Pouzivame ptitom dpravy, pii kterych
se mnozina reSeni nemeéni.

Jesté upresnéme pojem feseni soustavy linearnich rovnic:

Definice 2.35. (ReSeni soustavy linedrnich rovnic) Uvazujme soustavu rovnic (2.1).

Sloupcovy vektor x = (21,29, ...,2,)" nazveme FeSenim soustavy (2.1), pokud po do-
sazeni hodnot x1,zs,..., 2, do rovnic (2.1) za proménné xi, zs,...,x, dostaneme ve vSech
rovnicich (2.1) rovnosti. MnoZina vSech fesenf je proto podmnozina mnoziny R"*! v§ech sloup-
covych vektoru x spliujicich (2.1).

ReSeni soustav linearnich rovnic

Jak se tesi SLR? Pomoci ekvivalentnich tprav, pii kterych se mnozina feseni (sloupcovych
vektoru x) neméni, soustavu rovnic upravime na tvar s rovnicemi typu x; = b}, z kterych lze
zjistit hodnoty TeSeni.

Které upravy jsou ekvivalentni? Rovnici lze nésobit ¢islem a k rovnici lze pric¢ist nasobky
jinych rovnic. Podivame-li se na odpovidajici rozsitenou soustavu rovnic, vidime, ze

(a) zmeéné poradi rovnic odpovidd zména poradi fadku rozsitené matice,

(b) nésobeni rovnice nenulovym ¢islem odpovida nasobeni fadku rozsitené matice ¢islem,

(c) pficteni ndsobku rovnice k jiné rovnici odpovida pticteni nasobku fadku rozsitené matice
k jinému radku,

(d) rovnici se samymi nulami lze vynechat stejné jako lze vynechat nulovy rédek.

Ekvivalentnim upravam soustavy rovnic tak odpovidaji elementarni radkové upravy matic,
které jsme vyuzili pii zjistovani hodnosti matic. Vysledky shrneme v ndsledujici vété:

Véta 2.36. Soustavu Ax = b tj. soustavu m linearnich rovnic o n neznamych lze vzajemné
jednoznac¢né reprezentovat rozsirenou matici A|b.

Ekvivalentnim upravam SLR vzajemné jednoznacné odpovidaji elementarni fadkové upravy
rozsitené matice.

Kazdou SLR lze tadkovymi ipravami prevést na soustavu se schodovitou rozsitenou matici.

Podle tvaru rozsitené matice ve schodovitém tvaru muzeme uz zjistit zda soustava ma reseni.
Pokud posledni nenulovy fadek mé tvar (0,0,...,0[b), kde b # 0, tddek reprezentuje rovnici
Oz + -+ + 0z, = b, kterou nemuze splnit zaddna n-tice ¢isel (xq,...,z,). Z predpokladu, ze
soustava ma feSeni, jsme dosli ke sporu, soustava proto zadné feseni nema. Protoze rozsitena
matice mé o jeden nenulovy Fadek vic nez matice soustavy, hodnost soustavy h(A) je mensi,
nez hodnost rozsitené matice h(A|b).

V opacném piipadé, tj. kdyz h(A) = h(A|b), soustava feseni md. Pokud je nezavislych
rovnic stejné jako neznamych, schodovita matice A ma vsSechny ,schody* sitky jedna.

Posledni (nenulovy) fadek ma tvar af, z, = b}, odkud diky a!, # 0 muzeme spocitat
T, =bp/al,.

10
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*

n_1nTn = by_; pribyla jedna neznama z,,_;. Protoze
# 0, je jednozna¢né urcena hodnota nezname x,,_;.

V predposledni rovnici a;,_y,,_ Tp-1+a
hodnotu z, uz zndme a ay_,,

Protoze kazdy ,schod® schodovité matice ma sitku 1, je vzdy dalsi neznamé urcéena jedno-
znacné. V tomto pripadé tedy soustava ma praveé jedno resSeni.

V piipadé, ze ,schod“ matice A ma sitku 2, v rovnici ptibyly dvé neznamé. Jedné neznamé
muzeme piifadit libovolnou hodnotu, tzv. parametr, druhd nezndma4 je urcena rovnici. Resen{
bude obsahovat parametr. Pro libovolnou hodnotu parametru dostavame teseni. Proto soustava

bude mit nekoneéné mnoho teseni. Pti ,schodu* sitky k feseni pribude k£ — 1 parametru.

Poznamky 2.37. Popsand metoda se nazyva Gaussova eliminace. Pokud pfi upravé ,nu-
lujeme® nejen prvky pod klicovym prvkem, ale i nad nim, mluvime o Jordanové eliminaci.

Dospéli jsme tak k velmi dulezité véte, kterda vypovida o feSeni soustavy linedrnich rovnic
pomoci hodnosti matic soustavy, aniz bychom pocitali jejich feseni:

Véta 2.38. (Frobeniova) Uvazujme soustavu m linedrnich rovnic (2.1) o n neznamych
zapsanou v maticovém tvaru A - x = b s matici soustavy A a rozsitenou matici A|b. Potom:

(a) Jestlize h(A) < h(A|b), soustava nema feSeni.
(b) Jestlize h(A) = h(A|b) = n, soustava ma praveé jedno feseni.

(c) Jestlize h(A) = h(A|b) < n, soustava ma pravé nekone¢né mnoho feseni, které
vSechny lze zapsat pomoci n — h(A) parametru.

Poznamky 2.39.
(a) Frobeniova véta je jednoduchym kritériem fesitelnosti soustav linearnich rovnic. V piipade,
kdy teseni je nekonecné mnoho, ¢asto vSechna feseni lze zapsat ruznymi zpusoby.

(b) Uveédomme si, ze muze nastat prave jeden z téchto ti{ pripadu:
(i) soustava neméd zadné feseni (tzn. je nefesitelnd),
(ii) soustava ma jediné feseni,
(iii) soustava ma nekonetné mnoho feseni.

(c) Uprava rozsffené matice na schodovity tvar se nazyvd piimy chod Gaussovy eliminace.

Vypocet neznamych z vysledné schodovité matice se pak nazyvéa zpétny chod Gaussovy
eliminace, viz ptiklad 2.40 nize.

Priklady
Pii odvozovéani predchozi véty jsme ukazali, jak lze danou rozsifenou matici pfevést na ma-

tici schodovitou. Ilustrujme Gaussovu metodu feseni soustavy linearnich rovnic na nékolika
typickych piikladech:

Piiklad 2.40. Reste soustavu linedrnich rovnic

1 + 29 — w13 + 1wy = 1
—21‘1 — 3272 + 21‘3 — 31’4 —

Ty + X3 — 23 + 2x4 = —1

To + 2z4 = 3

11
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RESEN{: Napieme rozsifenou matici soustavy a pomoci elementarnich fadkovych tprav ji
prevedeme na schodovity tvar. Pokud je jeden tadek nasobkem druhého, jeden z nich vypustime.

1 2 -1 1| 1 1 2 -1 1
-2 -3 2 =3| 2 |/+2n 0 0 —1| 4
1 1 -1 2(-1 /=y |0 -1 0 1|=2|/4r ~
o 1 0 2| 3 0 1 0 2| 3/)/—r
12 -1 1] 1 12 -1 1] 1
01 0 —1] 4 01 0 —1| 4

“loo o o 27100 0 3|-1
00 0 3|-1 00 0 0] 2

Dané soustava nemd FeSeni, nebot v poslednim iadku jsou vsechny koeficienty u nezndmgych
nulové, kdezto absolutni ¢len neni nula. Hodnost matice soustavy je jenom 3, ale hodnost
rozsitené matice je 4.

Piiklad 2.41. Reste soustavu linedrnich rovnic
r1 — 232'2 + I3 = —1
T + I3 = 1
21‘1 — 5.172 ol 41153 = 0
2[1)1 - 31’2 = —4
RESENI:
1 -2 1]-1 1 -2 1]-1
1 01 1 |/—n 0o 2 0| 2
2 =5 4| 0 |/—2r, 0 -1 2| 2 |[/+3r
2 =3 0|—4 /) /-2, 0 1 —=2|-2)/—3r
O e 1 -2 1|-1
0o 2 0| 2
00 213 0O 0 2| 3
0O 0 —2|-3
Posledni tadek dava rovnici 2x3 = 3, odkud z3 = % Ptredposledni fadek dava pfimo zo = 1.
A konecné prvni rfadek dava rovnici ;1 = —1 + 2x9 — x3. Po dosazeni za x5 a x3 dostaneme
T = —%. Dana soustava mé tedy jediné reseni: (—%, 1, %)
Piiklad 2.42. Reste soustavu linedrnich rovnic
xrT — 2[E2 + T3 + x4 = 2
rT — 2172 — T3 + T4 = —2
T1 — 229 4+ 33 + x4 = 6
RESENI:



2. Linearni algebra 2C. Soustavy linedrnich rovnic

Dostali jsme soustavu 2 (nezavislych) rovnic pro 4 neznamé. Rozdil 4 — 2 = 2 déva dvé volné
neznamé, které budou parametry. Muze to byt jedna z neznamych x; nebo z5 a neznama x4,
nikoliv vSak neznama x3, protoze asy = 0, a proto x3 je jednoznacné urcena rovnici 2x3 = 4.
Zvolime-li za ,volné“ neznamé xo, x4, pak lehce dopocitame x3 = 2, 1 = 229 — 4.

Polozime-li o = t, x4 = s, pak dana soustava ma nekonecné mnoho fesSeni, ktera lze zapsat
ve tvaru (2t — s,t,2,s), kde t, s jsou parametry, tj. libovolné ¢isla.

Poznamky 2.43. Ma-li soustava linearnich rovnic nekonec¢né mnoho reseni, pak ze schodo-

vitého tvaru rozsifené matice plyne, kolik soustava bude mit volnych neznamych, tj. pomoci

kolika parametru lze vyjadrit obecné feseni. Neni vSak urceno, které neznamé mame zvolit za

parametry. Pii ,schodu® sitky 2 ze dvojice neznamych muzeme zvolit kteroukoliv. Vyjadireni

obecného teseni proto neni jednoznacné, zalezi na tom, které neznamé zvolime za parametry.
Pro vyjadtreni obecného teseni doporucujeme nasledujici postup:

(a) Napiseme systém rovnic odpovidajici vysledné schodovité matici.

(b) Na levé strané ponechdme takovych h(A) neznamych, aby matice sestavené z koefici-
entt u téchto nezndmych meéla nenulovy determinant. Ostatnich (n — h(A) nezndmych
prevedeme na pravou stranu: toto budou ,volné“ neznamé, tj. libovolné realné parametry.

(¢) Neznamé stojici vlevo pak vypocteme zpétnym chodem Gaussovy eliminace nebo Crame-
rovym pravidlem, viz Véta 2.63.

Nahradime-li ddle parametr ¢ € R parametrem ¢ + ¢ nebo b -t + ¢, kde b # 0, dostaneme
jiné vyjadreni neznamych, mnozina feseni se vSak nezmeéni.

Homogenni soustavy linearnich rovnic

Specialnim piipadem soustav linearnich rovnic jsou soustavy s nulami na pravé strané:

Definice 2.44. Nechf a;; jsou redlnd cisla. Pak soustava

a1 ry + aipre + - + Aip Ty — 0
211 + QAT + -+ + A, T, = 0

(2.5)
A1 Z1 + Om2T2 + ¢ + GmaTp = 0

se nazyva homogenni soustava m linearnich rovnic o n neznamych.

Protoze rozsirend matice soustavy (2.5), vznikla z matice A pfidénim sloupce samych nul,
je ziejmé h(A) = h(A|b), a tedy podle Frobeniovy véty soustava mé vzdy FeSent:

Véta 2.45. Kazdd homogenni soustava linedrnich rovnic (2.5) m4 alespon jedno feseni. Je
jim vzdy nulové feseni x = 0 = (0,0, ...,0)T.

Homogenni soustava linedrnich rovnic (2.5) m4 bud jediné nulové feSeni, nebo nekonecné
mnoho feseni které lze zapsat s jednim nebo vice parametry. Pocet parametru je n — h(A).

Piiklad 2.46. Reste homogenni soustavu linedrnich rovnic

Ty + 21’2 + x3 + Ty = 0
o — I3 —+ Ty =
1 + 324 + 2x4 = 0.

S
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RESENT:
1 2 1 1|0 1 2 1 1|0
01 -1 110 NOl_llON((l]f—iig)'
13 020)/)/-n 01 -1 10

Dana soustava mé nekonecné mnoho feseni. Polozime-li 3 =t a x4 = s, potom vSechna
feseni lze zapsat ve tvaru (=3t + s,t — s,t,s), kde t, s jsou libovolna redlnd ¢isla.

2D . DETERMINANTY

Ctvercové matice s ,rovnymi“ svislymi zévorkami, jaké uzivdme pro absolutni hodnotu, nazy-
vame determinanty. Je to vlastné funkce, ktera ¢tvercové matici priradi skaldr, napf. realné
¢islo. Determinanty byly dokonce pouzivany difve nez matice v Ciné ve 3. stoletf pt. n.l. k fesen{
soustav linearnich rovnic. Eliminaci lze zjistit, ze soustava dvou linearnich rovnic Ax = b, t;j.

a1 T + ajp Ty = by,
a91 T1 + G99 To = bo

ma Teseni, praveé kdyz koeficienty druhé rovnice nejsou nésobky druhé rovnice, tj. ai; : a9 #
a1s : a9, odkud plyne aqy ase — a2 asy # 0. Tato kombinace se nazyva determinant. I jednotliva
fesen{ lze vyjadiit pomoci determinanti, jak si ukdzeme pozdéji. Reeni soustavy tif linedrnich
rovnic vede na podobné vyrazy — determinanty matic typu 3 x 3. Této metodé feSeni SLR se
iika Cramerovo pravidlo. Budeme se jim zabyvat pozdéji.

Obecna definice determinantu z matice libovolné velikosti n neni jednoducha. Nez k ni
pristoupime, ukazeme si, jak se poc¢itaji determinanty druhého a tretiho stupné.

Definice 2.47. Determinant ze ¢tvercové matice A zapisujeme |A| nebo det(A) nebo det A.

Determinanty stupné 1, 2,3 pocitame podle vzorcu:
n=1 Determinant matice A = (aq1) je ¢islo a1, tedy det(A) = ay; .
n=2 Determinant z matice 2 x 2 poc¢itame pomoci tzv. kiizového pravidla

11 Qa2
G21 Q22

det(A) =

= Q11G22 — A12G2].

n=3 Determinant z matice 3 x 3 poc¢itdme pomoci tzv. Sarrusova pravidla

ailz a2 Aas
det(A) = | Q21 Q92 Q23 | =
az1 azz 33

= Q11 Q22 G33 + Q12 Q23 31 + Q13 Q21 G32 — (G13 A2a G31 + Q12 A2) G33 + G11 Q23 G32) -

Poznamky 2.48.

(a) V pripadé n = 2 je determinant podle kiizového pravidla roven sou¢inu prvku na hlavni
diagondle ,\/“ minus souc¢in prvku na vedlejsi diagonale ,, /.

14
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(b) V pripadé n = 3 determinant pocitame podle pravidla pojmenovaného podle francouz-
ského matematika P. F. Sarruse (1798-1858). Vypocet se dobfe pamatuje, kdyz pod matici
s tadky ry,ro, r3 pripiSeme jesté prvni dva tadky ry,rs. Nejdiiv secteme souciny prvku
na trech hlavnich cervenych , diagonaldch a potom odecteme soucet soucinu na tirech
vedlejsich modrych  diagonalach. Stejny vysledek dostaneme, kdyz matici se sloupci
S1, S9, 83 rozsitime o dva prvni sloupce s, s a s¢itdme souciny prvku na diagonélach jako
v ptedchozim piipadeé:

11 Ai2 13 | A11 Q12
Q21 Qg2 G23 | A21 (22
31 Aaz2 33 | aAz1 G432

Q21 Q22 Q23
31 a3z 0As3
a11 G2 Qi3
G21 G2 (23

ai; Qa2 Qi3

(c) Pozor, v piipadé n = 4 nelze uzit pravidlo ,analogické” Sarrusovu pravidlu, dostali
bychom chybny vysledek, protoze ,diagonaly* hlavni i vedlejsi jsou jenom ¢tyfti a s¢itancu
vSak ma byt 24.

Matematicka definice determinantu stupné n

Definice je zalozena na pojmu permutace, tj. ,poradi“ ¢isel {1,2,...,n}:
Definice 2.49. Bud n piirozené ¢islo. Permutaci (poradim) p = (py, pa, . .., ps) hazveme
usporadanou n-tici ¢isel p; € N,, = {1,2,...,n}, pricemz kazdé ¢islo se v permutaci p vysky-

tuje pravé jednou. Je to tedy bijekce N,, na sebe. Mnozinu vSech permutaci n ¢isel oznac¢ime
symbolem P(n):

Pn)={p:N, = N, , p— vzijemné jednoznacné}.
Z kombinatoriky je zndmo, ze mnozina P(n) ma |[P(n)|=n!=n-(n—1)---2-1 permutaci.
Inverzi v permutaci p = (p1,pa, ..., pn) rozumime dvojici (p;, p;j), pro kterou plati i < j a

pi > p;. Pokud je pocet inverzi v permutaci sudy, mluvime o sudé permutaci, pokud je lichy,
mluvime o liché permutaci.

Znaménko permutace je sgn(p) = (—1)Petet inverzi 5 gon(p) = 1 pro sudé permutace
a sgn(p) := —1 pro permutace liché.

Piiklady 2.50. Permutace (1,2,3,4,5) je permutace suda a sgn(p) = 1, protoze nema zadnou
inverzi. Naproti tomu permutace (1,4, 3,2,5) je lichd, protoze obsahuje 3 inverze: (4, 3), (4,2),
(3,2), a proto sgn(p) = —1.

Poznamka 2.51. Misto poctu inverzi muzeme k zjisténi znaménka permutace pouzit pocet
vymeén dvou ¢lenu permutace, pomoci které vedou k identické permutaci. Naptiklad u permu-
tace (1,4,3,2,5) stacéi jedind vymeéna 4 s 2, kterd vede na identickou permutaci (1,2,3,4,5),
permutace je proto licha.

Nyni muzeme pristoupit k definici determinantu libovolného stupné:

Definice 2.52. Determinant ctvercové matice A = (a;;) typu (n,n) je roven souctu

det(A) = Z sgn(p) - Aip, * Qap, ** * Anp,,- (2.6)

PEP(n)
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Poznamky 2.53. Definice dava stejné hodnoty pro n < 3. Skute¢né, pro n = 2 jsou jen

dvé permutace: suda (1,2) a lichd (2, 1), proto det(A) = ‘ L Z sgn(p)aip, Gop, =
Q21 (22 peP(2)
= sgn(1, 2)a1a2 +sgn(2, 1)ai2a01 = a11a22 — A12091.
Pro n =3 v P(3) mame 6 permutaci: t¥i sudé (1,2,3), (2,3,1), (3,1,2) a tii liché (1, 3, 2),
(2,1,3), (3,2,1), a tudiz 6 s¢itancu. Snadno lze ovérit, ze dostdvame Sarrusovo pravidlo.
Pro n = 4 uz mame soucet 4! = 24 soucinu 4 ¢isel, n = 5 dava soucet 5! = 120 soucinu 5 ¢isel.
Se zvétsujicim n pocet ¢lenu rychle nartsta: pro n = 10 je to soucet P(n) = 3628800 soucinu
10 é&isel. Proto hledejme vhodnéjsi metodu pro vypocet determinantu z ,,velkych“ matic.
Determinant lze také pocitat pomoci rozvoje determinantu podle zvoleného tédku (nebo
sloupce), pricemz determinant stupné n se prevede na soucet n subdeterminantu stupné n — 1.

Definice 2.54. Bud A é&tvercovd matice stupné n. Matici, kterd vznikne z matice A
vynechanim ¢-tého fadku a j-tého sloupce ozna¢ime A,;;. Determinant det(A;;) nazveme
subdeterminant nebo téz minor determinantu puvodni matice A.

Véta 2.55. Laplaceova véta. Determinant stupné n > 2 lze rozepsat pomoci rozvoje
podle i-tého radku na soucet n subdeterminantu stupné n — 1:

n

det(A) =) “(—1)"** ay det(Ag) = (—1)" ay det(Ai) + -+ (—1)"ay, det(Ay,), (2.7)

k=1

nebo pomoci rozvoje podle j-tého sloupce opét na soucet n subdeterminantu stupné n— 1

n

det(A) = (=1)" ay; det(Ay) = (—1)"Vay; det(Ayy) +- -+ (=1)"ay; det(A,;). (2.8)

Idea dikazu. Odvodime vzorec pro rozvoj podle 1-tého sloupce. Mnozinu vSech permutaci
P(n) rozdélime na n skupin permutaci. Prvni skupinu tvoii permutace s p; = 1. Vynechdme-li
z téchto permutaci prvni slozku p; = 1, dostaneme mnozinu (n — 1)! permutaci na mnoziné
(2,3,...,n), kterou ozna¢me P/(n—1). V souctu (2.6) kazdy s¢itanec této skupiny zac¢ina ¢islem
ay1. Znaménko permutace (1, p2, ps, ..., pn) je stejné jako znaménko permutace (pa, ps, ..., Pn).
Soucet clenu s témito permutacemi je

Z sgn(p) « A1p, * Azpy ** * Anp,, = (11 Z Sg(P’) - Gopy *+* * Gy, = ar1 det(Aqy).
pEP(n),p1=1 p’€P[(n—1)
Dostavame tak prvni ¢len rozvoje (2.8) s j=1ak = 1.

Druhy ¢len s j =1 a k = 2 dostaneme z druhé skupiny permutaci s p; = 2, zméni se vSak

znaménko permutace: sgn(2,ps, ps, ..., Pn) = —sgn(p2, ps,...,pn). TTeti clen je zase kladny.
Takto postupujeme dale s p; = 3,...,n.

Piiklad 2.56. Rozviite nasledujici determinant (a) podle druhého fadku a (b) podle tietiho
sloupce:

I G NS
— N =W
S W Ot N
=~ = W o
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2. Linedrni algebra 2D. Determinanty

RESENI: (a) Rozvoj podle druhého fadku déva:
; i ; g 3 2 6 1 2 6 1 3 6 1 3 2
5 9.3 1|° -2-12 3 1|4+1-{5 3 1|-5-|5 2 1|+3-|5 2 3
41 0 4 1 0 4 4 0 4 4 1 4 4 1 0

(b) Rozvoj podle tfetiho sloupce je vyhodny, protoze diky as3 = 0 posledni ¢len vypadne:

;i’ig 9 1 3 13 6 13 6 13 6
) o o|=2[521|-5/521|+3]213|-0/21 3
N 41 4 41 4 41 4 5 2 1

Poznamky 2.57.

(a) Pomoci rozvoje determinantu stupné 4 jsme dostali soucet Ctyl determinantu tretiho
stupné, které lze poc¢itat pomoci Sarrusova pravidla, nebo kazdy znovu rozvést na soucet 3
determinantt druhého stupné. V obou piipadech po dopocitani determinant vyjde stejné.

(b) Timto zpusobem lze postupné kazdy determinant stupné n prevést na soucet n subde-
terminantu stupné n — 1, kazdy z nich na n — 1 (tj. celkem n(n — 1)) subdeterminantu
stupné n — 2, az se dostaneme na n - (n — 1) - - -4 subdeterminantt tfetiho stupné, které
lze pocitat pomoci Sarrusova pravidla jako soucet 6 ¢lenu. Celkem tedy scitame n! ¢lenu,
tj. stejné jako pii pocitdni podle definice: pocet permutaci P(n) je n!

(c) Pro velké n, naptiklad n = 50 je 50! = 3 - 10%*. Kdybychom uméli secist bilion s¢itanct
za vtefinu, trvalo by to fddové 10?0 let, tj. mnohem déle neZ existuje vesmir.

Hodnota determinantu pri fadkovych upravach

Pro vypocet ,velkych* determinantu nutno vyuzit jinou metodu. Studujme proto, jak se
meéni determinant pii elementarnich fadkovych upravach matice.

Véta 2.58. Pii elementdrnich fadkovych dpravach matice A hodnota determinantu det(A)
(a) zmeéni znaménko pii vymeéné dvou radku,

(b) se vynasobi ¢islem ¢ pokud jeden tddek vynésobime éislem c,

(¢) se nezméni, pokud k danému Fadku pri¢teme nésobek jiného réadku.

DUKAZ. Bud A é&tvercovd matice stupné n, oznacme jeji iadky ry,...,r,. Pro tsporu mista
fddky budeme psat za sebou misto pod sebou: A = (ry,...,1,)T.

Ze vztahu (2.6) v Definici 2.52 je okamzité vidét, ze vyndsobenim i-tého tadku ¢islem ¢
v kazdém scitanci se a;p, nahradi c - a;p, a celkova hodnota determinantu se vynasobi ¢islem c:

det(ry,...,cr;,...,r,)T =c-det(ry,...,r;,...,1,)"

Vymeénou dvou fadku se v souc¢tu (2.6) zmeéni znaménko kazdé permutace a proto determi-
nant zméni znaménko, naptiklad

det(ry,... T, .., Ty, .., 1) = —det(ry,...,T5,...,T,...,Ty)
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2. Linedrni algebra 2D. Determinanty

Dusledkem predchozi vlastnosti je skute¢nost, ze matice s dvéma stejnymi fadky ma determi-
nant nulovy. Skutecné, vymeénou téchto radku se ma zmeénit znaménko determinantu, a pritom
se matice nezmeénila. ovnost ¢ = —c plati jen kdyz ¢ = 0. Poto hodnota determinanty je nulova:
necht r:=r; =r; (i # j), potom plat

det(ry,...,r,...,r,...,r,)" = —det(ry,...,r,...,r,...,1,)" = 0.

Pri¢teme-li k ¢-tému fadku nasobek ¢ nasobek k-tého fadku dostaneme dva determinanty:

T
det(ry,...,ri+cCry, ... ,Iy,...,Iy) =

T T
=det(ry,...,rq, ..., T, ..., r,) +cdet(ry, ... T, ... T, ..., Ty)

prvni je puvodni determinant a druhy determinant je nulovy, protoze mé dva stejné radky.

Poznamky 2.59. Determinant je nulovy, pokud obsahuje nulovy fadek, nebo mé dva stejné
fadky, nebo jeden tadek je ndsobkem druhého. Protoze navic transponovanim matice se hod-
nota determinantu neméni, lze determinant upravovat také pomoci elementarnich sloupcovych
operaci:

Véta 2.60. Transponovanim matice se hodnota determinantu neméni: det(A") = det(A).

Pii elementarnich sloupcovych tpravach matice A hodnota determinantu det(A)

(a) zméni znaménko pii zdméné dvou sloupcu,

(b) se vyndasobi ¢islem ¢ pokud jeden sloupec vyndsobime ¢islem c,

(c) se nezmeéni, pokud k danému sloupci pricteme nasobek jiného sloupce.

Vypocet determinantu

V piipadé horni trojihelnikové matice A = (a;;) se determinant rovnd souc¢inu prvku na hlavni
diagondle: det(A) = aq - ags -« - apy. Skutecné, protoze v poslednim radku je jediny nenulovy
prvek a,,, permutace davajici nenulovy soucin musi koncit prvkem p,, = n. V predposlednim
fadku mimo ¢lenu v poslednim sloupci, je jediny nenulovy prvek a,_,—1, proto jedind permu-
tace, kterd dava nenulovy souc¢in, ma p,,_; = n—1. Tak postupné zjistime, ze jedind permutace,
kterd dava nenulovy souéin, je permutace identickd p = (1,2,...,n).

Stejné tvrzeni plati i pro dolni trojihelnikovou matici. Protoze kazdou matici lze upravit
na horni trojihelnikovou matici, dostavame nasledujici navod k vypoctu determinantu:

Véta 2.61. Matici A = (a;;) vhodnymi fadkovymi nebo sloupcovymi tpravami upravime na

horni trojihelnikovou matici A* s prvky aj,, a3, ..., a;, na diagondle, pficemz

e pii kazdé upravé typu (a) (vyméné dvou fddku nebo sloupci) zménime znaménko a
e pii kazdém tupravé (b) (ndsobeni fadku nebo sloupce ¢; # 0) hodnotu determinantu
nasobime 1/¢;.
Potom
m 1 * * *
C1...Cq

kde m je pocet zameén dvojic fadku nebo sloupct a ¢; jsou konstanty z tprav typu (b).
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2. Linedrni algebra 2D. Determinanty

Piiklad 2.62. Vypoctéte determinant matice A metodami: (a) pomoci Sarrusova pravidla,
(b) pfevodem na trojihelnikovou matici, (¢) rozvojem podle druhého Fadku. Matice A je

2 -3 8
A= 4 6 -7
-5 4 -9

RESENT:
(a) Podle Sarrusova pravidla je (za matici A jsme si ptipsali prvni dva sloupce)
det(A)=1[2-6-(—9)+ (=3)(=7)(=5)+8-4-4] —[8-6-(=5) + (—3)4(—9) + 2(—7)4] =
= (—108 — 105 + 128) — (—240 + 108 — 56) = —85 + 188 = 103.
(b) Prevodem na trojihelnikovou matici pomoci fadkovych uprav:
2 -3 8 2 =3 8 2 =3 8
det(A)=| 4 6 —7|/—2r,=]0 12 —23 =0 12 -23|=
-5 4 =9 |/+3y |0 - 11|/+Lr |0 0 B
1
= 57(2-12-103) = 103,

(c) Podle Laplaceovy véty 2.55 plati

2 -3 8
det(A)=| 4 6 -7 :(-4)’ j _S'+6‘_5 _g’+7'_5 i‘:
-5 4 -9

— (—4)(27 — 32) + 6(—18 4+ 40) + 7(8 — 15) = 20 + 132 — 49 = 103.

Poznamky. Srovnanim metod pouzitych v predchozim piipadé vychazi Sarrusovo pravidlo
jako nejrychlejsi. V pripadé determinantu z velkych matic vSak vyjde metoda prevodu na
trojuhelnikovou matici jako jedind mozna: pii pfevodu matice stupné n na trojihelnikovou
potiebujeme Fadové n? operaci. Pii n = 50 to vychdzi na 125000 = 1.25 - 10°, coz je proti
50! = 3 - 105 podstatné méné.

Reseni soustav linearnich rovnic pomoci determinantu

Determinanty lze vyuzit i pii feSeni soustav linearnich rovnic ve specidlnim ptipadé, kdy je
matice soustavy A ¢tvercova, tj. rovnic je stejny pocet jako nezndamych, a determinant z matice
A je nenulovy, tj. |A| # 0. K urceni feseni ndm poslouzi nésledujici tzv. Cramerovo pravidlo:

Véta 2.63. (Cramerovo pravidlo) Necht je ddna soustava n linedrnich rovnic o n
neznamych A - x = b, jejiz matice soustavy A mam nenulovy determinant det(A) # 0.

Potom soustava mé jediné feseni (z1, xs,. .., x,), pfiemz
Lol A 1A
Al Y

kde matice A; vznikla z matice A nahrazenim j-tého sloupce s; sloupcem pravych stran b:

‘A1|:|b,S2,S3,...,Sn|, |A2|:|Sl,b,S3,...,Sn|, 500 g |A1|:‘S1,S2,S3,...,b’.
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2. Linedrni algebra 2D. Determinanty

Poznamky.

Cramerovo pravidlo méa spiSe teoreticky vyznam, protoze pro ,vétsi“ n je vypocet deter-
minanti numericky zna¢né narocny. Na druhou stranu vSsak metoda dava vzorec pro piimy
vypocet jednotlivych neznamych, coz muze byt nékdy vyhodné. Naptiklad v ptipadé n = 2 a
|A| # 0 teSeni soustavy A - x = b je ddno vzorci

bl a19 a1 bl

bg a99 bl 92 — Q12 b2 21 bQ a1 bZ - bl 12
xl g g s [L‘Q g g .

11 12 11 G2 — Q12 G22 a1 G12 11 G2 — G12 G22

a91 A99 21 A22

Priiklad 2.64. Cramerovym pravidlem urcete feSeni soustavy

2%’1 — 3$2 + Irs = 0
T + 2x9 — T3 3
2271 + To + X3 = 12

RESENI{: Spocitdme nejprve determinant matice soustavy, ktery urci, zda soustava m4 feseni.
Pomoci Sarrusova pravidla dostavame

2 -3 1
Al=|1 2 —1[=2214(=3)-(=1)-241-1.1=1-2.2—(=3)-1-1=2-(=1)-1 = 12 £ 0,
2 1 1

a proto matice A je regulérni, tj. feSeni existuje a je jediné.
Spoctéme si determinanty matic, ve kterych sloupec pravych stran postupné nahrazuje
sloupec koeficientu:

0 -3 1
|Ajj]=] 3 2 —1|=0-2-14+(-3)-(-1)-12+1-3-1-1-2-12—(-3)-3-1—-0-(—1)-1 = 24,
12 1 1
2 0 1 2 -3 0
|As| =1 3 —1|=36, |Asl=]1 2 3]|=60.
2 12 1 2 1 12
Po Cramerova pravidla tedy
A, 24 5 |As| 36 5 |As| 60
T == — = To — —— — — — LTy = — —= — —
PTA 12 T TA] 12 7 STAl 12

Soustava m4d pravé jedno feseni x = (2,3,5)7.
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2FE. CTVERCOVE MATICE

Ctvercové matice stejného stupné n maji zvlastni postaveni mezi maticemi: lze je jako ¢isla
nejen navzajem scitat, ale i nasobit bez omezeni. U ¢&isel ¢islo 1 hraje roli neutralniho prvku:
pro kazdé ¢islo z € X plati 1 = 12 = z. U ¢étvercovych matic stejnou roli hraje jednotkova
matice E: pro kazdou matici A € R™™" plati

A-E=E-A=A.

Inverzni operaci k operaci nasobeni ¢isel je déleni ¢isel, délit vsak muzeme jen ¢islem nenulovym.
Pro kazdé nenulové ¢islo a existuje c¢islo b zvané prevracena hodnota takové, ze ab = ba = 1.
Znacime ho % nebo a~!. Je to vlastné feSenim rovnice ab = 1.

U ¢étvercovych matic analogicky zavedeme tzv. inverzni matici:

Definice 2.65. Bud A é&tvercovd matice typu n x n. Ctvercovd matice B typu n x n se
nazyva matici inverzni k matici A, jestlize

A-B=B-A=E. (2.9)

Matici inverzni k matici A znacime A~!.

Na prvni pohled neni z uvedené definice ziejmé, zda matice B inverzni k A existuje vzdy,
zda je urcena jednoznac¢né, a jak tuto matici vypocitat. K formulaci odpovédi nam pomuze
teorie determinantu.

Véta 2.66. Bud'te A, B matice stejného stupné. Potom plati:

det(A - B) = det(A) - det(B).

Protoze determinant jednotkové matice E je roven 1, z podminky (2.9) det(A - B) =
det(E) = 1 plyne, ze jak det(A) # 0, tak det(B) # 0. Ukaze se, ze je to i podminka postacujici.
Tyto matice nazveme regularni:

Definice 2.67. Matici A nazveme regularni jestlize det(A) # 0.

Tuto dulezitou vlastnost 1ze definovat i pomoci dalsich podminek:

Véta 2.68. Bud A = (a;;) stupné n. Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:
(a) Matice A je regularni, tj. det(A) # 0.

(b) Matice A m4a nejvétsi moznou hodnost h(A) =n.

)

)

(c) Matice A m& nezavislé Fadky.

(d) Matice A m4a nezavislé sloupce.

Co znamend podminka A - B = E? Oznacme b; j-ty sloupec matice B a e; j-ty sloupec
jednotkové matice E majici jednicku na j-tém misté, ostatni nuly. Potom rovnost A-B =E
pfedstavuje n soustav rovnic pro jednotlivé nezndmé b; s pravymi stranami e;:

A-b=e, A-by=e, ... ,A-b,=¢e,.
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Matice soustavy ve vSech pripadech je matice A, a proto podle Frobeniovy véty pokud hodnost
matice A je maximalni, tj. h(A) = n, kazdd soustava md pravé jedno feseni b, které tvoii
inverzni matici B = A~!. Dospéli jsme tak k vété:

Véta 2.69. Ke kazdé regularni matici A existuje pravé jedna matici inverzni A=,

Predchozi uvaha také dava zpusob vypoctu inverzni matice. Protoze vSechny soustavy maji
stejnou matici soustavy, zapiSeme je do jedné soustavy s n vektory pravych stran e; a n vektory
neznamych b:

A - (by,...,b,) = (e1,...,e,) tj. maticové A-B=E.

Vypocet potom probiha tak, ze rozsifenou matici (A|E) typu n x n + n prevedeme postupné
fadkovymi upravami (tzv. Jordanovou eliminaci) na tvar, kdy vlevo na misté matice A vznikne
matice jednotkova. Pfitom vpravo na misté matice E vznikne matice inverzni B, schématicky

(A|[E) ~ iadkové tpravy ~ (E|B)=(EJA™).

Piiklad 2.70. Vypoctéte inverznf matici A~! k matici

A_:

— =N
O =

1
2 |. (2.10)
0

RESENI: Rozsffenou matici (A|E) postupné upravujeme fadkovymi tipravami:

2 1 1]1 0 0\ /—2rs 0 -3 1]1 0 =2\ /—3r,
(AIE)=| 11 2(010]|/-r3 ~|0 -1 2/0 1 —1 ~
120001 1 2000 1/)/+2r
0 0 —5|1 =3 1 0 0 =5 1 =3 1
0 -1 2{0 1 -1 ] /+2r;, ~|0 -1 0]-2 1 2|~
L0 4]0 2 =1/ /4 iy 1 o of & -2 1
4 2 1
100 5 -5 —3
2 1 3
~1 010 5 -5 =5
1 3 1
00 1j—-5 5 -3
Druhd matice je hledana inverzni matice:

Tl Ot Ot

|
—
I
G U Ot
|

U= Ut o=
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Adjungovana matice

Definice 2.71. Bud A = (a;;) ¢tvercovd matice stupné n.

Oznacme A,;; matici vzniklou z matice A vynechanim i-tého fddku a j-tého sloupce.
Algebraickym doplikem prvku a;; nazveme cislo

dij = (—1)"7 det(Ay;),

kde matice A;; vznikla z matice A vynechdnim i-tého fadku a j-tého sloupce.

Transponovanou matici algebraickych doplnku nazveme adjungovanou matici k matici
A a oznacime:

A* = (d;;)?.

Z definice je plyne, ze ke kazdé matici lze sestavit matici adjungovanou. Z nésledujici vlast-
nosti je vidét, ze adjungovana matice ma podobnou vlastnost jako matice inverzni a lze ji vyuzit
k vypocétu inverzni matice:

Véta 2.72. Ke kazdé ¢étvercové matici A existuje matice adjungovania A* a plati
A -A"=A"A=det(A)-E. (2.11)
V piipadé, ze det(A) # 0, dostdvame vztah pro vypocet inverzni matice:

1 1

= A A* (2.12)

DUKAZ. Naznaé¢me dukaz rovnosti (2.11), kterd je podstatou vypoctu inverzni matice. M&jme
matici A = (a;;). Prvky adjungované matice A* oznacme aj;. Algebraicky doplnék prvku aj;
znacime d;; = (—1)""7 det(A;;), kde A;; je matice A bez i-tého Ffddku a j-tého sloupce. Proto
plati a}; = d;; = (—1)"*7 det(Ay;).

Uvazujme soucin B := A - A*. Prvek b;; souc¢inu B je

n n n

bij = (A-A");; = Zaz‘k apj = Zaik dj, = Zaik(—l)”k det (A1) .

k=1 k=1 k=1

V piipadé j = i podle Laplaceovy véty 2.55 je b;; rovno rozvoji determinantu matice A podle
i = j-tého tadku (2.7), tj. pro ¢ = j mame b;; = det(A). V piipadé j # ¢ je to rozvoj
determinantu matice, ve kterém je misto fddku r; fddek r;, protoze matice A, maji vynechany
J-ty fadek, misto ného maji radek ¢-ty. Jde tedy o rozvoj determinantu s dvéma stejnymi radky;,
determinant je proto nulovy. Dostdvdme tak b;; = 0 pro j # 7. Matice B je tedy jednotkové.
Druhou rovnost A* - A = E lze dokazat rozvojem determinantu podle sloupce.

23
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Piiklad 2.73. Urcete adjungovanou matici A* a inverzni matici A~! k matici z Pifkladu 2.70

2
A=11
1

O —

1
2
0

RESEN{: Adjungovanou matici podle (2.11) dostaneme transponovanim matice algebraickych
doplnku:

12| |12 11\’
2 0 10 1 2 .
* L ) - -4 2 1 4 2 1
A= -], Lol 112 = 2 -1 3] = 2 -1 -3
1 -3 1 1 -3 1
1 1] |21 2 1
12 12 11

Pted vypoctem matice inverzni nejprve spocitame determinant matice A. Libovolnd metoda
vypoctu dava det(A) = —5. Matice A je tedy regularni a podle Véty 2.69 existuje k matici A
matice inverzni. Pomoci (2.12) dostavame

4 2 1

1 7 2 5 75 76

Al = CAY = 9 1 -3 |=| 2 1 3
det(A) S\ 1 231 I

5 5 5

Dospéli jsme k matici stejné jako pii vypoctu radkovymi dpravami v Piikladu 2.69.

Poznamky. Kterou metodou budeme pocitat inverzni matice z ,velké“ matice? K vypoctu
adjungované matice stupné n potiebujeme spoécitat n? determinant stupné n — 1. Vzhledem k
naro¢nosti vypoctu determinantu velké matice, inverzni matice k velké matici lze pocitat jediné
pomoci fadkovych tprav matice (A|E).

Maticové rovnice

Podobné jako ¢iselné rovnice napt. a-x = b mame i maticové rovnice A -X = B, za predpokladu
Ze matice maji takové typy, ze dané operace a rovnosti jsou definované — maji ,,smysl“. Pii feseni
téchto rovnic opét budeme vyuzivat ipravy, které neméni mnozinu vsech fesSeni rovnice:

Véta 2.74. Ekvivalentni upravy maticovych rovnic V nésledujicim budeme
predpokladat, ze typy matic jsou takové, ze operace scitani, nasobeni i relace rovnosti jsou
definované.

Potom pti nasledujicich tpravach se mnozina vsech feseni maticové rovnice nemeéni:

(a) Prictenim stejné matice k obéma strandm rovnice.
(b) Néasobenim obou stran rovnice stejnym nenulovym ¢islem.
(c) Nésobenim obou stran rovnice stejnou regularni matici zleva.

(d) Nésobenim obou stran rovnice stejnou reguldrni matici zprava.

Pozor, nasobeni neni komutativni, nelze ménit poradi matic v soucinu!
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P1i feSeni lze vyuzivat také vlastnosti inverzni matice:

Véta 2.75. Pro reguldrni matice A, B plati:

(A_l)_l :A, (A_B)—l :B—l -A_l, (AT)_l _ (A_l)T.

Priklad 2.76. Soustava linearnich rovnic. Pomoci inverzni matice lze vyjadfit i feseni
soustavy n linearnich rovnic pro n neznamych

A -x=Dhb.

RESENI: Za predpokladu, Ze matice soustavy A je reguldrni, existuje matice inverzni A~!.
Vynasobenim obou stran rovnice zleva matici A~! dostdvdme

AT A x=A"1Db
Protoze A1 - A -x = E - x = x dostdvame vysledek

x=A"1.b.

Piiklad 2.77. Reste rovnice s nezndmou matici X:

(a) AX =B,

(b) XA =B,

(c) AXB+C=D,
)

(d) A'XBT =C.

Za jakych predpokladu pro matice feseni existuje?

RESENI: Predpokldddme, ze matice jsou typu n x n. Pokud matice A je reguldrni, existuje
inverzni matice A~

(a) Prvnf rovnici vyndsobime matici A~! zleva a dostdvdme X = A~! B.
(b) Druhou rovnici ndsobime matici A~! zprava a dostdvame X = B A™L.

(c¢) Pokud navic B je reguldrni, po odecteni matice C rovnici (c¢) ndsobime inverzni matici
A~! zleva a inverzni matici B~! zprava. Dostdvdme tak feseni X = A~'(D — C)B™.

(d) Pokud navic B je regularni, rovnici (d) ndsobime matici A zleva a matici (BT)~! zprava.
Dostavdme tak feseni X = A C (BT)™1,

25



