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1. Zakladni pojmy

V této casti struéné uvedeme zakladni pojmy matematické logiky a teorie mnozin. Matematika
se zabyva abstraktnimi pojmy, které vznikly zobecnénim a idealizaci redlnych objektu a situaci,
napiiklad ¢islo, pocet, bod, ptimka, vektor, funkce, tvrzeni, rovnice, minimum, feSeni, atd.
Abychom se nemuseli bavit o konkrétnich objektech, pouzivime pojem mnozina a jeji prvky.
Vlastnosti objektu popisujeme pomoci tvrzeni, tzv. vyroku. Pomoci logiky muzeme vyroky
skladat a pomoci pravidel formalizovat usuzovani, tj. odvozovani novych tvrzeni.

Teorie mnozin a matematicka logika jsou rozsahlé matematické discipliny, kterymi se nebu-
deme do hloubky zabyvat, intuitivné uvedeme jen vybrané pojmy a jejich zakladni vlastnosti,
které budeme v dalsim potiebovat. Vétsinu z toho jiz znate ze stfedni skoly, zde to jenom
pripomeneme a piipadné doplnime.

1A. VYROKOVA LOGIKA

Pojem logika se v cestiné bézné pouziva ve smyslu myslenkova cesta, kterd vede k urcitym
zavérum. Za jejiho zakladatele je povazovan Aristoteles!'. Jeho logiku ilustruje jednoduchy
priklad: | Kazdy clovek je smrtelny.“ | Sokrates je ¢lovek.“ proto ,Sokrates je smrtelny.“

Jako védn{ obor Matematickd logika vznikla v 19. stoleti. Gerge Boole? prosadil algebraické
pojeti logiky a zavedl logické spojky: vyroky se spojuji pomoci spojek analogickym zpusobem
jako se pocitd v algebie s ¢isly. K dalsim tvirctim booleovské logiky patif John Venn?, mimo
jiné zavedl tzv. Vennovy diagramy pouzivané v teorii mnozin.

Za druhého zakladatele logiky je povazovan G. Frege!, ktery vyrokovou logiku rozsifil na
tzv. predikatovou logiku, ktera se zabyva dokazovanim matematickych tvrzeni. Zavedl v logice
pojem tzv. predikatu, kvantifikatoru a vyrokové formy. Domyslel se, ze s jeho logikou bude
mozné odvozovat vSechna pravidla aritmetiky. Tyto pfedstavy se pozdéji ukazaly jako liché.

V roce 1901 Bertrand Russell® objevil tzv. Russelltiv paradox, ktery zpiisobil krizi v mate-
matické logice a tzv. naivni teorii mnozin. Paradox uvedeme v odstavci 1.29. Logickou obdobou
je tzv. paradox lhafe, ktery byl zndm jiz v antickém Recku. Je to vyrok, ktery neni ani prav-
divy ani nepravdivy. Jednou z fady jeho formulaci je ,,Lhai fekl: Ted 1zu“, nebo v matematice:
,Tato véta je nepravdiva“. Predpokladame-li, ze vyrok je pravdivy, dojdeme ke sporu, také
predpoklad, Ze vyrok je nepravdivy, vede ke sporu.

Resenfm paradoxu je axiomatickd teorie mnozin a logiky, kterd urcuje jakym zptisobem lze
tvorit vyroky i mnoziny, ktery takovéto vyroky a mnoziny vytvorit nedovoli.

Jednim z nejvyznamnéjsich logiki vSech dob je Kurt Goédel®, jehoz Véta o tiplnosti pre-
dikdatové logiky pruniho tddu a Véty o neuplnosti axiomatickych formdlnich systéma s aritmeti-
kou vyrazné ovlivnily vyvoj matematiky.

L Aristoteles ze Stageiry (384-322 pf.n.l.) fecky filozof, zak Platona a vychovatel Alexandra Makedonského.
2George Boole (1815-1864) britsky matematik filozof zakladatel Booleovy algebry.

3John Venn (1834-1923) anglicky matematik, logik a filozof.

4Gottlob Frege (1848-1925) némecky matematik, logik a filozof.

*Bertrand Russell (1872-1970) britsky matematik a logik, spisovatel, nositel Nobelovy ceny za literaturu.
SKurt Godel (1906-1978) matematik a logik, brnénsky rodék, po studiich ve Vidni ptisobil v USA.
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Vyrokova logika

Zékladnim pojmem logiky je vyrok. Intuitivné ho lze definovat jako:

Definice 1.1. Vyrok je sdéleni (obvykle oznamovaci véta), o némz ma smysl uvazovat, zda
je pravdivé nebo nepravdivé. Bud A vyrok. Je-li A pravdivy, zapisujeme tuto skuteénost sym-
bolicky p(A) = 1, je-li A nepravdivy, piseme p(A) = 0. Symboly 0, 1 se nazyvaji pravdivostni
hodnoty vyroku.

Vyrok je tedy oznamovaci véta, i kdyz nejsme schopni rozhodnout, zda je pravdiva. Tézaci
ani rozkazovaci véta neni vyrok. Vyrok muze obsahovat kromé slov také matematické znacky.

Priklady 1.2. Urcete pravdivost nésledujicich vyrok:

(a) A:= Plati Z = V2. (Pravdivy, tj. p(4) = 1, nebol % = 22 — 202 — \/3)

(b) B := ,Cislo 51 je prvocislo.“ (Nepravdivy, tj. p(B) = 0, nebof 51 = 3-17.)

no
w%
no

Spojovani vyroku

Jednotlivé vyroky lze spojovat ve slozené vyroky pomoci logickych spojek. Predmétem studia
vyrokové logiky je studium zavislosti pravdivostni hodnoty slozeného vyroku na zpusobu spojeni
a na pravdivostnich hodnotach jednotlivych vyroku.

Vyrok se nazyva atomarni, nebo téz elementarni, neobsahuje-li logické spojky. Naptiklad
vyroky A, B Prikladu 1.2 jsou atomarni. Pravdivost slozeného vyroku zalezi na pravdivosti
atomarnich vyroku. Rozhodovani o pravdivosti atoméarniho vyroku prislusi odpovidajici védecké
discipliné, ktera zkouméd shodu jeho obsahu s objektivni realitou.

Definice 1.3. (Logické spojky) Bud A vyrok. Negaci vyroku A nazveme vyrok —A,
ktery mé opacnou pravdivostni hodnotu, tj. = A je nepravdivy, pokud vyrok A je pravdivy a
—A je pravdivy, pokud A je nepravdivy. Negace se ¢asto znaci také A’ textové se piSe non A.
Definici negace 1ze také zapsat tabulkou:

p(A) | p(—A4)
1 0
0 1

Pro spojovani dvou vyroku pouzivame logické spojky, zejména: konjunkce A, disjunkce V,
implikace = a ekvivalence <. Tyto spojky definujeme tabulkou pravdivostnich hodnot
vypsanim vsech existujicich kombinaci. Budte A, B vyroky, pravdivost vyrokl spojenych
témito spojkami je dana tabulkou

p(A) | p(B) | p(AAB) | p(AV B) | p(A= B) | p(A & B)
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1




. Zakladni pojmy

1A. Vyrokova logika

V tabulce uvedeme néazev spojky, jeji oznaceni, slovni vyjadieni a logicky vyznam.

nazev spojky | oznaceni | slovni vyjadieni logicky vyznam

konjunkce ANB | Aasoucasné B soucasné plati A1 B

disjunkce AV B | Anebo B plati alespon jeden z A, B

implikace A= B |z Aplyne B jestlize plati A, potom plati B
ekvivalence | A < B | A pravé tehdy, kdyz B | bud oba A a B plati nebo oba neplati

Pti vyhodnocovani pravdivostni hodnoty slozeného vyroku se zachovava nasledujici potradi
operaci: =, A, V, =, <. Pokud chceme toto poradi zménit, pridame zavorky.

Pro implikaci se uziva nasledujici terminologie. V implikaci A = B se vyrok A nazyva
predpoklad nebo premisa a B zaveér implikace. Slovné lze implikaci A = B vyjadrit také:
A je postacujici podminkou pro B nebo B je nutnou podminkou pro A. Pfipomenme,
ze v piipadé, kdy A neplati, implikace A = B plati bez ohledu na pravdivost B.

Implikace B = A se nazyva obracena implikace a =B = —A obménéna implikace
k implikaci A = B. Napiiklad vyrok ,Neprselo, tudiz jsme nezmokli.“ je obménou implikace
»,Zmokli jsme, tudiz prselo.*

Véta 1.4. Obménéna implikace =B = —A je ekvivalentni puvodni implikaci A = B.

Obracend implikace B = A neni ekvivalentni implikaci A = B.

DUKAZ. Tvrzeni snadno ovéifme pomoci tabulky pravdivostnich hodnot vyroki:

p(A) | p(B) | p(A= B) | p(=B = -A) | p(B=A4)
1 1 1 1 1
1 0 0 0 1
0 1 1 1 0
0 0 1 1 1

Treti a ctvrty sloupec je stejny, paty se od nich lisi, tvrzeni proto plati. [J

Pro iplnost zminime jesté spojku alternativa V, kterd m4a vyznam ,bud A nebo B“. Vyrok
AV B je pravdivy pokud je pravdivy pravé jeden z vyroku A a B, tj. jeden z vyroku je pravdivy
a druhy nepravdivy.

Teoreticky vyznam mé Shefferova’ spojka (Shefferova funkce nebo Sheffertiv symbol) |.
Vyrok A|B je nepravdivy, jen kdyz oba vyroky A a B jsou pravdivé, tj. ,neplati A ani B.

Poznamka 1.5.

(a) Jsou 4 moznosti pravdivosti dvou vyroku: 11, 10, 01 a 00. Kazdy z uvedenych 4 piipadu
muze dat pravdu nebo nepravdu. Proto vSech moznych logickych spojek, které spojuji dva
vyroky A, B je 2* = 16.

(b) Rikédme, ze systém spojek je tiplny, pokud pomoci zavorek a téchto spojek lze definovat
kazdou z 16 moznych spojek. Systém logickych spojek —, A, V, =, < je tplny.

(c¢) Pro tplny systém spojek dvou vyroku sta¢i jenom dvé spojky: negace a jedna ze spojek
konjunkce, disjunkce a implikace.

(d) Lze dokazat, ze vsechny logické spojky lze popsat pomoci jediné spojky: Shefferovy
funkce. Skutecné, A|A dava negaci A a (A|A)|(B|B) dava disjunkci AV B. Shefferova spojka
proto tvoii nejmensi uplny systém.

"Henry Maurice Sheffer (1882-1964) americky logik.
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(e) Analogicky existuji logické spojky spojujici t¥i vyroky A, B, C. ProtoZe je 23 = 8
ptipadu pravdivosti ti{ vyroki, existuje 2% = 256 moznych logickych spojek tif vyroki. Znama
je napiiklad spojka ,if A then B else C“, kterd se pouziva v programovani.

Priklad 1.6. Urcete pravdivostni hodnotu vyroku: ((2-3=06)Vv (3-4=11)) = (2 < 1).

RESENT: Jednd se o slozeny vyrok, ktery je tvofen tfemi atomdrnimi vyroky A, B,C, kde A
je ,2-3=6% Bje  3-4=11“a C je ,2 < 1“. Uréime jejich pravdivostni hodnoty. Ziejmé
p(A) =1, p(B) =0 ap(C) =0. Odtud plyne

p<((2-3:6)v(3-4:11)) = (2< 1)) —p((1v0) = 0) =p(1=0)=0.
Uvedeny slozeny vyrok je tedy nepravdivy.
Vyrokové formy, proménné a kvantifikatory

Matematické objekty s jednoznacéné stanovenym vyznamem, napi. ¢isla 0, 1, 7, v/2, funkce
(sin, exp,...), vyroky, atd. nazyvame konstanty. Atomarni vyrok obvykle ptisuzuje jednomu
objektu-konstanté urcitou vlastnost. Abychom mohli urcitou vlastnost ptrisoudit vice objektum,
zavedeme promeénné, tj.objekty, které nemaji jednoznacné stanoveny vyznam, napt. x, y, 2.
Proménné zastupuji konkrétni objekty. Tvrzeni s proménnou nazyvame vyrokovou formou,
ktera neni vyrokem, protoze jeji pravdivost nelze posoudit, pokud nezname hodnotu proménné.

Z vyrokové formy lze utvorit vyrok tim, ze vSechny proménné ve formé vdzeme omezujicimi
podminkami, které jednoznacné specifikujici hodnoty vsech proménnych. Tyto podminky se
nazyvaji kvantifikdtory. Vyrokova forma pomoci proménné tak umoznuje piisoudit vlastnost
mnoha objektum, spojit tak kone¢né i nekonecné mnoho vyroku do jednoho.

Definice 1.7. Vyrokova forma je tvrzeni obsahujici proménné, z néhoz se po dosazeni
konstant za proménné stane vyrok. Vyrokovou formu A s proménnou z oznacujeme A(z).

Piiklad 1.8. Tvrzeni A(z) := ,,3x je sudé ¢islo“, je vyrokova forma s proménnou x. Zvolime-li
x = 1, dostavame vyrok A(z),z = 1, zkracené A(1), ktery neni pravdivy, tj. p(A(z),z = 1) = 0.
Hodnota x = 2 dava vyrok pravdivy, tj. p(A(z),z = 2) = 1.

U vyrokové formy musime urcit, které hodnoty (objekty) proménnda zastupuje, tzv. obor
proménnosti M. Pro kazdou hodnotu proménné tak dostavame atomarni vyrok. Tyto vyroky
pak spojuje tzv. kvantifikator. Nejcastéji pouzivany je obecny kvantifikator V zvany také
univerzalni a existencni kvantifikator 3

Definice 1.9. Necht A(zx) je vyrokova forma s proménnou z z oboru proménnosti M. Potom:

Obecny kvantifikdtor V (¢teme Pro kazdé) spojuje vyroky A(x) pro x € M konjunkcemi:
Vz € M plati A(z) znamena MNA(z),z € M}.

Existen¢ni kvantifikator 3 (Cteme Existuje) spojuje vyroky A(x) pro x € M disjunkcemi:

dx € M, ze plati A(z) znamena V{A(z),x € M}.

Piiklad 1.10. Tvrzeni A(z) := ,3z je sudé éislo®, je vyrokova forma s proménnou .
Zvolime-li z = 1, dostdvame vyrok A(z),x = 1, zkracené zapiseme A(1), ktery neni pravdivy,
tj. p(A(x),x = 1) = 0, zatimco hodnota x = 2 dava vyrok pravdivy p(A(z),z = 2) = 1.
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Vezmeme-li obor proménnosti proménné x cela ¢isla, pro kazdé celé ¢islo x dostavame vyrok,
napiiklad A(0), A(1), A(—1), A(2), atd. Tyto vyroky jsou pravdivé pro sudd x a nepravdivé
pro licha x. S obecnym kvantifikdtorem V dostavame vyrok:

,Pro kazdé celé x je ¢islo 3z sudé®,
ktery ovSem neni pravdivy, protoze neplati pro lichd x. Pomoci existenc¢niho kvantifikatoru
dostaneme pravdivy vyrok:

LExistuje celé x takové, ze ¢islo 3z je sudé”,

protoze plati napiiklad pro x = 2.

Poznamky 1.11.

(a) Kvantifikdtoru lze utvotit libovolné mnoho. Vedle existenéniho kvantifikatoru 3 se uziva
kvantifikator 3! ve vyznamu existuje pravé jeden. Kvantifikatory lze vytvorit pomoci slovnich
spojeni ,alespon®, ,prave®, ,nejvyse“, napt. ,existuji pravé dva“, ,existuji nejvyse tii“, ,pro
vSechny s vyjimkou jednoho*, atd.

(b) Vyrokové formy mohou mit vice proménnych, které lze ruzné kvantifikovat, pricemz
zalezi na jejich poradi. Kvantifikaci vSech proménnych dostavame vyrok. V piipadé dvou za
sebou jdoucich kvantifikatoru lze jejich poradi zaménit. Pokud je mnozina ziejma z kontextu,
lze ji vynechat.

Piiklad 1.12. Zjistéte pravdivost nasledujicich vyroku:

A= VreR : 22> 0% slovné ,Pro kazdé redlné éislo x plati z? > 0.¢
(Vigrok neplati, protoze neplati pro x = 0.)

B:= ,dn€Z : n?=2“-slovné ,Existuje celé &islo n, pro které plati n? = 2.«
(Vijrok neplati, protoze /2 nent celé ¢islo.)

C:=,VaeRVbER : (a+b)*=a®+2ab+b* (Vyrok plati)
D:= JeeR VzeR : e-x=z“ (Vyrok plati, e = 1.)
E:=VzeR 3geR : x4+q=0 (Vyrok plati, ¢ = —x.)

F

=,d3¢geR VzeR : x4+q=0“ (Vyrok neplati.)

Poznamka. Vyroky F a F' ptedchozich prikladu ukazuji, ze na potadi kvantifikatoru zalezi.
V pripadé vyroku E ¢islo ¢ muze byt pro kazdé z jiné, vyrok F' vyzaduje existenci jednoho ¢
takového, ze rovnost plati pro vSechna x, takové realné ¢islo vsak neexistuje.

V piipadé dvou stejnych kvantifikdtoru za sebou lze jejich poradi zaménit: napiiklad vyrok
C je ekvivalentni s vyrokem se stejnou vyrokovou formou a s prohozenymi kvantifikatory,
tj. Vbe RVaeR: (a+b)*=a*+ 2ab+ b**.

Negace vyroku s kvantifikatory

Aby vyrok s obecnym kvantifikdatorem V x neplatil, staci najit jedno x, pro které vlastnost ne-
plati, proto pii negaci vyroku se kvantifikator V méni na 3 a vlastnost se neguje. Aby vyrok s
kvantifikatorem dz neplatil, vlastnost musi neplatit pro vSechna x. Proto pfi negaci se kvanti-
fikdtor 4 se méni na V a vlastnost se neguje. V obou piipadech se pfitom obor proménné x
neméni. V piipadé vice kvantifikdtoru se také poradi kvantifikatori nemeéni:
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Véta 1.13. (Negace vyroku s kvantifikatory)
Bud A(z) vyrokovd forma s proménnou x € X. Potom plati

(a) negaci vyroku V2o € X plati A(x)¢ jevyrok ,Jx € X zeplati —A(x),
(b) negaci vyroku ,Jx € X, zeplati A(z)“ jevyrok ,Vze X plati —A(x),

kde = A(z) je negace formy A(x). Stejné pravidlo plati i pro vyroky s vice kvantifikdtory.

Priklady 1.14. Negace vyroku ,Vsichni studenti skupiny udélali zkousku z Matematiky.“
je vyrok ,Existuje (alespon jeden) student skupiny, ktery zkousku z Matematiky neudélal.*
Negace vyroku , Existuje student skupiny, ktery neudélal zkousku z Fyziky.“ je vyrok
,, VSichni studenti skupiny zkousku z Fyziky udélali.”
Podobné negaci vyroku se dvéma kvantifikatory:
,Existuje student skupiny, ktery udélal vsechny zkousky*
dostavame vyrok ,Kazdy student skupiny alespon jednu zkousku neudélal®.

Vzdy je splnéno: bud plati virok a negace vyroku neplati, nebo obrécené.

Priklad 1.15. Negujte vyroky A, B,C, D, E, F z predchoziho piikladu 1.12!

RESENT:
-A:= FJzeR : 22 <0“ (Vyrok plati, v = 0.)

-B:= Vn€e€Z : n*#2% (Vyrok plati.)

-C:=,Ja€R FbeR : (a+0b)*+#a*+2ab+b** (Virok neplati.)

-D:= \VNVYecR FJzeR : e-x#zx* (neplati, Vyrok napr. e = 1.)

—F:= drxreR VqgeR : z+q#0“ (Neplati) ale zménou poradi kvantifikdtoru:
-F = VgeR JzeR : x+q#0° (Vyrok plati.)

Tautologie

Dulezitym problémem je, zda ruzné vyroky davaji stejné pravdivostni hodnoty. Slozené vyroky,
které jsou vzdy pravdivé se nazyvaji ifkd tautologie. Uvedme pifklad:

P#iklad 1.16. Séirka a Iva cekaji na svoje kamarddy Petra, Honzu a Jirku. Sérka tvrdi:
Ptijde-li Petr a Honza, ptijde i Jirka. Iva tika: J& si myslim, ze kdyz ptijde Petr a nepftijde
Jirka, nepfijde ani Honza. Na to povidé Sérka: To ale #{kés totéz co j4. Rozhodnéte, zda obé
skutecneé tikaji totéz.

RESENI{: Nejprve vhodné oznacime atomérni vyroky. Symbolem A oznacme vyrok , Petr prijde*,
symbolem B ozna¢me vyrok ,,Honza piijde” a ddle C' ozna¢me vyrok ,Jirka ptijde®. V uvedeném
oznaceni maji vypovédi Sarky a Ivy tvar: X := (AAB) = C, Y := (AAN-C) = —B. Aby
Sarka a Iva ffkaly totéz musi byt vyroky X, Y ekvivalentni. Sestavime tabulku pravdivostnich
hodnot pro vsechny mozné kombinace pravdivosti vyroku A, B, C.
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A|/B|C|AANB|AN-C|X=(AANB)=C|Y=(AN-C)=-B|X&Y
17171 1 0 1 1 1
11110 1 1 0 0 1
1101 0 0 1 1 1
1701]0 0 1 1 1 1
0[1]1 0 0 1 1 1
0]11]0 0 0 1 1 1
001 0 0 1 1 1
01010 0 0 1 1 1

Z tabulky hodnot vyplyvé, ze X < Y, coz znamend, ze Sérka a Iva ifkaji skutecné totéz.

Definice 1.17. Vyrokova forma, jejiz proménnymi jsou vyroky, se nazyvéa tautologie, po-
kud po dosazeni libovolné kombinace pravdivostnich hodnot vyroku za proménné dostavame
pravdivy vyrok. Naopak, vyrokova forma, ktera je vzdy nepravdiva se nazyva kontradikce.
V ostatnich ptipadech se forma nazyva splnitelna.

Slozené vyroky A, B se nazyvaji logicky ekvivalentni, coz zapisujeme A = B, kdyz ve
vSech pripadech plati A < B. V tom pripadé vyrok A < B je tautologie.

Piiklad 1.18. Formy AA B a BA A jsou logicky ekvivalentni, plati (AAB) = (BAA) a forma
(AN B) < (BAA) je tautologie. Také AV —A je tautologie a A A —A je kontradikce.

Dalsi dulezité tautologie uvadi néasledujici véta:

Veéta 1.19. Nasledujici vyrokové formy jsou tautologie:
(a) (A= B) <= (-B= -A).
(b) (A& B) < (A= B)A(B=A)).

() (A=B)A(B=C)) = (A=C).

DUKAZ. Tautologie (a) plyne z nasledujici tabulky pravdivostnich hodnot:

A|/B||A=B|-B=-A| (A= B) < (-B= -A)
1)1 1 1 1
110 0 0 1
01 1 1 1
0]0 1 1 1

Tautologie (b) plyne z tabulky:

A|B|AeB|A=B|B=A|(A=B)AN(B=A4)| (A& B)< (A=B)A(B=A4))
1)1 1 1 1 1 1
110 0 0 1 0 1
0]1 0 1 0 0 1
0]0 1 1 1 1 1
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Tautologie (c) pro tii vyroky plyne z tabulky:

A|B|C||A=B|B=C|(A=B)AN(B=C) || A=C| (A=B)AN(B=C))=(A=0)
1711 1 1 1 1 1
17110 1 0 0 0 1
17011 0 1 0 1 1
1701]0 0 1 0 0 1
011 1 1 1 1 1
0,110 1 0 0 1 1
0101 1 1 1 1 1
0,010 1 1 1 1 1

Poznamky 1.20. Uvedené tautologie maji zdsadni vyznam, tvori zéklad teorie dukazu.
Tvrzeni (a) 7ikd, ze dikaz implikace je ekvivalentni dukazu jeji obménéné implikace.
Tautologie (b) tika, ze ekvivalenci dvou tvrzeni dokézeme dukazem implikace a obracené

implikace.

Vlastnost (c) se nazyva tranzitivita implikace. Matematickou indukel muzeme tvrzeni

(¢) rozsitit na libovolny koneény pocet vyrokovych proménnych Ay, ..., A,, coz lze vyjadiit:

[(Al = Ag) VAN (A2 = Ag) VANPAN (An—l = A”)] = (Al = An).

Pro negace slozenych vyroku plati nasledujici pravidla, kterd lze podobné dokazat pomoci
tabulek pravdivostnich hodnot:

Véta 1.21. Plati nasledujici vztahy pro negace slozenych vyroku:

(a) —(=A) = (zdkon vylouceni ttetiho).

(b) —(AA B) =-AV B,

(¢c) =(AVB)=-AAN-B,

(d) =(A=B)=AA-B,

() (A< B)=(AVB)A(mAV-B)=(AAN-B)V(-AAB).

Nékteré vlastnosti operaci maji svij nazev:

Definice 1.22. Bud'te ddny symboly operaci o, *. Pak ndsledujici vztahy nazyvame:

(a) aob = boa — komutativni zdkon.

(b) ao(boc) = (aob)oc — asociativni zdkon.

(c) ao(bxc) = (aob)x(aoc) — distributivni zdkon.

Také logické spojky spliuji komutativni, asociativni a distributivni zakon:
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Véta 1.23. Pro logické spojky A,V plati komutativni, asociativni a distributivni zakony:
(a) ANB = BAA, AVB = BVA.
(b) AN(BAC) =(AAB)AC, Av(BvC) = (AVB)VC,
(c) AN(BVC) = (ANB)V(AACQ), AV (BAC) = (AVB)A(AV(O).

1B. DUKAZY V MATEMATICE

Ijvahy dokazujici tvrzeni 1ze rozdélit na induktivni a deduktivni. Deduktivni ivahou nazyvame
takovou tvahu, pti niz z obecného tvrzeni vyvozujeme platnost individualniho pripadu. Pod-
stata dedukce je tedy v tom, Ze se zvlastni pripad zahrnuje pod obecny princip. Matematické
uvahy jsou prevazné deduktivni.

Induktivni uvaha je opaény postup, kdy z jednotlivych piipadu odvodime obecné pravidlo.
V matematice lze induktivni postup vyuzit, kdyz jednotlivych piipadi je koneény (nepiilis
velky) pocet. Obvykle vsak matematickd tvrzeni zahrnuji nekonetné mnoho piipadu, proto
induktivni ivahu nelze pouzit. Ve fyzice a dalsich védach je induktivni postup obvykly, z konec¢-
ného poctu experimentu se usuzuje na obecné pravidlo.

Matematicka tvrzeni maji ¢asto tvar implikaci nebo ekvivalenci. Ve vété tvaru A = B se
A nazyva predpoklad a B tvrzeni véty nebo zavér. Existuji tfi zdkladni moznosti dukazu
implikace: pfimy, nepfimy a sporem. V kratkosti si nyni vysvétlime, jaky je logicky zaklad
téchto dukazu a v ¢em spocivaji.

(a) Piimy dikaz. Chceme-li dokdzat implikaci A = B piimym dukazem, pak se pokusime
zkonstruovat tzv. fetézec implikaci A = Ay, A} = Ay, ..., A, = B. Podle Véty 1.19, ¢ésti (c)
odtud plyne A = B. Zépis Tetézce implikaci je zvykem zapisovat v kratsim tvaru

A= A=A = ... A, = B.

(b) Nepiimy dukaz. Pfi nepiimém dukazu vyuzijeme platnost tautologie (a) z Véty 1.19.
Misto puvodni implikace dokazujeme obménénou implikaci =B = —A stejné jako v ptipadé
primého dukazu.

(c) Dikaz sporem. Vychdzime z predpokladu, ze implikace neplati, tj. A plati a B ne-
plati, tj. A A =B. Konstruujeme tetézec implikaci A AN =B = A, A1 = As,... A, = S, az
dojdeme k vyroku S, ktery je logicky ve sporu s puvodnim predpokladem nebo s néjakym evi-
dentné pravdivym vyrokem. Spor je situace, kdy néjaky vyrok a jeho negace maji byt soucasné
pravdivé. Proto predpoklad, ze implikace neplati je nepravdivy, a proto implikace plati.
Poznamky. V matematice se vyuziva jesté diikaz konstrukei, kdy existenci néjakého objektu
dokazeme tim, ze jeden konkrétni objekt zkonstruujeme. V ptipadé, kdy se tvrzeni tykd konecné
mnoha objekti nebo skupin objektu, lze tvrzeni dokazat rozborem vsech pripadi, neboli
tzv. ,dokonalou indukeci®.

Uvedené dukazové postupy demonstrujeme na piikladu.

Piiklad 1.24. Dokazte piimo, nepiimo i sporem, ze Vx € N:z > 2 = 6z + 3 > 13.

RESENI: (a) Pifmy diikaz. Dikaz vyuzivd vlastnosti nerovnosti:

r>2 = 6r>12 = 6z+1>212+1 = ©6z+1>13 = 6x+3>13.
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Uvedeny retézec implikaci tvoii dukaz tvrzeni.
(b) Nepiimy dikaz. Sestrojime obménu (kontrapozici) puvodni implikace
VeeN: 6z +3<13 = o <2.

Toto tvrzeni je logicky ekvivalentni puvodnimu tvrzeni. Obménu dokézeme primym dikazem
10
br+3<13 = 62x<10 = xSE = x <2

(c) Dukaz sporem. Predpoklddejme, ze dokazované tvrzeni neplati. Pak je ale pravdiva
jeho negace. Negace implikace méa tvar

dreN:z>2 A 62+ 3 <13.

Z tohoto predpokladu nyni plyne, ze existuje x € N takové, ze

10
r>2 N6x+3<13 = 22 AN6x<10 = x>2 A xSE,
coZ je spor, nebot zadné x € N vlastnost z > 2 A = < % nema. Predpoklad, z néhoz se fetézec
implikaci odvijel, je tedy nepravdivy. To ale znamena, ze je pravdiva jeho negace. Tato negace
je vSak ekvivalentni ptivodni implikaci.

Péknym pifkladem diikazu sporem je diikaz nasledujici Eukleidovy® Véty o poétu prvoéisel:

Véta 1.25. Prvocisel je nekonecné mnoho.

DUKAZ. Predpoklddejme, Ze vsech prvocisel je koneéné mnoho, oznacéme je pi,ps, Ps, - - -, Pn-
Zkoumejme souéin viech prvocisel P = py - pa-ps -« - - pp. Cislo P+ 1 pii déleni kterymkoliv
prvocislem p; déva zbytek 1, proto neni délitelné zadnym z prvocisel py, ..., p,. Cislo P +1 je
proto dalsim prvocislem, coz je ve sporu s predpokladem, Ze py,...,p, jsou vSechna prvocisla.
Proto prvocisel je nekonec¢né mnoho. O

Specidlnim, ale v matematice ¢asto pouzivanym dukazem je dukaz pomoci principu ma-
tematické indukce. Matematicka indukce je véta, kterda umoznuje provadét dukazy tvrzeni
tykajicich se mnoziny ptirozenych ¢isel N = {1,2,3,...}.

Véta 1.26. (Matematickd indukce) Bud V(n) vyrokovd forma proménné n € N. Necht
plati vyrok V(1). Pokud pro kazdé n > 1 z platnosti vyroku V' (n) plyne platnost vyroku
V(n + 1), potom vyrok V(n) plati pro vSechna n € N. Postup lze zapsat symboly:

(p(v(D) =1) A (¥ eN:p(V(n) =1 = p(V(n+1)) =1) = Vn € N: p(V(n)) = 1

Poznamenejme, ze ackoliv v nazvu metody je slovo indukce, matematicka indukce je meto-
dou deduktivni, protoze obecnou implikace V' (n) = V(n + 1) dokazujeme z obecnych pravidel.

Dikaz matematické indukce provedeme sporem:
DUKAZ. Piedpoklddejme, 7e existuje ¢islo n € N, takové, ze V(n) neplati. Odtud plyne, ze
mnozina M = {n;p(V(n)) = 0} je neprazdnd a symbolem m oznatme jeji nejmensi prvek.

8Eukleides z Alexandrie (325 -— asi 260 pi. n. 1.) fecky matematik a geometr, autor 13 knih ,Zdklada“.
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Protoze V(1) plati, je m > 1 a protoze m — 1 ¢ M plati V(m — 1). Z indukéniho predpokladu
ale plyne, ze V(m) plati, coz je spor. O

Poznamka 1.27. Diukaz tvrzeni ,Vn € N plati V(n)“ pomoci matematické indukce se skldda

ze ti1 casti:

(a) Dokazeme, ze plati vyrok V (1), tj. p(V(l)) = 1. V obecnéjsim pripadé platnost formule
dokézeme pro nejmensi piipustné n. Nejcastéji je to pravée ¢islo 1 nebo 0.)

(b) Dokazeme: pro kazdé n € N plati: jestlize plati V' (n) potom plati také V(n + 1).

(c) Odvolame se na Vétu 1.26 o matematické indukei, podle které je nyni tvrzeni V' (n) pravdivé

pro kazdé prirozené cislo n.

Postup vysvétlime na prikladu:

Piiklad 1.28. Pro a,b € N fekneme, ze a déli b a piSeme alb, jestlize existuje ¢islo ¢ € N tak,
ze b = ac. Pomoci matematické indukce dokazte nasledujici tvrzeni , Pro kazdé prirozené n je
¢islo 62" — 8 délitelné sedmi®, zapsané symbolicky: ,Vn € N : 7|(6** — 8)“.

DUKAZ. Oznatme vyrok V(n) = 7|(6** — 8). Tvrzeni dokdzeme ve tfech krocich:

(a) Nejprve dokazeme, Ze tvrzeni je pravdivé pron = 1. Vyrok V(1) m4 tvar 7|(62—8). Protoze
62 —8 =28 =4 -7, tvrzeni pro n = 1 plati.

(b) Predpokladejme nyni, ze tvrzeni je pravdivé pro libovolné pevné zvolené ¢islo n. Dokazme,
ze potom tvrzeni plati rovnéz pro n + 1, tj. je tteba dokazat, ze

Vn e N: 7|6 —8) = 7|(6>"Y —8).
Cislo 62"+1) — 8 7 vyroku V(n + 1), jehoz délitelnost ¢islem 7 mame dokazat, upravime:
62t 8 = 6212 —8 =626 — 8 =36-6" — 8 =35-62" 4 (6™ — 8).
Prvni séitanec souctu je délitelny ¢islem 7, nebot 35 = 5 - 7, druhy je délitelny 7 podle
indukéniho predpokladu. Oba scitance jsou délitelné 7, proto je i jejich soucet je také
délitelny 7, coz bylo potteba dokazat.

(c) Podle Véty 1.26 o matematické indukei je tvrzeni pravdivé pro kazdé prirozené ¢islo n. O
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1C. ZAKLADNI MNOZINOVE POJMY

Vedle logiky zakladnim kamenem matematiky je teorie mnozin. Za jejiho zakladatele je povazo-
vén G. Cantor?. Hlavn{ problematikou, kterou se teorie mnozin zabyvala, byly otdzky tykajici
se vlastnosti nekonecna, zejména srovnavani ruznych velikosti nekoneéna. Ukézalo se vsak, ze
v teorii mnozin lze budovat i jiné matematické teorie, a to tak, ze se kazdému matematickému
objektu prifadi ur¢itda mnozina, kterd ho reprezentuje. V tomto smyslu se tzv. naivni teorie
mnozin stala zékladem celé matematiky:.

S jistou nadséazkou lze Fici, ze se teorie mnozin narodila 7. 12. 1873. Toho dne totiz G. Cantor
nalezl odpovéd na otézku, zda lze vsechna redlnd ¢isla z néjakého intervalu (a,b) sefadit do
posloupnosti, tj. utvorit prosté zobrazeni redlnych ¢isel z intervalu (a, b) na mnozinu ptirozenych
¢isel. Ke svému prekvapeni zjistil, ze takové zobrazeni neexistuje.

Otézku, zda ma smysl porovnavat nekonecéné systémy podle velikosti, si polozil napiiklad jiz
v roce 1638 jeden z génit té doby Galiei'?. Ten vypsal fadu éisel 1,2,3,4,... a jejich druhych
mocnin 1,4,9,16,... a uvédomil si, Ze mezi témito mnozinami existuje vzajemné jednoznacné
zobrazeni. To by vSak znamenalo, ze uvedené systémy cisel jsou stejné velké. Tento zavér se
mu jevil naprosto absurdni. Popiral totiz jeden ze zdkladnich Eukleidovych!! logickych axiom,
ktery tikd, ze celek je vzdy vétsi nez jeho ¢ast. Galilei proto dospél k zavéru, ze pro nekonecné
systémy nemd otdzka o jejich velikosti zadny smysl. Na konci svého Zivota sepsal Bolzano'?
matematicko-filozofické dilo Paradoxy nekonecna. Vyslo posmrtné v roce 1851. V tomto dile
dospél na prah teorie mnozin.

Na prelomu 19. a 20. stoleti se objevily paradoxy — rozpory mezi zakony, které zpusobily krizi
matematiky v logice i teorii mnozin. Je to jiz zminény Russelluv!® paradox. Nejprve uvedme
tzv. Holicav paradox, ktery prevadi paradox z oblasti teorie mnozin do zivotni situace:

Holi¢ ze Sevilly holi pravé ty ze sevillskyjch muzi, kteri se neholi sami. Pokusime-li
se odpovédét na otazku, zda holi¢ holi sam sebe, dostaneme se do bludného kruhu.
Pokud se sam neholi, tak se musi holit, protoze holi ty, co se sami neholi. A naopak
holi-li se sdm, tak se holit nemuze, protoze holi jen ty, ktefi se sami neholi.

Russelliiv paradox 1.29. Bud A libovolnd mnoZina. Pak nastane pravé jedna z moznosti
bud A € A nebo A ¢ A. Vsechny mnoziny rozdélime do dvou skupin: ty které jsou prvkem
samy sebe, tj. X = {A| A € A}, a ty, které nejsou prvkem samy sebe, tj. Y = {A| A ¢ A}.
Z4dnd mnozina viak nemuze patiit do X i Y soucasné. Uvazme nyni Y. Protoze Y je mnozina,
mus{ sama leZzet v X nebo Y. Pfipustme nejprve Y € X. Pak ale podle definice X plati Y € Y,
coZ je spor, nebot Y nemuze lezet v X i Y. Piipustme tedy, Ze Y € Y. Pak ale z definice
Y plyne Y ¢ Y, coz je rovnéz spor, protoze Y nemuze lezet a soucasné nelezet v Y. Vznika
nefesitelnd situace na urovni intuitivni teorie mnozin. Pojem mnoziny v intuitivnim smyslu se
ukézal prilis siroky. Problém spoc¢iva ve tvorbé mnozin: nutno ji omezit jistymi pravidly.

Tyto paradoxy v logice i v teorii mnozin si vynutily novou metodiku vystavby matema-
tickych teorii. Nejobvyklejsi metodou se stala axiomaticka vystavba. Mnoziny i vyroky lze
tvorit podle piesné specifikovanych pravidel.

9Georg Cantor (1845-1918) némecky matematik a logik
0 Galileo Galilei (1564-1642) italsky astronom
1 (Eukleides (325-260 pt.n.l.) fecky matematik

“ees

13Bertrand Russell (1872-1970) britsky matematik, logik, ...
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Definice 1.30. (Intuitivni definice mnoziny)

(a) Mnozina je souhrn libovolnych riznych (navzajem rozlisitelnych) objektu.

(b) Jednotlivé objekty nazveme prvky mmnoziny a shrnovani v jeden celek oznacime po-
moci slozenych zavorek. V mnozinovych zavorkach nezalezi na poradi, v jakém prvky
zapiSeme. Nezalezi ani na tom, kolikrat prvek v mmnoziné zapiseme. Pro prehlednost bu-
deme zapisovat kazdy prvek pouze jednou.

Mnoziny zpravidla oznacujeme velkymi pismeny a jejich prvky malymi pismeny.

~~ o~
(@)

)
d) Zépis a € A znamend, Ze objekt a je prvkem mnoziny A.
(e) Zapis a ¢ A znamend, Ze a neni prvkem mnoziny A.
(f) Rekneme, ze mnoziny A, B jsou si rovny, pokud maji stejné prvky, a piseme A = B.
(g) Rekneme, ze mnozina A je podmnozinou mnoziny B, kdyz kazdy prvek mnoziny A je

prvkem mnoziny B, a piSeme A C B. Symbol C se nazyva znak inkluze nebo také znak
podmnoziny.

(h) Mnozinu lze zadat vyctem prvku, tj. napsdnim seznamu, napi. {1,2,3} nebo pomoci
charakteristické vlastnosti, napt. {z € N : z < 3}.

(i) Symbolem () oznacujeme mnozinu, kterd nemd zadny prvek. Nazyvdme ji prazdna
mnozina. Neékteré dalsi ¢asto pouzivané ¢iselné mnoziny maji vlastni stalé oznaceni.

Vedle symbolu C se uzivé i symbol D (nadmnozina) ve vyznamu A D B, praveé kdyz B C A.

Analogicky k nerovnostem a < b, a < b néktefi autofi misto C pisi symbol C, aby se
zduraznilo, ze inkluze ptipousti i rovnost mnozin. Symbol A C B potom méa vyznam tzv.
vlastni inkluze, kdy kazdy prvek z A je i v B a existuje prvek z B, ktery neni v A. V tomto
textu nebudeme rozlisovat vlastni inkluzi a rovnost mnozin a budeme psat jen C nebo D.

Zéakladni vlastnosti inkluze shrneme ve vété:

Véta 1.31. Pro libovolné mnoziny A, B, C' plati:

(a) 0 C A

(b) A C A.

(c) ACBABCC = ACC — tzv. tranzitivita inkluze.
(d) ACBABCA & A=B.

Tvrzeni (a) a (b) jsou zfejma. Vlastnost (c) se nazyva tranzitivita inkluze. Tvrzeni (d)
ma zasadni vyznam pro diukazy mnozinovych rovnosti. Chceme-li dokéazat, ze A = B, tak
postupujeme tak, ze dokdzeme obé inkluze A C B a B C A. Odtud podle (d) plyne, ze A = B.

Priklady 1.32. Rozhodnéte, které z vyroku jsou pravdivé:

e Mnozina {0} nemd zddny prvek® (Neni pravdivy, mnozina md prvek ().)
o {11} ={1}¢ (Plati, prvek mize byt zapsan vickrdt.)

o {1} C {1}« (Plati.)

o {1,2} ={2,1}« (Plati, v zdpisu mnoZiny nezdvisi na poradi proki.)
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Definice 1.33. Mezi mnozinami A, B definujeme nasledujici zakladni operace:

(a) prunik ANB:={z : (x€ A)A(x € B)}.

(b) sjednoceni AUB :={z : (x€ A)V (z € B)}.

(c) rozdil mnozin A\ B:={z : | (x € A)A(z ¢ B)}.

(d) Promnoziny A C M doplnék (komplement) A v M jerozdil M\ A = {z € M

Casto se rozdil mnozin misto A\ B pise A — B.
Pokud je M dani zakladn{ mnozina misto M \ A piseme jen A“.

Poznamka 1.34. Uvédomte si souvislost mezi logickymi spojkami a mnozinovymi operacemi.
Necht A(z) a B(x) jsou vyrokové formy proménné z € M a oznacme M4 a Mp mnoziny prvki
x € M, pro které jsou vyroky A a B pravdivé, tj.

My={zeM|p(A(z)) =1},  Mp={xeM|p(B(z)) =1}

Potom Logické spojce konjunkce odpovidda mnozinova operace prunik, disjunkci sjednoceni a
negaci doplnék ve smyslu:

Mg = MaN Mg, Myyp = My U Mg, M_y=M\My.

Vennovy diagramy

Mnozinové operace znazoritujeme pomoci tzv. Vennovych!* diagramii: mnoziné odpovida
plosny utvary v roviné, nejcastéji kruh, elipsa nebo obdélnik.

O )|

ANB AUB A\ B AC=M\A

Obr. 1.1: Prunik A N B, sjednoceni AU B, rozdil A\ B mnozin A, B a doplnék A v mnoziné M.

Obrazky typu 1.1 zahrnuji vSechny mozné situace dvou mmnozin A, B C M. Kruznice
rozdéluji plochu na ¢tyti ¢asti. Kazdy prvek x € M méa 2 x 2 = 4 moznosti: byt nebo nebo
nebyt prvkem mnoziny A a byt nebo nebo nebyt prvkem mnoziny B. Pokud napiiklad mnoziny
A, B jsou disjunktni, jejich prunik AN B je potom mnozina prazdna.

V pripadé ti{ mnozin A, B,C C M je moznych 2 x 2 x 2 = 8 moznosti, které lze znazornit
diagramem s tfemi kruznicemi, viz Obr. 1.2, které obdélnik M rozdéluji na 8 casti.

rozdélit na 16 ¢asti. Mozné feseni je na Obr. 1.3. V kazdé casti je jind kombinace toho, zda
prvek nalezi nebo nendlezi jednotlivym mnozinam A, B, C, D.

14John Venn (1834-1923) anglicky matematik a logik

14



1. Zékladni pojmy 1C. Zékladni mnozinové pojmy

M M

(N )

av%

Y ) L)

" J 2

N/ J

Obr. 1.2: Vennuv diagram t¥{ mnozin. Obr. 1.3: Vennuv diagram ¢ty mnozin

Vlastnosti mnozinovych operaci

Pro mnozinové operace plati analogické vlastnosti jako pro logické spojky:

Veéta 1.35. Pro mnozinové operace N, U plati komutativni, asociativni a distributivni zakon:
(a) ANB = BNA, AUB = BUA,

(b) An(BNC) =(AnB)NC, AU(BUC) = (AUB)UC,

(¢) AN(BUC) = (ANB)U(ANCQO), AUu(BNnC) = (AUB)N(AUCQC).

Jesté uvedme jeden dulezity pojem: mnozinu vSech podmnozin mnoZziny:

Definice 1.36. Mnozina vSech podmnozin mnoziny A, tj. {X : X C A} se oznacuje
exp(A) nebo 24. V pifpadé koneéné mnoziny A s n prvky, mnozina exp(A) ma 2" prvki.

Piiklad. Jednoprvkovd mnozina A = {a} mé dvé podmnoziny, proto exp(A) = {0, {a}}, dvoj-
prvkovd B = {a,b} m4 ¢tyti podmnoziny exp(A) = {0, {a}, {b}, {a,b}}. Trojprvkovd mnozina
B ={a,b,c} uzmé 8 podmnozin, exp(A) = {0, {a}, {b},{c}, {a,b},{a,c}, {b,c}, {a,b,c}}.

Obecné, je-li mnozina A koneénd a méa-li n (ruznych) prvku, potom exp(A) obsahuje 2"
ruznych podmnozin mnoziny A. Pfi tvoreni podmnozin pro kazdy prvek mame dvé moznosti:
bud v podmnoziné bude nebo nebude, tj. mame 2-2- --- -2 = 2" riznych podmnozin.

Kartézsky soucin mnozin

Piipomenme, ze pro a # b zapisy {a,b} a {b,a}

oznacuji stejnou dvojprvkovou mnozinu, na poradi
v zapisu nezavisi. Zapisy [a,b] a [b,a] uréuje dve
ruzné usporadané dvojice. Pro libovolné mnoziny
A, B kartézsky souc¢in mnozin A, B je mnozina B la, B Ak
vsech usporadanych dvojic prvku z A a B, tj. b ’
Ax B:={[a,b] : (a€ A) N (be B)}.

S . L . ) a A
V pripadé intervalu A, B C R, kartézsky soucin
A x B je obdélnik, viz obr. 1.4. Obr. 1.4: Kartézsky sou¢in dvou mnozin
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1. Zékladni pojmy 1D. Zékladni ¢iselné mnoziny

Definice 1.37.

(a) Usporadana dvojice prvki a, b je dvojice prvku, kdy zédlezi na poradi, zapisujeme [a, b].
Proto [a,b] a [b,a] jsou ruzné dvojice. Obecné usporadana n-tice je soubor n prvku,
ve kterém je urcéeno, ktery prvek je prvni, druhy, ...n-ty, zapisujeme [ay, as,as, . . ., ay].
Prvky v n-tici se mohou opakovat.

(b) Kartézsky soucin mnozin A a B je mnozina vsech usporadanych dvojic [a, b]:

Ax B={[a,b] | (a€ A) N (be B)}.
(c) Podobné zavedeme kartézsky soucin n mnozin Ay, As, ..., A,:
Ay X Ay x Ap =A{[ar,...,a,] | (a1 € A1) A (a2 € A2) A ... A (a, € Ap)}-
Jestlize mnozina A; ma k; prvku, potom jejich kartézsky soucin ma kiko, - - - , k, prvku.

(d) Kartézsky soucin je asociativni: (A x B) x C'= A x (B x C).
(e) Kartézsky soucin vsak neni komutativni, obecné rovnost A x B = B x A neplati

Misto A x A piseme A%, misto A x A x A x B x C x C muzeme psat A> x B x C2.

1D. ZAKLADNI CISELNE MNOZINY

Uvedeme zakladni ¢iselné mnoziny. Jsou to Cisla ptirozena N, ¢isla cela Z, cisla racionalni Q,
¢isla redlna R a cisla komplexni C. Mnoziny lze setfadit pomoci inkluze NC Z C Q C R C C.

Prirozena cisla
Prirozend ¢isla vznikla ptirozené, kdyz lidé pottebovali urcit pocet urcitych objektu, naptiklad
kolik maji predmétu, ovci, ¢lenu tlupy. Az pozdéji byly konstruovany dalsi mnoziny cisel.

Definice 1.38. Mnozinu pfirozenych ¢isel oznacujeme N := {1,2,3,4,5,6,7,...}, jeji
prvky oznacujeme obvykle pismeny m,n, i, j, k, [, lze uzit i jina pismena.

Mnozina N je uspoiadand: pro kazdd dvé rizné éisla m, n plati bud m < n nebo n < m.
Operace séitdni m + n i ndsobeni m - n (zkrdcené mn) jsou definovany pro kazda m,n € R.
Operace odéitani m — n je definovana jen tehdy, pokud m > n.

Operace déleni m : n je definovana pokud m je délitelné n, tj. existuje k € N, ze m = n k.

Formdlni matematické definice pfirozenych &fsel je zaloZena na tzv. Peanovych!® axiomech:

Existuje ¢islo 1.

~—
o

Kazdé prirozené ¢islo n ma naslednika oznaceného n + 1.

Neexistuje ptirozené cislo, jehoz naslednikem by bylo ¢islo 1.

N~
o, o
S N N N N

Ruzné prirozena ¢isla maji ruzné nasledniky: pokud n # m, pak n+ 1 # m + 1.

Necht néjakou vlastnost V' spliiuje ¢islo 1 a necht pro kazdé ¢islo n plati: jestlize ¢islo n
spliiuje vlastnost V' pak vlastnost V' spliuje i naslednik n 4 1. Potom vlastnost V' spliuji
vSechna prirozena c¢isla.

15Giuseppe Peano (1858-1932) italsky matematik, filozof a logik

16



1. Zékladni pojmy 1D. Zékladni ¢iselné mnoziny

Axiom (e) zajistuje platnost dikazi technikou matematické indukee.

Pojem mmnoziny prirozenych ¢isel neni jednotny, jsou urcité duvody pridat k prirozenym
¢islum nulu, obvykle se vSak nula za ptirozené ¢islo nepovazuje. Prirozend ¢isla s nulou budeme
oznacovat Ny := {0} UN ={0,1,2,3,4,5,... }.

Cela cisla
Pii sméné predmétu lidé potiebovali rozlisit ,Ma dati“, tj.dluh, a ,Dal“, tj. abychom mohli
¢isla odecitat bez omezeni, k ptrirozenym c¢islum pfidame nulu a ¢isla —n opaéna k prirozenym
¢islum. Tim vznikla cela cisla.

Definice 1.39. Mnozinu celych ¢isel Z dostaneme ptridanim nuly a cisel opacnych
k prirozenym cislum:

Z:={1,2,3,...}yu{odu{-1,-2,-3,...} ={0,1,-1,2,-2,3,-3,...},

jejl prvky opét oznacujeme obvykle pismeny m,n, i, j, k, (.

Mnozina Z je také usporadana: m > n jestlize m —n > 0, tj.m —n € N.

Operace sc¢itani m + n, odéitani m — n i nasobeni mn jsou definovany pro vSechny dvojice
celych cisel.

Operace déleni m : n je definovana pouze pro n # 0 a jen tehdy, jestlize m je délitelné n, tj.
existuje celé ¢islo k € Z, ze m =nk.

Racionalni ¢isla
Abychom mohli v§echna ¢isla navzéjem délit (kromé déleni nulou), pridame zlomky. Dostavame
tak racionalni ¢isla:

Definice 1.40. Mnozinu racionalnich ¢isel oznac¢ujeme Q. Je to mnozina zlomku (podili)
celych ¢isel s nenulovym jmenovatelem (délitelem). Pro jednoznaénost vyjadieni raciondlniho
cisla pozadujeme, aby jmenovatel zlomku 2 byl prirozené cislo n € N, citatel celé cislo m € Z

a ¢isla m,n byla nesoudélnd: jejich nejvétsi spolecény délitel D(m,n) byl 1:
m
@::{— . mEZ AneEN A D(m,n):1}.
n

Raciondlni ¢isla oznacujeme obvykle pismeny x, v, z,p,q,7,a,b, ¢, d, . . ..

Mnozina Q je usporadand, ™ < ™2 pokud ming < mony (n1,ne > 0 protoze podle definice

’ ny ng
ni,ny € N.
Operace scitani x + y, odcitani  — y a ndsobeni x y jsou definované pro kazda dvé racionalni
¢isla x,y. Operace déleni z : y je definovana jen pro y # 0.

Operace se zlomky

Je to sice uc¢ivo ze zékladni skoly, najdou se vsak studenti, ktefi tyto operace neovladaji. Patii
mezi né napiiklad ,stfihaci zlomku“ ktefi pocitaji podle ,svych pravidel”

1 1 1

TN . a+b_a b
2+3 2 3

c+dic+d'

(a+b)t=atl+b !
Dosazenim konkrétnich ¢isel za a, b, ¢, d snadno ovérite, ze vySe uvedena ,,pravidla‘ neplati.
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1. Zékladni pojmy 1D. Zékladni ¢iselné mnoziny

Pripomenme spravna pravidla pro pocitani se zlomky:

Véta 1.41. Pro racionalni, redlna i komplexni ¢isla a, b, ¢, d plati nasledujici pravidla:
a ¢ ad+tbe a ¢ ad—bc a ¢ ac
-t = — —_———= - = — b£0, d#0
b3 "%a ° b d- bd ° b d_bpa Peb70 470
7 _a ¢ a d ad
L= == - = — b#£0 0, d#0.

Realna cisla
Redlna cisla vychézeji z geometrické predstavy bodu na primce. Odmocnina z vétsiny piiroze-
nych ¢isel 2,3,5,6,7,8,... neni ¢islo pfirozené ani racionalni, lezi vSak na ¢iselné ose mezi ra-
cionalnimi ¢isly. Mnozinu realnych cisel tak dostaneme z mnoziny racionalnich ¢isel ,,vyplnénim
dér” mezi racionalnimi ¢isly pomoci tzv. iracionalnich ¢isel, které nelze vyjadrit ve tvaru zlomku
2. kde m € Z, n € N. Jsou to naptiklad odmocniny V'2,3/3,4/5, ..., jejich ndsobky, souciny a
podily, napf. %\/5, V/5/4/T a také ¢isla 7, e a mnoho dalsich.

Definice 1.42. Mnozinu realnych ¢isel oznacujeme symbolem R, jako u racionédlnich ¢isel
jeji prvky obvykle oznacujeme pismeny z,vy, z,u,v,p,q,r, S, t,u,v,a,b,c,d, . ..

Pro libovolné a,b € R spliujici a < b definujeme oteviené, uzaviené intervaly
(a,b) :={zr€R : a<z<b} (a,b) :={rx €R : a <z <b},

a polouzaviené (polooteviené) intervaly
(a,b) ={r €eR:a<x<b}, (a,b) :=={r €R:a < x<b}.

V piipadé ,otevieného“ konce ptipoustime a = —oo nebo b = oo, napt. (—o00,b) a (a,00).
Oznaéime R := (0, 00) a podobné Rf := (0,00), R~ := (—00,0) a R; := (—o0,0).
Mnozinu redlnych ¢isel rozsifenou o symboly +o0o zna¢ime R* := R U {—o00, c0}.

Stejné jako u racionalnich ¢isel redlna cisla tvori mnozinu uspotradanou. Operace séitani x4y,

odéitani x — y, nasobeni x y a déleni x : y jsou definovany pro vsechny dvojice redlnych cisel,
jen pii déleni vyzadujeme y # 0.

Pro otevieny a uzavieny interval se uzivaji také hranaté zavorky: |a,b[ znamend otevieny
(a,b) a [a,b] oznacuje uzavieny interval (a,b).

Maximum, supremum, minimum a infimum

Omezend (tj. ohrani¢end) podmnozina M mnoziny redlnych ¢isel R muze mit své maximum: je
to nejvetsi prvek m mnoziny M, tj.

m:=max(M) <= meM AN VzeM plati z <m.

Otevieny interval (0,2) vSak nemd maximum, protoZe prava mez 2, kandiddt na maximum,
uz neni v M a nemuze byt proto maximem. Abychom tuto nepiifjemnost odstranili, zavedeme
pojem supremum mnoziny, které je rovno maximu mnoziny v ptfipadé, ze maximum existuje.
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1. Zékladni pojmy 1D. Zékladni ¢iselné mnoziny

Supremum mnoziny nemusi byt v dané mnoziné. Je to tzv. ,nejmensi horni zavora“ mnoziny,
tj. nejmensi ¢islo, které je vétsi nebo rovno nez vSechna ¢isla mnoziny M.

Omezend podmnozina také nemusi mit své minimum, napiiklad opét interval (0,2). Po-
dobnymi tvahami zobecnénim pojmu minimum dostaneme pojem infimum mnoziny: je to
,hejvetsi dolni zavora®, tj. nejvétsi ¢islo, které je mensi nebo rovno nez vsechna ¢isla mnoziny.
Také infimum mnoziny v dané mnoziné byt nemusi.

Definice 1.43. Bud M neprazdna omezend podmnoZina mnozZiny realnych ¢isel R. Potom:
(a) Cislo h je horni zdvora mnoziny M, jestlize Vo € M plati = < h.

Cislo s je supremum mnoziny M jestlize s je nejmensi horni zdvora, s = sup(M).
Cislo d je dolni zdvora mnoziny M, jestlize Vz € M plati = > d.

)

()

(d) Cislo i je infimum mnoziny M, jestlize i je nejvétsi dolnf zavora, piseme i = inf(M).
) Pokud mnozina M neni omezena shora, nema horni zavoru a polozime sup(M) = co.
)

Pokud mnozina M neni omezend zdola, nema dolni zavoru a polozime inf(M) = —oo.

Priklady 1.44.

(a) Horni zédvorou otevieného intervalu I = (1,5) je nekone¢né mnoho, napit. ¢isla 5,6,7,. ..,
také 5.1 a 5.01. Nejmensi z nich je 5. Proto supremum itervalu je sup(/) = 5. Podobné
dolni zavory jsou ¢isla, —1,0,1,0.9,..., nejvétsi z nich je ¢islo 1. Proto infimum intervalu
je inf(/) = 1. Maximum ani minimum otevieného intervalu I neexistuje.

(b) Uzavieny interval I = (1,5) mé& stejné horni i dolni zavory jako v predchozim piikladu.
Proto supremum i maximum intervalu je sup(/) = max(/) = 5 a také infimum i minimum
je inf(I) = min(/) = 1.

(¢) Intervaly I; = (1,5) a I, = (1,5) maji stejné supremum sup(/;) = sup(/ly) = 5 = max(/;) a
stejné infimum 1nf([1) = inf(/) = min(/5) = 1. maximum max(/5) ani min(/;) neexistujf.

(d) Mnozina M = {1, 1 .} mé max(M) = sup(M) = 1, inf(M) = 0 minimum nema.

727374757‘

(e) Neomezeny interval J = (1,00) mé sup(J) = oo, inf(J) = 1, maximum ani minimum
vSak nemd. Podobné neomezeny interval J = (—o0, 3) md sup(J) = max(J) = 3, infimum
inf(J) = —oo, minimum nemé.

Poznamky 1.45.

vvvvvv

supremum a infimum, v8ak maji lepsi vlastnosti: vzdy existuji, zatimco maximum i mini-
mum existovat nemusi.

(b) Pokud mnozina ma maximum, je to soucasné i supremum a pokud existuje minimum, je
to také infimum.

(¢) Vztah s = sup(M) neprazdné mnoziny M znamend dvé vlastnosti:
(i) Pro kazdé z € M plati z < s,
(ii) Supremum s je nejmensi horni zévora, tj. kazdé ¢islo mensi nez s neni horni zavorou:

pro kazdé € > 0 ¢islo s — € neni horni zavorou, protoze existuje x € M ze x > s — €.
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1. Zékladni pojmy 1D. Zékladni ¢iselné mnoziny

(d)

Podobné vztah i = inf(M) neprazdné mnoziny M znamend dvé vlastnosti:

(i) Pro kazdé x € M plati = > 1,

(ii) Infimum je nejvétsi dolni zdvorou: tj. kazdé ¢islo vétsi nez ¢ neni dolni zavorou:
pro kazdé ¢ > 0 existuje x € M ze x > s — €.

Véta 1.46. Uvazujme libovolné podmnoziny M, My, Ms mnoziny realnych ¢isel. Potom plati:

Pokud sup(M;) = oo, potom polozime max(sup(M;), sup(Ms)) := oo.
Podobné v piipadé inf(M;) = —oo polozime max(inf(M;), inf(M;)) := —oc.

Kazda podmnozina M mnoziny realnych ¢isel R mé svoje supremum a infimum.
Jestlize existuje maximum max(M) mnoziny M, je to i supremum: sup(M) = max(M).
Jestlize existuje minimum min(M), je to i infimum: inf(M) = min(M).

Pro kazdou neprazdnou M a x € M plati —oo < inf(M) <z <sup(M) < .

Plati sup(M; U My) = max(sup(M;),sup(Ms)).

Plati inf(M; U My) = min(inf(M,), inf(Ms)).

Poznamky 1.47.

(a)

()

V Definici 1.43 jsme zavedli supremum a infimum neprazdné mnoziny. Jak zavést supre-
mum prazdné mnoziny. Horni zadvorou prazdné mnoziny je kazdé redlné ¢islo. Nejmensi
dolni zdvora proto neexistuje, ale infimum je —oo, proto polozime sup(f)) := —oo. Po-
dobné dolni zavorou prazdné mnoziny je kazdé realné cislo. Nejvetsi dolni zavora proto
neexistuje, supremum je 0o proto polozime inf()) = oo.

Stejny vysledek dostaneme, pokud chceme, aby vlastnost (c) z predchozi véty platila i pro
pripad prdzdné mnoziny. Pokud M; = () a sup(Ms) := m, potom plati M; U My =
My, a proto sup(M; U My) = sup(Mz) = m. Podle podminky (c) sup(d U My) = m =
max(sup(()), m) md platit pro kazdé m. To je splnéno v pripadé sup(f)) = —oo.

Podobné lze odvodit, inf(()) = oo je nutnou podminkou, aby vlastnost (d) platila i pro
pripad prézdné mnoziny, tj.aby platilo inf(() U Ms) = min(inf (@), inf(Mz) pro libovolné
infimum mnoziny M.

Poznamky 1.48. (Dedekindovy tezy)
V teorii mnozin se redlnd ¢isla zavadéji pomoci tzv. Dedekindovych!® fez.

(a)

(b)

Dedekindovym fezem (anglicky ,cut®) nazveme dvojici (A, B) podmnozin racionélnich
¢isel Q, ktera vznikne ,roziezanim® mnoziny raciondlnich ¢isel na dvé neprazdné casti:
dolni cast A a jeji doplnék horni ¢ast B = Q \ A, pticemz pro kazdé a € A a b € B plati
a < b. Navic pozadujeme, ze dolni ¢dst A nem4 nejvétsi prvek. Rez je tak jednoznacné
urcen svou dolni ¢asti A.

Mnozina A je tak vzdy interval racionalnich ¢isel od minus nekoneéna, B pak interval
racionalnich ¢isel (vétsich nez kterékoliv ¢islo z A) po nekonecno.

Rezy 1ze rozdélit do dvou druhi:
(i) B ma nejmensi prvek ¢, tj. B = (g,00) N Q,

(ii) B nemd nejmensi prvek.

16Richard Dedekind (1831-1916) némecky matematik.
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1. Zékladni pojmy 1D. Zékladni ¢iselné mnoziny

Rezy prvnfho druhu ztotoznime s raciondlnim ¢fslem ¢, které je nejmensfm prvkem horni
casti B. Rez druhého druhu, kdy A neméd nejvétsi prvek a ani B nemd nejmensi prvek,
definuje nové tzv. iracionalni ¢islo. Napiiklad fez A = {g € Q | ¢ < 2} urcuje raciondlni
¢islo 2, fez A = {q € Q | ¢* < 3} definuje iraciondlni ¢islo v/3.

(c) Rezy jsou usporddané podle inkluze dolnich ¢ésti, coz dava uspoiddéni odpovidajicich
realnych ¢isel: jestlize A; C Ay, potom fekneme, ze a; < aq, kde a; je redlné cislo urcené
fezem A;. Cislo je kladné, pokud jeho dolni ¢ast A obsahuje interval (—oo, 0).

(d) Déle nutno pomoci fezu definovat operace s¢itani, od¢itani, ndsobeni i déleni redlnych ¢isel.
Potieba ovérit, ze definice nejsou ve sporu a operace maji pozadované vlastnosti. Naptiklad
soucet dvou ¢isel uréenych fezy Aj, Ay je urCen fezem {xq + x2| x1 € Ay, 29 € As}.

(e) V teorii Dedekindovych fezu symbol nekoneéno oo odpovida ,fezu® (Q, ) s préazdnou
hornf ¢dsti a symbol —co fezu (0, Q) s prazdnou dolnf ¢ésti.

(f) Supremum mnoziny ¢isel je sjednoceni dolnich ¢asti fezu vSech ¢isel mnoziny a infimum
mnoziny ¢isel je prunik dolnich ¢asti vSech ¢isel mnoziny.

Komplexni ¢isla

Podnétem pro rozsifeni mnoziny realnych éfsel je fakt, ze kvadratické rovnice a 22 +bx +c =0
s realnymi koeficienty a,b, ¢ a zdpornym diskriminantem D := b?> — 4ac < 0 nemaji v oboru
realnych cisel feseni.

Rozsiteni spoc¢iva v tom, ze k realné ¢asti x pridame tzv. imaginarni ¢ast y oznacenou tzv.
imaginarni jednotkou i. Komplexni ¢islo z = [z, y] s redlnou slozkou x a imaginarni slozkou
y tak zapiSeme z = x + iy. Komplexni ¢isla znazornujeme jako vektory v tzv. komplexni
Gaussové!” roviné, na vodorovnou osu dédvdme redlnou ¢ast z, na svislou osu imagindrni ¢st
y. Komplexni ¢islo z = x + iy tak zndzornujeme jako vektor o soutradnicich (z,y).

Definice 1.49. Komplexni ¢islo z = [, y] 1ze reprezentovat usporadanou dvojici redlnych ¢isel
x,y, kde prvni slozka x se nazyva realna ¢ast a druha y je imaginarni ¢ast komplexniho
¢isla z. Zapisujeme ho ve tvaru z = x + iy, kde i oznacuje imaginarni jednotku, ktera
splituje i = —1. Mnozinu komplexnich é&isel C lze ztotoznit s rovinou R2.

Komplexni ¢islo a jeho slozky obvykle zapisujeme pismeny z = [z,y] = = + iy, také
w = [u,v] = u+ iv.

Komplexni ¢isla nelze ,rozumné® usporadat, mnozina komplexnich ¢isel C netvori uspo-
fadanou mnozinu jako ¢isla prirozena, celd, racionalni a realna.

Operace scitani a odéitani jsou definovany po slozkéch: pro z; = [x;, y;] = 2; + iy; polozime

21+ 22 1= (11 + T, y1 + Y] = (21 + 2) + (Y1 + 2),
21— 2 i= [T1 — To, Y1 — Yo| = (w1 — 22) + i(y1 — v2).
Zrovnosti i-1=1-1i=1 a i-1i= —1 Ize snadno odvodit pravidlo pro nasobeni:

21 2y 1= (X120 — Y1¥o, T1Y2 + Toyt] = (2122 — y1y2) + i(T1y2 + 22y1) -

Cislo Z := [z, —y] = = — iy se nazyva &islo komplexné sdruzené k &islu 2z = [z, 9].

17Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) némecky matematik a fyzik
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1. Zékladni pojmy 1D. Zékladni ¢iselné mnoziny

Vedle uvedeného algebraického zapisu z = x+ iy kom-
plexniho ¢isla z se uziva také goniometricky tvar, ktery
obsahuje velikost r vektoru (x,y) a jeho smér urceny jed-
notkovym vektorem (cos ¢, sin ) svirajici s osou x orien-
tovany thel ¢, viz Obr. 1.5. Pritom plati

r=+/a24+y? wx=rcosp, y=rsiny.

Protoze funkce sin a cos maji periodu 2w, orientovany 0 o
thel ¢ je urcen jednoznacéné az na pricteni libovolného
celého nésobku 27, tj. pro celé k uhly ¢ a ¢ 4+ 2km urcuji
stejné komplexni ¢islo z.

Yy z=x+ 1y

Obr. 1.5:  Algebraicky a gonio-
metricky tvar komplexniho ¢isla z.

Séitani komplexnich ¢isel z1 + 2o odpovida scéitani prislusnych vektoru v roviné, viz Obr. 1.6.
Operace nasobenti je rozsifenim operace nasobeni redlnym ¢islem. Pokud z; := [r, 0] je redlné
¢islo, potom soucin je z; nésobek vektoru zo, tj.z1 - 2o = [1,0] - [22, y2| = [rae, rys).
tvaru soucin z = z; - 29 komplexnich ¢isel z; = x; + iy; s velikostmi r; a ihly ¢; ma velikost r
rovnou soucinu velikosti » = r; - 75 a hel ¢ je soucet thlu ¢ = p; + ¢, viz Obr. 1.7.

z1+ 29 cl 22
Z1
T1-T9
22
0
Obr. 1.6: Soucet dvou komplexnich ¢&isel. Obr. 1.7: Souc¢in dvou komplexnich ¢isel

Absolutni hodnotou ¢éisla nazyvame jeho ,vzdalenost® od pocatku, tj. od komplexni nuly
0 = [0,0]. Je definovéna pro vsechna ¢isla a je vzdy kladné ¢islo nebo nula:

Definice 1.50. Pro nezdporné ¢islo (ptirozené, celé, racionélni i redlné) je absolutni hodnota
|| stejné ¢islo x. Pro zéporné &slo « < 0 je |z| = —z, tj. éislo kladné. Plat{ vzorec |z| = V22,
ktery pro komplexni ¢islo z = [z, y] podle Pythagorovy véty nutno doplnit na |z| = /22 + y2.
Plat{ také |z|> = z - z, kde Z = [z, —y]| je ¢islo komplexné sdruzené.

Vlastnosti operaci racionédlnich, realnych i komplexnich ¢isel shrnuje nasledujici véta:

Véta 1.51. Operace sc¢itani a nasobeni na celych, racionalnich, realnych i komplexnich éislech
z; jsou asociativni, komutativni:

(z1+22)+23 = 21+ (22+23), (21°22) 23 =21-(22-23), 22+21=21+22, 22:21 =212

a jsou spojeny distributivnim zakonem:

21 (n+2z)=21-2n+t2-23, (n+z)tm=2-23+20 2.
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1. Zékladni pojmy 1E. Relace

Pro absolutni hodnotu souc¢inu plati |z - y| = |z| - |y|.

Pro absolutni hodnotu souctu plati tzv. trojihelnikova nerovnost |z + y| < |z| + |y|.

Kvaterniony

Uvedme jesté dalsi rozsifeni komplexnich éfsel. Pfiddnim imagindrni slozky k redlnému éislu
jsme ziskali komplexni ¢isla, které lze reprezentovat usporadanou dvojici realnych ¢éisel se
specialnim nasobenim.

Dalsim rozsitenim ¢isel jsou ¢isla zvana kvaterniony. Lze je reprezentovat pomoci ¢tvetic
redlnych ¢isel (a, b, ¢, d). K redlné a imaginarni slozce oznacené jednotkou i = (0, 1,0, 0) pfiddme
dalsi dvé imagindrni slozky j = (0,0,1,0) a k = (0,0, 0, 1). Kvaternion urceny ¢tvetici (a, b, ¢, d)
lze tak zapsat jako a +bi—+cj+ dk.

Operace scitani kvaternionu je sc¢itani po slozkach jako sc¢itani vektoru:
(a1,b1,c1,d1) + (ag, by, co,da) = (ag + ag, by + by, 1 + o, dy + da);
nebo v zapisu pomoci komplexnich jednotek
(a1+0b1i+crj+di k) +(ag+byitcaj+da k) = (a1 +ag)+ (by+ba) i+ (c1+¢o) j+(di+da) k.

Nésobeni je urceno vziajemnym soucinem 1 a imaginarnich jednotek i, j, k:

1-1=1, 1-i=1i, 1-j=j, 1-k=k,
1-1=1, i-i=-—1, i-j=k, i-k=-—j,
j-1=17, jri=-k, j-j=-1, j-k=

k-1=k, k-i=]j, k-j=—1i, k-k=-1

Absolutni hodnota kvaternionu je |a + bi + cj+ dk| = Va2 + n? + ¢ + d2.

Operace scitani kvaternionu je asociativni a komutativni, operace nasobeni je asociativni
ale neni komutativni.

MnozZina kvaternionti se oznacuje H podle svého objevitele Hamiltona'® Kvaterniony se
uzivaji k popisu rotace v R? i R%.

1E. RELACE

Definice 1.52. Budte A, B neprazdné mnoziny, které nemusi byt ruzné. Binarni relaci R
mezi mnozinami A, B nazveme libovolnou podmnozinu R kartézského soucinu A x B

RCAxB:={[a,b] : a€ A AN be B}.

Je-li A = B mluvime o binarni relaci na mnoziné A.

Binarni relace R urcuje dvé vyznacné mnoziny:
Defini¢ni obor relace R: D(R):={ac€ A|Ibe B:[a,b] € R},
Obor hodnot relace R: H(R):={be B|Jac A:[a,b] € R}.

18William Rowan Hamilton (1805-1865) byl irsky matematik, fyzik a astronom.
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1. Zékladni pojmy 1F. Zobrazeni

Vztah [a,b] € R se také casto zapisuje aRb.

Prikladem binarni relace je tzv. relac¢ni databdze, ktera strukturuje data ve formé tabulek.
Naptiklad relace R C A x B, kde A je mnozina zaméstnanci, B mnozina vozidel a relace R
vyjadiuje, kdo s kterym vozidlem ma pravo jezdit.

V matematice uzivame relace napt. rovnost =, nerovnosti <, <, >, >.

VVVVVV

popiseme v nasledujici definici:

Definice 1.53. Bud R bindrni relace na mnoziné A. Rekneme, ze relace R je

reflexivni, pokud Va € A plati [a,a] € R,

symetrickd, pokud Va,b € A plati ([a,b] € R) = ([b,a] € R),
antisymetrickd, pokud Va,b € A plati ([a,b] € R) A ([b,a] € R) = (a=10),
tranzitivni, pokud Va,b,c € A plati (([a,b] € R) A([b,c] € R)) = ([a,c] € R),

ekvivalence, pokud je reflexivni, symetricka a tranzitivni.

AAAAA
Q. o T
— N N N N

€

Priklad. Na mnozinach N, Z, @, R mame ptirozenou relaci R neostré nerovnosti ,,<“ defino-
vanou [x,y] € R jestlize x < y. Tato relace je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni. Ostrd
nerovnost ,,<“ je tranzitivni, neni vSak symetrickd ani antisymetricka ani reflexivni.

Priklad. Mezi konetnymi podmnozinami mnoziny N muzeme zavést relaci R poctu prvku:
[A, B] € R pokud mnoziny A a B maji stejny pocet prvku. Tato relace je reflexivni, symetrickd
a tranzitivni, je proto ekvivalenci.

Definice 1.54. Bud R C A x B. Relaci R ! nazveme relaci inverzni k relaci R, pokud je
podmnozinou B x A a plati [b,a] € R™! prave kdyz [a,b] € R.

Piiklad. Relace ,>* je inverzni k relaci ,<“ a ,>% je inverzni k relaci ,<“. Je-li relace R na
mnoziné A symetrickd, R~! = R.

Pojem binarni relace lze zobecnit na relaci mezi vice mnozinami:

Definice 1.55. n-arni relaci rozumime podmnozinu kartézského soucinu A; x Ay x -+ A,,,
kde Ay, As, ..., A, jsou neprazdné, ne nutné navzdjem ruzné mnoziny.

1F. ZOBRAZENI

Zobrazeni je zdkladnim pojem matematiky. Po formélni strance je to relace F, ve které pro
kazdé a € A existuje nejvyse jedno b € B, ze [a,b] € F. Jazykem matematiky to zapisujeme:

Definice 1.56. Zobrazenim z mnoziny A do mnoziny B nazveme relaci F, ktera spliuje
Vae AVbibeB plati (([a.bi] € F) A (labo] €F) = by =by

Misto F C A x B piSeme [: A— B amisto [a,b] € F piSeme b = f(a) nebo a — f(a).
Prvek a se nazyva vzor prvku b v zobrazeni f a b fikame obraz prvku a v zobrazeni f.
Funkci obvykle rozumime zobrazeni, kde mnozina B je ¢iselna.
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1. Zékladni pojmy 1F. Zobrazeni

Pojem defini¢ni obor a obor hodnot relace preneseme na zobrazeni:

Definice 1.57. Vsechna a € A, pro které existuje b € B takové, ze f(a) = b, tj. [a,b] € F,
tvoif mnozinu, které fikdme definiéni obor zobrazeni f a zna¢ime D(f).

Vsechna b € B, pro které existuje a € A takové, ze f(a) = b, tj. [a,b] € F, tvori mnozinu,
které fikdme obor hodnot zobrazeni f a zna¢ime ji H(f).

Pokud obor hodnot zobrazeni f je ¢asti definiéniho oboru g, zobrazeni lze skladat:

Definice 1.58. (Sklddani zobrazeni) Budte A, B,C mnoziny a f: A— Bag: B — C
zobrazeni. Jestlize H(f) C D(g), potom existuje zobrazeni go f : A — C definované vztahem
Ve e D(f), (go f)(x) = g(f(x)), které nazyvdme zobrazeni slozené. Zipis g o f ¢teme ,g

po fcc )

Dulezitymi vlastnostmi zobrazeni jsou nasledujici pojmy:

Definice 1.59. Zobrazeni f : A — B (definované na celém A, tj. D(f) = A) nazveme
(a) prosté neboli injektivni nebo injekce, jestlize kazdy obraz mé jenom jeden vzor, tj.
Vaj,ap € A Vbe B plati b= f(a1), b= f(as) = a1 =as.

(b) na neboli surjektivni nebo surjekce, jestlize obor hodnot funkce je celd mnozina B,

tj. H(f) = B.

(c) vzdjemné jednoznacné neboli bijektivni nebo bijekce, jestlize zobrazeni je injek-
tivni i surjektivni. Rikame, ze f je bijekce mnozin A a B.

Sklddani zobrazeni (pokud je definované) je asociativni: (fog)oh = fo(goh).

Kazda bindrn{ relace R C A x B m4 svoji inverzni relaci R~ C B x A. Pro bijektivn{
zobrazeni f : A — B stejnym zpusobem definujeme inverzni zobrazeni f~!: B — A.

Definice 1.60. Bud f : A — B vzdjemné jednozna¢né zobrazeni mezi mnozinami A a B.
Potom zobrazeni f ! nazveme zobrazenim inverznim k zobrazeni f, jestlize pfislugna relace
F~1je inverzni k relaci F, tj.

YVac A VYbe B plati f'(b)=a < f(a)=0.

Pokud zobrazeni f definované na D(f) C A je prosté ale neni na, potom lze definovat inverzni
zobrazeni f~! s defini¢nim oborem D(f~!) = H(f) a oborem hodnot H(f~') = D(f).

Poznamky 1.61.

(a) Skladani zobrazeni (pokud je definované) je asociativni: (hog)o f = ho (go f), neni
vsak komutativni, jestlize g o f je definované, f o g nemusi byt vibec definované.

(b) Zvlastnim piipadem zobrazeni je identické zobrazeni I, na mnoziné M. Je to zobrazeni
z M do M, které ,nic nedéela”, tj. D(Iny) = H(Iy) = M aly(z) =z, Yo € M.

(c) Identické zobrazeni I, je bijektivni z M na M, ma inverzni zobrazeni, které je stejné, tj.
(In;)~! = I,;. Pusobi jako neutrdlni prvek: pro f: A — B plati f =Igo f = foly.

(d) Inverzni zobrazeni k zobrazeni f : A — B muZeme definovat vztahy f~!o f = 14,

fofa=1Ig
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1. Zékladni pojmy 1G. Mohutnost mnozin

(e) Zobrazeni F' nazveme rozsitrenim neboli extenzi zobrazeni f a obrdcené fekneme, ze
zobrazeni f je ztizenim neboli restrikci zobrazeni F', pokud D(f) C D(F) a plati
F(z) = f(z) pro vSechna = € D(f).

1G. MOHUTNOST MNOZIN

Kterd ze dvou mnozin ma vic prvku? V piipadé koneénych mnozin staci porovnat pocty

VVVVVV

prvki, misto toho mluvime o mohutnosti mnoziny. Mohutnost mnoziny porovnavame pomoci
prostého zobrazeni:

Definice 1.62. (Mohutnost mnozin)

(a) Rekneme, Ze mnozina A mé stejnou nebo mensi mohutnost nez mnozina B, pokud
existuje prosté zobrazeni, které kazdému prvku z A pritadi jeden prvek z B. (Prosté
znamend, ze ruznym prvkum mnoziny A prifadi ruzné prvky mnoziny B).

(b) Rekneme, 7ze mnoziny A a B maji stejnou mohutnost, pokud existuje prosté zobrazeni
z A do B a také existuje prosté zobrazeni z B do A.

(¢) Rekneme, ze mnozina A md mensi mohutnost nez mnozina B, pokud existuje prosté
zobrazeni z A a do B, ale neexistuje prosté zobrazeni z B do A.

Poznamky 1.63.

(a) Plati: Mnoziny A, B maji stejnou mohutnost, pokud existuje bijektivni, tj. vzajemné jed-
noznacné zobrazeni z A do B.

(b)  Uvedenou definici 1ze uplatnit i na koneéné mnoziny. Pfitom plati: pokud kone¢né mnoziny
maji stejné mohutnosti, maji i stejny pocet prvki.

(¢) Pro konetné mnoziny plati: MnoZina A, kterd je vlastni podmnoZinou B (tj. A C B a v B
existuji proky, které nejsou v A), md méné proku, tj. A md mensi mohutnost nez B.

(d) V piipadé nekoneénych mnozin tato vlastnost neplati: napiiklad mnozina ptirozenych
¢isel ma vice prvkia nez mnozina prirozenych ¢éisel, pritom, jak uvidime, obé mnoziny
maji stejnou mohutnost. Kvili tomuto paradoxu podle Galilea nemé smysl porovnavat
pocet prvkiu nekonecénych mnozin.

Povsimnéme si nékterych nekonec¢nych mnozin, které maji stejnou mohutnost jako mnozina
prirozenych ¢isel N, tedy mnoziny, jejichz prvky lze ,oindexovat® prirozenymi ¢isly, tj. setadit
do posloupnosti. Pritom jedna muze byt vlastni podmnozinou druhé a presto ma stejnou mo-
hutnost. Je to je napiiklad mnozina vsech kladnych sudych ¢isel {2, 4,6, 8,10, ... }, kdy bijekei
je zobrazeni n — 2n.

Také mnozinu vSech celych ¢isel Z lze ,oindexovat® prirozenymi ¢isly, pokud ji sefadime do
posloupnosti {0, —1,1,-2,2, 3,3, —4,4, —5,5,... }.

Prekvapivéjsi vsak je, ze stejnou mohutnost ma i mnozina vSech racionalnich ¢isel Q, coz
lze dokazat néasledovné. Racionalni ¢isla zapiSeme ve tvaru %, kde p je celé, q ptirozené a p, q
jsou nesoudélnd, ¢islo 0 zapiSeme jako 9. Kazdému &islu £ nynf piiradime tzv. vjsku r = [p|+q.
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1. Zékladni pojmy 1G. Mohutnost mnozin

Protoze pocet raciondalnich ¢isel s danou vyskou r je koneény, ¢isla setadime do posloupnosti
nejprve podle vysky r a pak podle citatele p: nejdiive vypiSeme vSechna cisla s vyskou r = 1,
pak s vyskou r = 2, r = 3, r = 4, atd. Timto zpusobem sestavime posloupnost, kterd obsahuje
vSechna racionalni ¢isla:

0 -11 -2 -112 -3 —-11
1’1 1722’17 17373

Definice 1.64. Nekone¢né mnoziny, které maji stejnou mohutnost jako mnozina pfrirozenych
¢isel N, se nazyvaji spocetné.
Mnoziny koneéné a spocetné se dohromady oznacuji terminem nejvyse spocetné.
Mnozinu M, kterd ma nekonetné mnoho prvku, ale neexistuje prosté zobrazeni mezi
mnozinou M a mnozinou pfirozenych ¢isel N, nazyvame mnozinou nespocetnou.

Z definice plyne nésledujici tvrzeni:

Véta 1.65. Podmnozina spocetné mnoziny je nejvyse spocetnd, tj. koneéna nebo spocetna.

Mnozina je nespocetna, pokud obsahuje nespocetnou podmnozinu.

Existuje nespocetna mnozina? Napiiklad realna ¢isla nebo jenom interval redlnych cisel tvori
nespocetnou mnozinu:

Véta 1.66. Interval redlnych cisel (0, 1) je nespocetnd mnozina.

DUKAZ. Predpokladejme opak, tj. ze interval (0,1) je spocetnd mnozina. Kazdé &islo z to-
hoto intervalu lze zapsat ve tvaru nekoneéného desetinného rozvoje, ktery zac¢ina nulou a po
desetinné tecce pokracuje nekoneénou posloupnosti éislic ¢; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Kazda
takova posloupnost urc¢uje pravé jedno redlné ¢islo z intervalu (0, 1). Toto vyjadieni redlného
¢isla je jednoznacné s vyjimkou ¢isel koncicich samymi nulami a samymi devitkami, které urcuji
stejné cislo, napriklad rozvoje 0.19999999999 ..., 0.20000000000... urcuji stejné realné ¢cislo
0.2, proto rozvoje se samymi devitkami muzeme vyloucit.

Predpokladejme tedy, Ze vSechna redlnd ¢isla z intervalu (0, 1) zapsané ve tvaru nekoneéného
desetinného rozvoje lze seradit do posloupnosti:

[ O.a11a12a13a14a15 e Qyp ey
a9 = O.a21a22a23a24a25 e Qop .y
as = O.a31a32a33a34a35 ¢ 2 VAR
a4 = O.(Z416L426L436L446L45 e Qhp ey

as = O.(Z51(152(153(154a55 e Qyp ey
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1. Zékladni pojmy 1H. Algebraické struktury

Sestrojme nyni ¢islo b = 0.b1babgby ... b, ... takto: je-li cislice a; = 1, klademe b; = 2, je-li
a; # 1, klademe b; = 1. Cislo b takto sestrojené je ruzné od vsech ¢isel a; (od ay se lis{ v prvni
¢islici za desetinnou teckou, od as se lisi v druhé éislici za desetinnou teckou, atd.). Protoze
¢islo b € (0,1), mélo by byt ve vypsaném seznamu, tzn. mélo by byt nékterym z ¢isel a;, ale
neni, coz je spor. Proto interval (0,1) a tudiz i mnozina R jsou nespoc¢etné mnoziny. U

Dusledkem ptredchozi véty je skutecnosti, ze kazda mnozina obsahujici neprazdny interval

je nespocetnd, nespocetnd je i mnozina realnych ¢isel, mnozina komplexnich ¢isel, atd.

1H. ALGEBRAICKE STRUKTURY

Pokud nechceme akceptovat intuitivni definice jako matice je ,tabulka ¢isel usporadanych do
radku a sloupcu* a funkce je ,,predpis, ktery x pritazuje y ... “, pojem zobrazeni nam umoznuje
korektné zavést radu dalsich pojmu:

Redlna matice s m fadky a n sloupci je zobrazeni A: {1,... . m} x {1,...,n} = R.

Realna funkce realné promeénné je zobrazeni f: R — R.

Také zédkladni pojem ,,operace” je definovan pomoci pojmu relace a zobrazeni:

Definice 1.67. Binarni operaci na mnoziné A nazveme zobrazeni f
fiAXA— A, f i ar, ae) = flar,a2) = as,

pricemz misto f(ay,as) = az nebo [ay, asz, az] € F piseme a; * as = as.
Symbol * lze nahradit jinymi znaky napt. x,0, e, ....

V obecnéjsim pojeti n-arni operaci z A; x Ay x --- x A, do Ag rozumime zobrazeni

fZA1XA2X"'XAn—>A0.

Casto Ay = Ay =---= A, = Ay = A, potom mluvime o n-arni operaci na mnoziné A.

Poznamky 1.68. Operace muze mit n = 0,1,2,3,... tzv. argumenti. Operaci s jednim
argumentem nazyvame unarni, napiiklad operace opacna hodnota —r cisla r. Operace se
dvéma argumenty se nazyva binarni, napiiklad soucet dvou cisel. Operace se tfemi argumenty
se nazyva ternarni, napiiklad smiSeny soucin vektoru, viz Kapitola 3 Analytickd geometrie.
Pritom konstanty 0 a 1 nemaji zddny argument, lze je povazovat za nularni operaci.

Definice 1.69. Algebraickou strukturou rozumime mnozinu A spolu s néjakymi opera-
cemi, které jsou na ni definované.

Poznamky 1.70. (Definice operace na mnoziné A zajistuje, Ze libovolné uziti operace nevede
nikdy k ,vybéhnuti“ z mnoziny A, fikdme, ze struktura je pro tyto operace uzaviena.

Vysettovanim obecnych vlastnosti algebraickych struktur se zabyva ¢ast matematiky zvana
algebra. Zakladni strukturou studovanou v algebie je grupa, uvedme jeji definici:
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Definice 1.71. Algebraicka struktura s mnozinou G a binarni operaci * se nazyva grupou,
jestlize plati:

(G1) Pro vsechna a,b,c € G plati (axb) xc=a* (bx*c).

(G2) Existuje prvek e € G, ze pro kazdé a € G plati axe = e*xa = e.

(G3) Pro kazdé a € G existuje b € G, ze plati axb=b*a =e.

Poznamky 1.72.

(a) Vlastnost (G1) je asociativita operace, (G2) déva existenci neutralniho prvku a
(G3) existenci opaéného prvku

(b) Existenci neutrélniho prvku — vlastnost (G2) — lze povazovat za nuldrni operaci a exis-
tenci opacného prvku — (G3) — za unérni operaci.

(c) Prikladem grupy je mnozina celych éisel Z s operaci s¢itdani: neutralnim prvkem je pr-
vek 0, kazdy prvek a ma inverzni —a. Podobné mnoziny racionalnich Q, redlnych R i
komplexnich C ¢&isel s operaci séitani jsou grupy. Protoze séitani cisel je komutativni,
tyto grupy se nazyvaji komutativni.

(d) Také mnozina nenulovych racionalnich ¢isel Q \ {0}, nenulovych redlnych ¢isel R\ {0},
mnozina nenulovych komplexnich ¢isel C\{0} s operaci ndsobeni jsou komutativni grupy.
Neutralnim prvkem je ¢islo 1 a inverznim prvkem k ¢islu a je ¢islo inverzni a=t = 1/a.

(e) Mnozina vSech bijektivnich zobrazeni z M do M s operaci sklddani tvoii také grupu.
Neutralnim prvkem je identické zobrazeni I,;, inverznim prvkem je inverzni zobrazeni.
Tato grupa vsak neni komutativni. V piipadé M = {1,2,3,...,n} dostdvame grupu
permutaci mnoziny M.

Dulezitou algebraickou strukturou s dvémi operacemi je téleso:

Definice 1.73. Téleso je algebraicka struktura s mnozinou T s prvky x a dvéma operacemi
sc¢itani + a nasobeni -, které splnuji nasledujici axiomy:
1. Mnozina T s operaci souc¢tu +: T x T — T je komutativni grupa:
e Operace je asociativni: Va,b,c € T plati (a+b) +c=a+ (b+ ¢),
Existuje neutralni prvek nula 0: Va € T plati a +0 =0+ a = «a,

Pro kazdé a € T existuje opacny prvek —a spliujici a + (—a) = (—a) + a =0,

e Operace je komutativni: Va,b € T plati b+ a = a + b.

2. Mnozina T s operaci ndsobeni - : T x T — T spliuje:

e Nisobeni je asociativni: Va,b,c € T plati (a-b)-c=a-(b-c).
e Existuje neutrdlni prvek jednotka 1:Vae Tplatia-1=1-a=a.
e Pro kazdé a € T, a # 0 existuje inverzni prvek o ! spliujicia-a ' =a1-a=1.

e Operace cdot je komutativni: Va,b € T plati b-a =a - b.
3. Obé operace jsou spojeny distributivnimi zakony:

e Prokazdé a,b,ce Tplatia-(b+c)=a-b+a-c.

e Prokazdé a,b,ce T plati (a+0b)-c=a-c+b-c.
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Poznamky 1.74.

(a) Mnozina raciondlnich ¢isel Q, redlnych ¢isel R i komplexnich ¢isel C jsou télesa.

(b) Existuji i koneénd télesa, napiiklad mnozina {0,1,2,3,...,p — 1}, kde p je prvocislo
p=2,3,5,7,11,... a operace jsou zbytkové tiidy po déleni prvocislem p: vysledek ope-
race sc¢itani i ndsobeni bereme jako zbytek po déleni prvoéislem p. Napiiklad pro p =5 je
to mnozina {0,1,2,3,4} s operacemi 1 +2=3,2+3=0,3+4=2,2-3=1,3-4=2.

(¢) 'V definici pozadujeme, ze nésobeni je komutativni. Mnozina kvaterniontu H je tzv. neko-
mutativni téleso: spliuje vSechny axiomy télesa kromé komutativnosti nasobeni.

(d) Jde o typicky postup matematické abstrakce: obecny popis a vlastnosti abstraktni alge-
braické struktury muze byt vyuzit v jednotlivych strukturach. Naptiklad vlastnosti grupy
lze uplatnit pro ¢iselné mnoziny Z, Q, R i C s operaci s¢itani.

/> U . o ~ . s , 7 . , ’,
Na zaveér uved me velmi dulezitou strukturu, kterd se nazyva linearni prostor.

Definice 1.75. Linedrni prostor (také vektorovy prostor) nad télesem T, je mnozina X
prvku x,y,z,... s operacemi souc¢tu + a skaldrniho nésobku jestlize:

1. Mnozina X s binarni operaci souctu + : X x X — X tvoii grupu:

e Pro kazdé x,y,z € X plati (x +y) +2z =x+ (y + z) — (asociativni zdkon).
e Existuje prvek nula 0 € X spliujici: Vx € X platix+0=0+x = x.
e Ke kazdému x € X existuje opacny prvek (—x) takovy, ze x + (—x) = (—x) + x = 0.

e Operace s¢itdni + je komutativni: tj.Vx,y € X plati y +x=x+7y.
2. Operace skalarniho nasobku T x X — X je:

e Asociativni: — Pro kazdé o, 8 € T, x € X plati («a, 5)x = a(fx).

e Pro kazdé x € X a jednotku 1 télesa T plati: 1x = x.
3. Obé operace jsou spojeny distributivnimi zakony:

e Prokazdé o, € T akazdéx € X plati (o + f)x = ax+ fx.

e Prokazdé a € T akazdé x,y € X plati a(x+y) =ax+ay.

Poznamky 1.76.

(a) 'V linedrnim prostoru je télesem T obvykle mnozina redlnych ¢éisel R, pfipadné mnozina
komplexnich ¢isel C.

(b)  Téleso redlnych i komplexnich ¢isel jsou linedrni prostory. Prvky linearnich prostoru jsou
obvykle vektory (odtud casty nazev vektorovy prostor), ale i matice stejného typu, realné
funkce nad stejnym intervalem a pod.
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