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Aproximace funkci Aproximace a interpolace

Aproximovat funkci f(x) znamend nahradit ji funkci ¢(x), kterd je k f(x) v jistém

smyslu blizkd. Piseme ¢(x) = f(x). Budeme se zabyvat dv&ma zdkladnimi typy

aproximace, a to interpolaci a metodou nejmensich &tvercd.

Interpolace je takova aproximace, p¥i niZz ¢(x) nabyvd v zadanych bodech x;

predepsanych hodnot y; = f(x;). N&kdy navic Z2dddme, aby funkce
@ a f mély v bodech x; také stejné derivace. Interpolaci je v&novan
odstavec 5.

Metoda nejmensich &tvercl je takovéd aproximace, p¥i niz (x) , proklddame*
mezi zadanymi body [x;, y;] tak, aby ,vzdélenost" funkci f a ¢ byla
v jistém smyslu minimalni. Je pfitom charakteristické, Ze funkce ¢
body [x;, ;] neprochdzi. Metoda nejmensich &tvercii je vyloZena
v odstavci 50.
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Aproximaci ¢(x) pouZijeme k pf¥ibliznému vypottu hodnot funkce f(x), tfeba pfi
vykreslovani ¢ = f. Je Zadouci, aby vypolet p(x) byl , jednoduchy". Proto se ¢
¢asto hleda ve tvaru polynomu.

Obecng, o(x) se pouzivd k YeZenf tloh, v nich? vystupuje funkce f, kterou je
G&elné nebo dokonce nezbytné nahradit jeji vhodnou aproximaci . Jako pfiklad
uved me vypo&et derivace nebo urtitého integralu: f'(x) nahradime pomoci ¢’(x)
a fab f(x) dx nahradime pomocf fab o(x)dx.
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Interpolagni funkci p(x) vybirdme z vhodné t¥idy funkci. Omezime se na dva
nejb&Znéjsi p¥ipady:

a) ¢(x) je polynom;

b) ¢(x) je po &astech polynom, na kazdém subintervalu obecné jiny.
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Interpolace polynomem

P¥edpokladejme, Ze jsou dany navzajem rizné body

X0y X1y« -5 Xn, XI'#XJ' pro ’#Jv

Fikdme jim také uzly interpolace, a v kaZzdém z nich je pfedepsana hodnota y;.
Hleddme interpolagni polynom P,(x) stupn& nejvy3e n, ktery spliiuje interpola&ni
podminky

:Dn(X,'):_)/,'7 i:O,l,...,n. (31)



Aproximace funkci Interpolace

Existenci interpolagniho polynomu dokdZeme tak, Ze ho zkonstruujeme.

Lagrangetiv tvar interpolaéniho polynomu m3a vyjadfen{
Pn(x) = yolo(x) + y1la(x) + -+ + yaln( Zy, i(x), (3.2)

kde ¢;(x) jsou tzv. fundamentalni polynomy definované predpisem

(x —x0)(x = x1) ... (x = xi—1) (X = Xi41) - - - (x — xp)
(5 = x0)(x = x1) -+ (i = xi-1) (% = Xi41) - (%5 = %) (33)

li(x) =
Shadno nahlédneme, Ze

[ 1 prok=i, .
6,(xk)—{0 - i,k=0,1,....n, (3.4)

takZe interpolaéni podminky P,(xx) = Y7 vili(xk) = yk, k =10,1,...,n, jsou
splnény.
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Interpolagni polynom je daty [x;,yi], i =0,1,...,n, uréen jednozna¥né. Skute¢ng,
jsou-li P a @ interpola&ni polynomy splfiujici interpola&ni podminky
P(x;) = Q(x;) = yi, pak polynom P — Q je roven nule v uzlech xg, x1, . .

Avsak polynom stupné nejvySe n nemiZe mit vice neZ n ko¥en(, pokud se nerovnd
identicky nule. V nasem p¥ipadé proto nutné P — Q@ =0 a tedy P = Q. Tim je
jednozna&nost interpolaéniho polynomu dokazana.

.y Xp.
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Ptiklad 3.1. Ur&ime interpolaéni polynom pro data p¥edepsana tabulkou

-1 1 2 3

Xi

-6 -2 -3 2
Nejdfive ziskdame fundamentalni polynomy

o) = XN =D=3) L s ge gy, g

(-1-1)(—1-2)(-1-3) 24
g = DD Lo g
= TR )
O o e C R LR

a pak sestavime interpolaéni polynom

P3(X):—6-€0(x)—2-51(x)—3-£2(x)—|—2-€3(x):x3—3x2+x—1.
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Hlavni pfednosti Lagrangeova tvaru interpolagniho polynomu je jeho elegantni
forma. PouZiva se proto zejména v teoretickych tvahdach. Pro praktické pouZiti
vSak idedlni neni. Upozornéme na dva jeho hlavni nedostatky.

(a) P¥iddme-li dalsi uzel x,1, musime p¥epotitat viechny fundamentalni
polynomy.

(b) Potet operaci pot¥ebnych k vypottu hodnoty P,(X) je pomé&rn& zna&ny,
vyZaduje 2n? 4+ 2n nasobicich operaci a 2n% + 3n operaci sitacich.

Oba tyto nedostatky odstrafiuje

Newtoniiv tvar interpola¢niho polynomu, ve kterém

Pn(x) = ag+a1(x—x0)+az(x—xo)(x—=x1)+- - -+an(x—x0)(x—x1) -+ - (x—Xp—1) .
(3.5)

P¥id4ni dal$iho uzlu x,.1 je snadné, k P,(x) stadi p¥i¢ist jeden dal¥i &len, nebot

Pri1(x) = Pn(x) + ant1(x — x0)(x — x1) - -+ (x = xn).

Nedostatek (a) Lagrangeova tvaru interpolagniho polynomu jsme tedy p¥ekonali.
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Hodnotu z = P,(x) urtime podobné& jako v Hornerové schématu, tj. postupem:
z:=a,apakproi=n—1,n—-2,...,0 potite] z:= z(x — x;) + a;.  (3.6)

Koeficienty a; Ize vypotitat p¥imo z interpola&nich podminek (3.1) a dosdhnout
tak vyznamné lspory v po&tu operaci. Existuje vak jest& lepdi zplisob a ten si ted
uvedeme.

Nejd¥ive definujeme pomérné diference :

Plxi] := yi,

Plxi, xi+1] == (Plxis1] — P[xi])/(xit1 — %) ,

Plxi, Xi+1, Xiv2] := (PXit1, Xit2] — Plxi, xi1])/ (Xi42 — Xi),
adéle, pro3 <k <nm

P[X,', Xit1ly s Xitk—1, X,'+k] = (P[X,'+1, N ;Xi+k] — P[X,', e ,X,'+k_1])/(X,'+k — X,') .
(3.7)
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D3 se ukazat, Ze
a,':P[Xo,Xl,...7X,'], (38)

takZe Newton(yv tvar interpola¢niho polynomu je
P.(x) = Plxo] + P[x0, x1](x — x0) + P[x0, x1, %2](x — x0)(x — x1) + ...
+ Plxo,x1, .-, Xn](x = x0)(x — x1) ... (X — Xp—1) -
Ozna&ime-li Py = P[xi—,...,x], pak a; = P;. Nasleduje
algoritmus vypoctu pomérnych diferenci
Proi=0,1,...,n proved P :=y;.
Pro k=1,2,..., n provadégj:
proi=k,k+1,...,n provddégj:
Pix := (Pik—1 — Pi—1,k—1)/(xi — Xi—k)
konec cyklu 7,

konec cyklu k.
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xo | Poo
xt | Poo Pu
x| P Pa  Px

x3 | Pxo P31 P Ps3

Xo | Pro Pm Pm2 ... 'Dn,n—l Pan

Vypoclet lIze prehledné zaznamenat do tabulky, kterou vypliiujeme po sloupcich.
Vypocet koeficientd a; = P; a ndsledny vypotet P,(x) podle (3.6) vyZzaduje
$n? + 3 n nésobicich operaci a n? + 3n operaci stitacich. Doshli jsme tedy
vyznamné niz&tho pottu operaci, nez kolik je jich t¥eba pro vypotet P,(x)

z Lagrangeova interpola¢niho polynomu. To znamend, Ze také nedostatek (b)
Lagrangeova interpolaéniho polynomu je uspokojivé vyfesen.
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P¥iklad 3.2. Sestavime Newtonlv interpolagni polynom pro data z p¥ikladu 3.1.
Pribéh vypoltu zaznamenavame do tabulky. Dostaneme

Xi | Po Pan P P
-1| —6

1] -2 2

2/ -3 -1 -1

3 2 5 3 1

takze P3(x) = —6+2-(x+ 1)+ (-1) - (x+1)(x—1)+

V bod& x = 0,5 podle (3.6) vypotteme

I

I

L)

ai

az

as

1.

(x+1)(x—-1)(x—2).

P5(0,5) = ((1-(0,5—2)—1)-(05—1)+2)-(05+1) — 6 = —1,125.
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KdyZ pfidame dal3i uzel x, = 0 a v ném p¥edepi¥eme hodnotu y; = 2, sta&i
dopoditat jeden ¥adek tabulky. Dostaneme

Xs | Pao Par Pax Paz P

0 \ 2 0 25 05 -05 — a4 = -0p5,
a tedy Py(x) = P3(x) +(—0,5) - (x + 1)(x — 1)(x — 2)(x — 3). O
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Chyba aproximace interpolaénim polynomem. Nejd¥ive zavedeme nasledujici

Oznaceni. Symbolem C(a, b) budeme zna&it mnoZinu viech funkci, které jsou

v intervalu (a, b) spojité, a symbolem C*(a, b) pak mnoZinu viech funkci, které
jsou v intervalu (a, b) spojité spolu se svymi derivacemi aZ do ¥adu k v&etng&. Pro
k = 0 zfejmé& C%a, b) = C(a, b).

P¥edpoklidejme, Ze &isla y; nejsou libovolnd, ale Ze y; = f(x;) jsou hodnoty funkce
f v uzlech interpolace. Pak nds jist& bude zajimat chyba

En(X) := £(X) = Pa(X)

ve zvoleném bod& Xx. Pro X = x; je E,(x;) = 0. Jakd je ale chyba mimo uzly
interpolace?
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Necht tedy X je libovolny bod, (a, b) je n&jaky interval obsahujici viechny uzly x;
interpolace a také zkoumany bod X, a necht f € C™1(a, b). Pak pro chybu E,(x)
plati

Fr (¢

=Gy T RE )R mx), (310)

kde £ = £(X) je (blize neureny) bod z intervalu (a, b). Zapisem & = £(X) p¥itom
chceme zdiraznit, Ze poloha bodu £ zavisi nejen na funkci f a na interpolantu P,,
ale také na zvoleném bodu X.



Aproximace funkci Interpolace

Poznamky. Abychom zjednodusili vyklad, budeme pfedpokladat, Ze
Xo < X1 < - < Xp.

1) Jestlize M, je takova konstanta, Ze |f("1)(x)| < M, pro kazdé
€ (a, by, pak

Mn+1
n A1
(1)1 <y (<m0l (3.11)

kde wpi1(x) = (x — x0)(x — x1) ... (x — x,). Odhad (3.11) je vZak obvykle
pFili§ pesimisticky.

|En(X)]

IN

2) Jestlize ma funkce f(x) derivace v3ech ¥4di ohranitené stejnou konstantou,
pak pro dostate¢né velké n je chyba libovoln& mala.

Pf¥iklad 3.3. Pro f(x) = sinx lze vzit M, = 1, proto

b — n+1 b— n+1
( 2) D3 se dokazat, Ze ( 2)

|Ex(x)| < m ' m

—0 pro n— o0,

takZe P,(x) — f(x) pro kazdé x z libovolného konetného intervalu (a, b).
O
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- - == =6
G =12
n=18

Obr. 3.1: Graf funkce |wpy1(x)]
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3) Jestlize interpola&ni polynom pouZivdme k vypo&tu hodnot interpolované
funkce vné intervalu (xg, x,), ¥ikdme, Ze provadime extrapolaci. V tomto
pfipadé miiZe byt chyba aproximace velkd, nebot hodnota |w,1(x)| rychle
roste, kdyZ se x vzdaluje od xp doleva nebo od x, doprava.

4) wpy1(x) miZe nabyvat velkych hodnot také uvnit¥ intervalu (xo, x,), zejména
kdyZ jsou uzly x; rozmistény rovnomérng, tj. kdyz x; = xo + ih, kde h je
pevné zvoleny krok.

Na obr. 3.1 vidime, Ze ve stfedu intervalu (xg, x,) nabyvd |w,11(x)]
nejmensich hodnot, v blizkosti stfedd krajnich intervall, zejména intervall
(x0,X1) @ (Xn—1,Xn), je v8ak hodnota |wpi1(x)| zna¢nd. Toto chovéni
polynomu wp11(x) se promitne i do priib&hu interpolantu P,(x).

P¥iklad 3.4. Sestrojime interpola&ni polynom Rungeovy funkce

1

)= 17

na rovnomérném déleni intervalu (—1,1).
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2 ‘ ‘ ‘ ’
N - = =P "
i’ — 1/(1+25x%) : :

i

-1 -0.5 0 0.5 1

Obr. 3.2: Interpola&ni polynom Rungeovy funkce
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Jde o znamy pfiklad, na kterém se demonstruje, Ze pro rostouci pocet dilki
chyba interpolace neomezené roste. O

Vhodnym rozmisténim uzli Ize chybu |w,1(x)| minimalizovat, viz cviteni.
Tuto moZnost véak obvykle nemame, nebot uzly jsou pevn& dany. Proto
pouZivani interpolaénich polynomi vysokych stupili obecné nelze doporudit.
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Hermitova interpolace. Doposud jsme se zabyvali Lagrangeovou interpolaci.
Jejim charakteristickym rysem je to, Ze interpola&ni polynom P,(x) je uréen
zadanymi hodnotami P,(x;) = y; v uzlech x;. Pokud interpola&ni polynom ur&uji
navic také predepsané derivace, hovofime o Hermitové interpolaci.
P¥edpokladejme tedy, Ze v kazdém uzlu x; je zaddno «; + 1 &isel yi(o),

y,-(l), e y,-(o”). Oznalme o = n+ Y-, ;. Pak Hermitovym interpola&nim
polynomem P, (x) nazveme polynom stupn& nejvy3e «, ktery spliiuje interpolagni
podminky

&
dx!

Nultou derivaci pfitom rozumime funkéni hodnotu. Je dokdzano, Ze existuje jediny
takovy polynom. Jestlize

)=y,  j=01,...,0;, i=0]1,....n. (3.12)

.U):ifx- i =0,1 o, i=0,1 n
.y[ Xm(/)’ ./ )= Pt ) b ) PR ]

fikdme, Ze P,(x) je Hermitlv interpolagni polynom funkce f(x).



Aproximace funkci Interpolace

Necht (a, b) je interval obsahujici uzly interpolace. Jestlize f € C**1(a, b), pak
pro chybu Hermitovy interpolace v bod& X € (a, b) plati

f(a—&-l)(g)

T F R ) k) (313)

f(x) = Pa(X) =
kde £ = £(x) je (n&jaky blize neurteny) bod z intervalu (a, b).
PouzZiti Hermitova polynomu vysokého stupné obecné nelze doporudit, protoze
(stejn& jako u Lagrangeovy interpolace) miZe byt chyba interpolace mezi uzly
znadna.
Vzorec pro uréeni koeficientl Hermitova interpolaéniho polynomu je pomérné
komplikovany, Ize ho najit nap¥. v [Stoer, Bulirsch], zde ho neuvadime. Misto toho
si na ptikladu ukaZzeme, jak lze Hermitiv polynom uréit p¥fimo z interpolacnich
podminek.
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P¥iklad 3.5. Sestrojime Hermitiv interpola¢ni polynom pro data podle tabulky

/

xi|lyi yvi oy

-1 2 -4 12

102 4
Tedy xo = =1, a0 =2, " =2,y = —4, 1> = 12,

x1= 1, a1 =1, yl(o) =2, yl(l) = 4.

ProtoZe je predepsano celkem 5 podminek, Hermitlv polynom navrhneme jako
polynom stupné& a = 4. Abychom si uset¥ili praci, zapiSeme ho ve tvaru
mocninného rozvoje okolo toho bodu, v némz je pfedepsan nejv&tsi polet
podminek, v naem p¥ipadé& tedy okolo xg = —1. Pak

Py(x) = a+ b(x + 1)+ c(x + 1) + d(x +1)* + e(x + 1)*.
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Koeficienty a, b, ¢ ziskdme snadno. Z podminky Ps(—1) = 2 okamZit& dostaneme
a = 2. Podobn& z podminky P;(—1) = —4 obdrzime b = 4 a protoze

P} (—1) = 2¢, z podminky P} (—1) = 12 dostaneme ¢ = 6. Dale
Py(l)=2-4-246-224+d-2>+e-2"=2 = 8d + 16e = —16,
Py(l)=—4+2-6-2+3-d-2°+4-e-22=4 = 12d + 32e = —16.

Tuto soustavu vyfe$ime a dostaneme d = —4, e = 1. Tedy

P4(x):2—4(x+1)—|—6(x+1)2—4(x+1)3+(x+1)4:x4—1. a
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Interpolaéni splajny

Jestlize chceme interpolovat funkci f(x) na pomérné dlouhém intervalu (a, b),
musime Zadat splnéni interpolaénich podminek v dostateéné velkém poctu bodd.
Pokud bude interpolantem polynom, musi byt vysokého stupné a to, jak vime,
obvykle vede k velkych chybam mezi uzly. Tudy proto cesta nevede. Lepsi je
rozdglit interval (a, b) na ¥adu men3ich subintervall a na kazdém z nich sestrojit
interpolaéni polynom nizsiho stupné.

P¥edpokladejme, Ze

a=xg<x1 < < X1 <X <Xiy1 < <Xp_1<Xp=Db (3.14)

je déleni intervalu (a, b). V kazdém uzlu x; je pfedepsdna hodnota y; interpolantu.
Délku j-tého intervalu (x;_1,x;) oznatime h; a délku nejdel3iho intervalu h, tj.

hi =xi —x;j_1, i=1,2,...,n, h= max h;. (3.15)

1<i<n
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Hledany po &astech polynomicky interpolant budeme zna&it S(x) a nazveme ho
interpolagnim splajnem. Na kazdém intervalu (x;_1,x;) je S(x) polynom, jehoz
pfislusnost k i-tému intervalu vyzna&ime indexem i, tj.

5(x) je na intervalu (x;_1, x;) polynom S;(x).

K vyjad¥eni polynomu S;(x) s vyhodou pouZijeme lokalni prom&nnou
S=X—Xj—-1.

Budeme také pouZzivat prvni pomérnou diferenci

5 = Yi—Yi-1 _ Yi—VYi-1 '

Xi — Xj—1 h;
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Linearni interpola&ni splajn (dile jen linedrni splajn) je to nejjednodussi, co nés
napadne: kaZ?dé dva sousedni body [x;_1, yi—1] a [x;, yi] spojime lsetkou. Z¥ejmé

Yi— yi—l(
Xji — Xj—1

5,'(X) =Yyi—1+ X — X,'_1) = yi_1+ s; (3.16)

je linedrni interpolagni polynom prochézejici body [x;_1, yi—1] a [x;, y;]. Linedrni
splajn S(x) je spojitd funkce, derivace S’(x) je v8ak ve vnitfnich uzlech obecn&
nespojita.

Jestlize y; = f(x;), i =0,1,...,n,a f € C*a,b), pak pro chybu interpolace plati

If(x) — S(x)| < Ch?, (3.17)

kde x € (a, b) je libovolné a C je konstanta nezdvisla na h.
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Pro dostate¢n& mnoho uzli Ize uéinit chybu libovolné malou. Nap¥iklad pfi
vykreslovani na obrazovku monitoru s rozliSenim 1024 x 768 bodi jisté stali pouZit
1024 interpolaénich uzld k ziskdni kvalitniho grafu interpolované funkce. Mozna
bychom byli spokojeni, i kdybychom zvolili méné& uzl(, aviak p¥i postupném
snizovani poctu uzli by nutné nastal okamzik, kdy by nds jiz zalaly rusit ostré
hrany grafu S(x) v interpola&nich uzlech. Pokud bychom soutasn& vykreslovali
také funkci f(x), pak by ndm zacaly vadit také viditelné odchylky interpolantu
S(x) od interpolované funkce f(x) mezi uzly interpolace.

s

PYesngjsi interpolant bychom mohli sestrojit tak, Ze bychom na intervalech

(X0, Xk)» (XK, Xok), - .. aproximovali f(x) pomoci interpola&nich polynomd stupng
(nejvy¥e) k > 1. Chyba interpolace by v tom p¥ipad& byla dm&m3 h**1, derivace
v uzlech x, X2k, ... by v3ak zistaly nespojité. Velké k ale nema smysl| pouZivat,

jinak bychom zase mohli dostat velké chyby mezi uzly interpolace a byli bychom
zpét v situaci, které jsme se pravé interpolaci po &astech chtéli vyhnout.
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Velmi populdrni je aproximace po ¢dstech kubickym polynomem, kterd je nejen
spojita, ale ma také spojité prvni nebo dokonce i druhé derivace. Popisu takovych
aproximaci se budeme v&novat v nasledujicich odstavcich.

Hermitidv kubicky interpolaéni splajn (déle jen Hermitiv kubicky splajn)
hleddme jako funkci S(x), kterd
a) je v intervalu (a, b) spojita spolu se svou prvni derivaci, tj. S € C%(a, b),
b) spliiuje interpolagni podminky

S(X,') =V, SI(X,') = d,' i:O,l,...,n, (318)
kde y;, d; jsou predepsané funk&ni hodnoty a derivace,
c) je na kazdém intervalu (x;_1,x;), i =1,2,...,n, polynom (nejvy3e) tfetiho
stupné.

Si(x) je tedy kubicky Hermitiiv polynom jednozna&né& uréeny podminkami

Si(xi—1) =yi-1, Sj(xi—1) =di—1,
Si(xi) = yi, Si(xi) =d;.
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Snadno ovéFime, Ze tyto podminky jsou splnény pro

35,‘ —2d,‘_ — d,‘ d,'_ —25,‘ d,‘
2 b ! —|—s3 ! 2 + .

Si(X) =yi_1+sdi_1+s (3.19)

Funkce S(x) je spojitd spolu se svou prvni derivaci, druhd derivace uz obecng
spojita neni.

Jestlize y; = f(x;), d; = f'(x;), i =0,1,...,n, a f € C*{a, b), pak pro chybu
interpolace plati
F(x) - S(x)] < ChY, (3:20)

kde x € (a, b) je libovolné a C je konstanta nezdvisld na h.

Pokud derivace d; nejsou k dispozici, musime je vypoé&itat pomoci vhodné
zvolenych dodate¢nych podminek.
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Hermitav kubicky interpolaéni splajn zachovavajici tvar je jednou z moZnosti.
Derivace d; se vybiraji tak, aby prab&h S(x) kopiroval prab&h linedrniho splajnu
prochazejiciho body [x;, y;]. Konkrétng, je-li L(x) linedrni splajn, pozadujeme:
a) kdyz ma L(x) ve vnitfnim uzlu lokdIni extrém, pak ho tam ma také S(x);
b) kdyZz L(x) mezi dvéma sousednimi uzly neklesa, pak tam také S(x) nekless,
a podobng, kdyz L(x) mezi dvéma sousednimi uzly neroste, pak tam neroste
ani S(x).
Jednu zdaf¥ilou implementaci Ize najit v MATLABu jako funkci pchip, viz
[Matlab], [Moler]. Vypotet smé&rnic d; probihd podle nasledujicich pravidel:
a) Vnitini uzly. Jestlize sm&rnice d; a ;11 maji opa&nd znaménka, nebo je-li
nékterd z nich rovna nule, tj. kdyZ platf

0i0i+1 <0, polofime d; =0.

V opa&ném p¥ipadé uréime d; jako zobecn&ny harmonicky primér smérnic J;
a ;41 ze vztahu

wi + wp _m Wo
d; 6 b’
b) Okrajové uzly xo a x,. Nejjednodussi je poloZit dy = d1, dp = d,. V algoritmu
pchip se ale pouzivd kvalitnéjsi aproximace vychazejici z kvadratické
interpolace, viz [Moler].

kde wy = hj +2hjt1, wo = 2h; + hiy1 .
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Kubicky interpola&ni splajn (dile jen kubicky splajn). Smé&rnice d; ve vnit¥nich
uzlech mdZeme urdit také tak, Ze pozadujeme, aby splajn S(x) mé&l navic spojitou
také druhou derivaci, tj. aby platilo

S/(x)=Slha(x), i=12,....n—1. (3.21)
Derivovdnim (3.19) dostaneme

(6/7, — 125)5,’ + (65 — 4h,‘)d,'_1 + (65 — 2h;)d,'
2 '

S/(x) =

Pro x = x; je s = h;, takze

o —60; + 2d;_1 + 4d;

"nee.
Si (X’) h,‘

Prox=x;_1jes=0a

60; — 4di_1 — 2d;
hi '

S/'(xic1) =
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KdyZ v poslednim vzorci zvét§ime index i o jedni¢ku, dostaneme

651+1 2dl+1

1
/+1(X/) = h:+1

Dosazenim do (3.21) tak dostaneme rovnice

hiz1d;_1 + 2(hiy1 + hi)di + hidiy 1 = 3(his16; + hidit1), i=12,...,n—1.
(3.22)
Jestlize predepiSeme okrajové podminky

S'(a)=d,, S'(b)=dp, (3.23)

pak v soustavé (3.22) dosadime v prvni rovnici dy := d, a &len hod, p¥evedeme na
pravou stranu, a v posledni rovnici dosadime d,, := dp, a &len h,_1d}, pfevedeme na
pravou stranu. Soustavu pak fesime a ziskdme zbyvajici smérnice
d,i=1,2,...,n—1.
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Matice soustavy je tfidiagonalni, diagonalné dominantni, takZe soustavu lze
snadno vyFesit GEM upravenou pro soustavy s t¥idiagondlni matici.

Jestlize y; = f(x;), i =0,1,...,n, dy = f'(x0), dp = f'(xy), a kdyZ f € C*{a, b),
pak pro chybu interpolace opét plati (3.20).

Obréazek 3.3 potvrzuje, Ze pomoci kubického splajnu Ize pro data stejna jako
v prikladu 3.4 dostat zcela vyhovujici aproximaci Rungeovy funkce.
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T T
1k Kubicky splajn
1/(1+25x%)
0.8
0.6
0.4
0.2+
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

Obr. 3.3: Aproximace Rungeovy funkce kubickym splajnem
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Kubicky splajn ma pozoruhodnou extrémalni vlastnost, kterou si ted popieme.
Oznatime

V={ve C¥ab)|v(x)=yi,i=0,1,...,nV(x) = do,V'(xs) = dn}

mnoZinu viech funkci, které maji v intervalu (a, b) spojitou druhou derivaci,
prochdzeji zadanymi body [x;, y;], i = 0,1,...,n, a v krajnich bodech a = xg

a x, = b jejich derivace nabyvaji pfedepsanych hodnot dy a d,. Pak f:[v”(x)]2 dx
nabyvad na mnoZzin& funkci V své nejmensi hodnoty pro kubicky splajn S(x), tj.
plati

/a IS dx = min / "GP dx.

Tato vlastnost ma zajimavou interpretaci v mechanice. Je totiz zndmo, Ze
ohybova energie homogenniho izotropniho prutu, jehoZ stfednicovd &ara ma
rovnici y = v(x), x € (a, b), ma p¥iblizn& hodnotu E(v) = cfab[v”(x)]2 dx, kde ¢
je vhodna konstanta. A déle je také zndmo, Ze prut, ktery je donucen prochazet
pevnymi interpola¢nimi body [x;, y;] takovym zplsobem, Ze je namahan pouze
silami pisobicimi kolmo k prutu, zaujme pozici s minimalni energii. Extrémalni
vlastnost tedy tvrdi, Ze kubicky splajn aproximuje stfednicovou &¢aru takového
prutu.
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Jestlize smé&rnice d, a dp, v krajnich bodech intervalu (a, b) nezndme, osv&dcil se
postup, oznalovany v anglicky psané literatufe jako not a knot. Myslenka je
jednoduchd: poZadujeme, aby splajn byl jednoduchym polynomem t¥etiho stupn&
na prvnich dvou intervalech, tj. pro xg < x < x, a na poslednich dvou intervalech,
tj. pro xp,—2 < x < x,. V uzlech x; a x,_1 tedy uZ nedochazi k napojovani dvou
riznych polynomd, tj. uzel x; a x,—1 uZ neni ,knot", &esky uzel splajnu, odtud
nazev postupu ,,not a knot".

Polynomy Si(x) a S3(x) maji v bod& x; spole¢nou funkeni hodnotu y;, stejnou
prvni derivaci d; a podle (3.21) také stejnou druhou derivaci. Aby oba polynomy
byly totoZné staci, kdyZ budou mit v bod& x; také stejnou tfeti derivaci. Stejnou
Gvahu lze provést v bodé x,_1. Dostdvame tak okrajové podminky

51"0a) = 5"0a),  Salxe-1) = 5 (xn-1) (3.24)
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KdyZ pomoci (3.19) vyjadfime podminku S7”(x1) = S5’(x1) a upravime ji pomoci
prvni rovnice soustavy (3.22), dostaneme rovnici

hody + (h2 + hl)dl = [(3h1 + 2/72)/7251 + h%ag]/(hl + hz) . (325)

Podobné& zpracujeme také podminku S/ ;(x,-1) = S} (x,—1) a dostaneme rovnici

(hn4 hp_1)dn—14 hp_1dp = [P*0n_14 (2hn_1+3hn) hn_104]/(hn_1+ hs) . (3.26)

Nezndmé dy, di, ..., d, pak dostaneme jako feSeni soustavy rovnic, z nichZ prvni
je rovnice (3.25), pak nasleduje n — 1 rovnic (3.22) a nakonec pfijde jet& rovnice
(3.26). PouZzijeme opé&t GEM upravenou pro soustavy s t¥idiagonalni matici.
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Shrnuti. Kubicky interpola&ni splajn S(x) je funkce, kterd

a) je v intervalu (a, b) spojita spolu se svou prvni a druhou derivaci, tj.
S e C*a,b),

b) spliiuje interpolagni podminky S(x;) =y;, i =0,1,...,n, kde y; jsou
predepsané funk&ni hodnoty,

c) je na kazdém intervalu (x;_1,x;) polynom (nejvy3e) tfetiho stupng,
d) splifuje okrajové podminky (3.23) nebo (3.24).
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Pt¥iklad 3.6. Oblouk [x(t), y(t)] = [cost,sint], t € (0,7/2), budeme aproximovat
kiivkou [S*(t), S¥(t)], kde S*(t) resp. S¥(t) jsou kubické splajny funkei cos t
resp. sin t na intervalu (0,7/2). Interval (0, 7/2) rozd&lime na n stejnych dilk,
takZe t; = wi/(2n). Ozna&ime d* = [S*]'(t;), d¥ = [S¥]'(t;). ProtoZze

x'(t) = —sint, y'(t) = cost, poI02|me

df =—sin0=0, df = —sin(r/2) = -1, dj =cos0 =1, d) =cos(r/2) =0.

V daldim budeme uvaZovat n = 3. Soustavu rovnic (3.22) sestavime zvld&t pro
x-ovou a zvlast pro y-ovou slozku. Matice obou soustav je stejnd, pravé strany
jsou v8ak rGizné. Na daldim ¥adku je uvedena soustava rovnic se dvéma pravymi
stranami a jeji feSeni:

0 1

1 (1 4 1 0\ |dr o - 13 d} = —d¥ = 0,865537,

771- = .

6"\0 1 4 1) |d & -1v3 dy = —df = 0,499813.
-1 0

S¥(t) a S§7(t) ureime podle (3.19). Nap¥iklad pro t € (/6,7 /3) dostaneme
SX(t) = 0,8660 — 0,4998(t — )2 +0,1195(t — 17)3,

( tm) —0,4431(t — ¢ 3
S¥(t) = 0,5000 + 0,8655(t — ) — 0,2554(t — i7m)> —0,1195(t — ix)®. O
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Konstrukce kubického interpolaéniho splajnu uzitim druhych derivaci.
Snadno ovéfime, Ze kubicky polynom
60; — 2hiM;_y — hiM; > M;—y 3 M — M;_

. = v . 2
SI(X) Yic1+s 6 +s 5 +s 6h; (3 7)

spliiuje podminky

Si(xi—1) =yi—1, S/(xi—1) = Mi_1,
Si(xi) = yi, S/ (xi) = M;.

Funkce S(x), kterd je na kazdém intervalu (x;_1, x;) definovana p¥edpisem (3.27),
proto zfejmé& spliiuje podminky S(x;) =y, S”(x;)) = M;, i =0,1,...,n. S(x) je
tedy na intervalu (a, b) spojitd a ma v ném spojitou druhou derivaci. Abychom
dostali kubicky splajn, musi mit S(x) v (a, b) spojitou také prvni derivaci. Protoze
nespojitost S’(x) miZe nastat jedin& ve vnitfnich uzlech, sta&i poZzadovat

SI(x)=Sha(6), i=1,2...,n—1. (3.28)
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Vyjadfime-li (3.28) pomoci (3.27), dostaneme rovnice
hiMi_1+2(hi+ hip1)Mi+ hipa M1 = 6(0;41—9;), i=1,2,...,n=1. (3.29)
Kdyz zvolime okrajové podminky
S§"(a) = M,, S"(b) = M, (3.30)

dosadime je do (3.29), soustavu rovnic vy¥fe$ime a ziskdme M;, i =1,2,...,n— 1.

V&imn&te si, Ze matice soustavy (3.29) je symetrickd. Je samoz¥ejm& mozné
uvazovat také jiné typy okrajovych podminek, nap¥. (3.23) nebo (3.24).

Kubicky splajn s vlastnosti S”(a) = S”(b) = 0 se nazyva pFirozeny kubicky splajn.
Je zndmo, Ze pFirozeny kubicky splajn aproximuje priihyb prost& podepfeného
(homogenniho izotropniho) nosniku namahaného (silami piisobicimi kolmo

k nosniku) tak, Ze tento nosnik prochazi body [x;, y;]. M; maji vyznam ohybovych
momenti v [x;, y;].
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Interpolace funkci vice proménnych

Omezime se na p¥ipad, kdy f je funkce dvou proménnych definovana v oblasti €.

Interpolace po ¢astech linearni. Pfedpoklddejme, Ze Q je mnohouhelnik. Oblast
Q triangulujeme, tj. vyjad¥ime ji jako sjednoceni trojuhelnikd Ty, To, ..., T,

z nichZ kazdé dva riizné bud'to nemaji Zadny spole¢ny bod nebo maji spole¢ny
vrchol popfipadé maji spole€nou stranu. MnoZinu T = { T, }7_; vdech takovych
trojuhelnikd nazyvdme triangulaci oblasti Q. Vrcholy trojdhelniki triangulace
oznatime Py = [x1, y1], P2 = [x2,¥2], .., Pn = [Xn, ¥a] @ nazveme je uzly
triangulace. PYedpokladejme, Ze v kaZdém uzlu P; je pfedepsdna hodnota

fi = f(x;, y;) interpolované funkce f.
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Po &astech linedrnim interpolantem funkce f na oblasti Q rozumime funkci S,
kterd je v Q spojitd, spliiuje interpolaéni podminky S(x;,y;) =f, i=1,2,...,n,
a kterd je na kazdém trojihelniku Ty € T linedrni. Na Ty je tedy

z = 5(x,y) = Sk(x, y) rovnice roviny urtené hodnotami funkce f ve vrcholech
Tk. P¥ipomefime, Ze rovnice roviny prochazejici body [xa, ya, Za], [Xb, Yb, Zb]

a [xc, Ye, 2] miZe byt vyjdd¥ena ve tvaru

X — X3 Y —Ya Z— Z,
Xpb—Xa Yb—Ya 2Zb—2Za =0.
Xe =Xa Ye—VYa Zc—2a

Vypotitat hodnotu z = S(x, y) pro (x,y) € Q je snadné: ur&ime trojdhelnik Ty,
v némz bod [x, y] lezi, a vypotteme z = Si(x, y).

Chyba interpolace je tim meni, &m jemn&j3i triangulaci zvolime. Kdyz f € C%(Q)
(tj. kdyz f je v Q spojitd spolu se svymi prvnimi a druhymi parcialnimi
derivacemi), pak

[f(x,y) = S(x,y)| < Ch?,

kde h je nejdel3i strana trojihelniki triangulace a C je konstanta nezavisla na h.
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Interpolace po &astech bilinedrni. Predpokladejme, Ze Q = (a, b) X (c, d) je
obdéinik. Pomocidélenia=x <x1 <---<xp=b,c=yp<n<--<yn=d
rozlozime vychozi obdélnik £ na men¥i obdélniky

Rj={(x,y)|xic1 <x<x,yj-1 <y <y}, i=12,...,nj=12...,m
PYedpokladejme, Ze v uzlech [x;, y;] jsou predepsdny hodnoty f; = f(x;, y;) funkce
f.

Na obdéIniku R definujeme funkci

Xi—X Y-y X—=Xi_1 Yj—y

+fij1
Xi = Xji—1 Yj — Yj—1 Xi—Xji—1 Yj —Yj—1

Si(x,y)=fi1j1
XX YY1 XXl Y Y

i1 ij :
Xi = Xi—1 Yj — Yj—1 Xi = Xi—1 Yj — Yj—1

Funkce Sj; je bilinedrni, tj. pro pevné x = C je S;;(C, y) linedrni funkce prom&nné
y a pro pevné y = D je Sji(x, D) linedrni funkce prom&nné x. Funkce S;; je
interpolant funkce f na obdélniku Rjj, tj. Sjj nabyvé ve vrcholech [x;_1, yj_1],

[xi, ¥j—1], [xi—1, ;] a [, y;] stejnych hodnot jako funkce f, jak se snadno
presvédéime.



Aproximace funkci Interpolace

Na Q definujeme funkci S predpisem S(x,y) = Sji(x,y) pro (x,y) € Ry,
i=1,2,...,n j=1,2,...,m. Funkce S je po &stech (= po obdélnicich R;)
bilinedrni. Protoze S(x;,y;) = fj, i =0,1,...,n, j=0,1,..., m, fekneme, Ze S je
po &astech bilinearni interpolant funkce f na obdélniku €. Snadno ové&fime, Ze S
je v Q spojitd (stali si uv&domit, ze Sj;, a tedy také S, je na kazdé stran&
obdélnika R jednozna&né& uréena pomoci hodnot funkce f v koncovych bodech
této strany). Kdyz f € C?(Q), pak pro chybu interpolace plati odhad

[S(x,y)—f(x,y)| < C(h2+k2), kde h = max( —xi—1), k= max (y;—yj-1)

1<i<n 1<i<m

a C je konstanta nezavisld na h, k.
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oznaluje postup pro priblizné ¥eSeni preuréenych nebo nep¥esné zadanych soustav
rovnic, zaloZeny na minimalizaci kvadratd jejich rezidui.

Prokladani dat kfivkami je vyznamna skupina tloh, které lze metodou
nejmensich &tverch Fedit (v anglicky psané literatu¥e se pro tyto aplikace pouziva
oznaleni curve fitting). PopiZme si, o co v takovych tlohdch jde.

Necht tedy t je nezdvisle prom&nnd, naptiklad &as, a y(t) je nezndma funkce
proménné t, kterou chceme aproximovat. Pfedpokladejme, Ze jsme provedli m
pozorovani, tj. hodnoty y byly zm&Feny pro urtité (navzajem rizné) hodnoty t:

yi =y(t), i=1,2,...,m.

Nagim zameérem je modelovat y(t) linedrni kombinaci n bizovych funkci pro
néjaké n < m:

y(t) = x1p1(t) + xepa(t) + -+ + Xppn(t) 1= Ra(t).

Bazové funkce navrhujeme podle otekdvaného prib&hu nezndmé funkce y(t),
urdit se maji parametry xy, xo, . .., X,. Funkce R,(t) se ve statistice nazyvd linedrni
regresni funkce.
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Ndvrhova matice A modelu je obdélnikova matice, kterd ma m ¥adkd a n sloupci:

e1(t1)  @a(t1) .. pa(ta)
e1(t)  @a(t2) ... pa(t2)

A= : : : 5(90159025""90n)a
e1(tm)  @2(tm) oo Pal(tm)

kde ; = (pi(t1), pi(t2), .. pi(tm)) " je i-ty sloupec A. Maticovd formulace
modelu je
y ~ Ax,

kde y = (y1,¥2,---,¥m)" jsou nam&Fens data a x = (x1,x2,...,X,)" je vektor
neznamych parametrii. Symbol & vyjad¥uje p¥ibliZznou rovnost.
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Obr. 3.4: Princip metody nejmensich &tverci
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Rezidua jsou rozdily mezi pozorovanimi a modelem:
n n
ri=Yyi— Rn(ti) =V _Z@J(tl)xj E.yi_zaijxjv | = 1,2,...,”,
j=1 j=1

kde aj = ¢;(t;). V maticovém zépisu
r=y— Ax. (3.31)

Parametry x; chceme urdit tak, aby rezidua byla co nejmensi. Metodu nejmensich
Ctvercl dostaneme, kdyZ minimalizujeme soudet Ctvercil reziduf:

Ir)? = Z r? — min. (3.32)
i=1
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N&kdy se pouZiva také vazend metoda nejmensich ¢tverci: kdyZ jsou néktera
pozorovani dileZitéj$i nebo p¥esné&jsi nez ostatni, pak miZeme pfisoudit
jednotlivym pozorovanim rGzné vahy w; > 0 a minimalizovat soulet vaZenych
Ctvercl

m
Irll? = Z wir? — min.
i=1

Je-li nap¥iklad chyba i-tého pozorovani pfiblizné rovna e;, zvolime w; = 1/¢;. Je
dobré si uvédomit, Ze kaZdou metodu pro ¥eSeni nevazené metody nejmensich
Ctvercl lze pouZit pro ¥eSeni metody vazené: stali prondsobit y; a i-ty fadek A
soutinitelem /w;.



150t TR G
P¥iblizné YeZeni pfeurené soustavy rovnic Ax =y (tj. rovnic je vic neZ
nezndmych), které minimalizuje délku rezidua r =y — Ax, se nazyv3 Yeeni
soustavy linedrnich rovnic metodou nejmensich &tverc.

s

Normalni soustava rovnic. ReSeni minimaliza&ni dlohy (3.32) musi spliiovat
nutnou podminku pro extrém:

O 0 S (oS | =0, k=12
6Xk 8Xk £ ] j:1 yy ) gLy eeay .

Kdyz provedeme naznalené derivovani, dostaneme

a odtud

n

Z Zakau Xj = Za,ky,, k=1,2,...,n,
j=1

=1

coZ lze zapsat maticové jako
ATAx=ATy. (3.33)
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Soustava linedrnich rovnic (3.33) je zndma jako normalni soustava rovnic. Kdyz
jsou sloupce matice A linedrn& nezavislé, je matice G := AT A pozitivné definitn{
a fedeni x* normdlni soustavy rovnic je jediné ¥eSeni dlohy (3.32), tj. plati

ly — Ax*||* = min [ly — Ax||?.

Vyjadfime-li normalni soustavu rovnic pomoci vektorii ¢;, dostaneme

(P1,01) (P12) oo (P100)\ [x (1,Y)
(P2:1) (P2,02) oo (P2,00) | | % (#2,Y)

=1 . (3.34)
(Pns 1) (Pnsp2) (PnPn)) \Xn (enY)

kde

(Prr ) = Zwk a  (ery) Zwk

jsou skalarni soutiny vektorii ¢, ®; a ¢y, y. Matice G soustavy (3.34) se nazyva
Gramova matice soustavy vektord ¢;,j = 1,2,...,n.
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P¥i navrhu aproximace R,(t) bychom méli vybirat funkce p;(t) tak, aby sloupce
; matice A byly linedarn& nezavislé. V opa¢ném pfipadé, jak se da ukdzat, ma
dloha (3.32) nekone¢n& mnoho ¥eleni, coz je zfejmé& nezadouci.
Uved me si dva vyznamné specialni p¥ipady, pro které jsou sloupce matice A
linedrn& nezdvislé (dikaz Ize najit nap¥. v [Berezin]):
a) ;(t) je polynom stupné j — 1, napt. p;(t) =t/ 1, j=1,2,...,n;
b) pro n=2N + 1, kde N je celé nezdporné &islo, volime
(pl(t) = 17 902k(t) :COSkta 902k+1(t) =sin kt7 k = 1a27~-~7N7
a ,&asy pozorovani“ t; vybirdme z intervalu(c, c + 27), kde c je libovolné
¢islo.
Aproximace R,(t) je v p¥ipadé a) algebraicky polynom a v pfipad& b)
trigonometricky polynom.
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Kdy? je m = n a matice A je regularni, pak x* = A~ly ar = o, tj. R,(t;) = i,
i=1,2,..., m. Pokud jsou v8ak namé&fend data y; zatizena chybami, pak nenfi
d¢elné, aby funkce R,(t) tyto chyby kopirovala. Naopak, aby R,(t) v&rohodng&
vystihovala (rekonstruovala) nezndmou funkci y(t), je Zadouci, aby R,(t)
namé&Fend data vyrovnavala (vyhlazovala). To je ale mozné jen tehdy, kdyZ potet
pozorovani m je vyrazn& vétsi nez polet n navrhovych parametrd, tj. pro m > n.
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Ptiklad 3.7. Pro data pfedepsana tabulkou

t;|0‘0,5‘1‘1,5‘2‘2,5‘3

y: | 3,57 ‘ 2,99 ‘ 2,62 ‘ 2,33 ‘ 2,22 ‘ 2,10 ‘ 2,05

uréime aproximaci Rp(t) = x1 + xpe~ " metodou nejmensich &tvercli. Zfejmé

v1(t) =1 a po(t) = e~ . Normlni soustava rovnic je tvaru
7 7 7
S1-1 S1.e7b X S1-y
i=1 i=1 _|i=
7 7 I
SeTt1l S ettt X2 Steliy;
i=1 i=1 i=1

Vypotteme-li pisluiné sumy, dostaneme soustavu (zobrazujeme nejvyse 4

desetinnd mista)
7 24647\ [x 17,88
(2,4647 15805) <x2> - (7,4422) ’
ijexp =1 9879 a x, = 1,6087. Hledana aproximace

JeJ en
1,99 +1,61e* a || =0,0651. O

eSe

Ro(t) =
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P¥iklad 3.8. Daty z pfedchoziho pt¥ikladu proloZime postupn& polynomy prvniho,
druhého a tfetiho stupné. Za bazové volime funkce p;(t) = /=1, kde
Jj=12,...,nan=234.

a) Polynom prvniho stupné. Pro 1(t) = 1 a ¢»(t) = t dostaneme normdlin{

soustavu rovnic
7 10,5 X1 17,88
105 22,75) \xo) \2345)°

kterd m3 YeSeni x; = 3,28 a x, = —0,48, takze R(t) = 3,28 — 0,48t
a ||r|| = 0,4756. Aproximace linedrnim polynomem tedy neni vhodnd, nebot
je malo pFesna.

b) Polynom druhého stupn&. Normalni soustava rovnic

7 10,5 2275 X1 17,88
10,5 22,75 55,125 x | = 23,45
2275 55,125 142,1875 X3 49,0625
ma ¥eSeni x; = 3,563, xo = —1,09 a x3 = 0,20, takZe

Rs(t) = 3,53 — 1,00t + 0,2t% a ||r|| = 0,1006. Velikost rezidua se zmensila, je
v8ak stale v&tsi nez v prikladu 3.7.
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c) Polynom tfetiho stupn&. Normalni soustava rovnic (zobrazujeme nejvy3e 4
desetinnd mista)

7 10,5 22,75 55,125 x1 17,88
105 2275 55125 1421875 | | x 23,45
2275 55125 142,1875 381,2813 | | x| | 49,0625
55,125 1421875 3812813 1049,5469 ) \ x; 116,78

ma ¥eSeni x; = 3,57, xo = —1,35, x3 = 0,43 a x4 = —0,05, takze
Ra(t) = 3,57 — 1,35t + 0,43t% — 0,05¢% a ||r|| = 0,0360.
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Pokud bychom stupeii polynomu déle zvy3ovali, zjistili bychom, Ze polynom R(t)
estého stupné& prochazi viemi body [t;, y;], takZe je to interpola&ni polynom.

Viimnéte si je$té prvkd Gramovych matic: s rostoucim ¥addem nejvétsi koeficient
prudce roste. Spolu s nim prudce roste také &islo podminénosti Gramovych matic.
Do nésledujici tabulky jsme zaznamenali &isla podmin&nosti k2(G) pro
n=2,3,...,7 (spottend v MATLABu pomoci maticové || - |2 normy)

n 2 3 4 5 6 7

k2(G) | 16 | 4.27-10% | 1,91-10% | 1,20-10° | 1,17-108 | 2,31-10'°

Pokud bychom tabulku dat z p¥ikladu 3.7 rozsi¥ili o dal3i sloupce, mohli bychom
teoreticky v regresni funkci Z};lxjtf;l zvétSovat n (aZ do poctu m sloupcii).
Prakticky to vak moZné neni, nebot pro velké n by &islo podmin&nosti Gramovy
matice bylo netinosn& velké. Regresni funkce R,(t) s bazovymi funkcemi
@i(t)=t71, j=1,2,...,n, se proto pro v&t§i n nepouZivaji. Pokud pottebujeme
polynomickou regresni funkci vy$8iho stupn&, méli bychom pouZit tzv. ortogonalni
polynomy, viz nap¥. [Stoer, Bulirsch]. O
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Reseni pFeur&enych soustav rovnic. Cislo podmin&nosti x,(A) je definovano
také pro obdélnikovou matici A a plati ko(ATA) = [k2(A)]?. To znamend, Ze
¢islo podmin&nosti Gramovy matice AT A je vyrazn& vétéi nez &islo podminénosti
navrhové matice A. Normalni rovnice se proto k FeSeni rozsdhlych soustav
preurenych rovnic nehodi. Existuji lepsi postupy vyuZivajici tzv. QR rozklad
matice A nebo tzv. pseudoinverzi matice A,viz nap¥. [Stoer, Bulirsch], [Moler].
Ob& tyto metody jsou stabilni a Gramovu matici nepouzivaji. Kvalitni
implementace jsou dostupné nap¥. v MATLABu, viz [Matlab].

Tyto metody se také bez potiZi vyporfadaji s pfipadem, kdyZ jsou sloupce matice A
linedrné zavislé. D4 se ukazat, Ze v tom p¥ipad€ ma preuréend soustava rovnic
nekonetn& mnoho ¥eZeni (ve smyslu metody nejmensich &tverci, tj. ma nekonené
mnoho ¥eSeni, kterd maji stejnou délku rezidua). Jestlize AT je pseudoinverze
matice A, pak ATy je jednozna&né& definované ¥edeni, které minimalizuje délku
rezidua, a pokud je takovych ¥e$eni nekonetn& mnoho, pak Aty je to z nich, které
m3a nejmensi délku.
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