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Parcialni a smérové derivace, gradient

1. Definice Bud f: R" — R realné funkce n redlnych proménnych, a = [ay,...,a,], 1 <i < n.
Polozme f; : R — R, kde f;(z;) = f(a1,...,ai—1,Ti, @it1,- - ., a,) (pozn. funkce f; se nazyva i-t4 parcialni
funkce) a Df; = {z; e R: [a1,...,Gi—1,Ti, Qit1,-..,0,] € Df}.

Cislo f.(a) := f/(a) se nazyva parcialni derivace funkce f v bodé a podle proménné z;. Bud D,
mnozina viech a € R", pro néz f; (a) existuje.

Funkce f, : R"™ — R pfifazujici kazdému = € Df; dislo f, (x) se nazyva parcialni derivace
funkce f podle z;. Misto f, lze ekvivalentné psat g—{i.

2. Poznamka Jiz samotnd definice poskytuje névod, jak parcidlni derivace poé¢itat. Parcialni derivaci
funkce podle pevné zvolené proménné vypocitame tak, ze funkci derivujeme jen podle této proménné,
pri¢emz ostatni proménné povazujeme za konstanty. Princip vypoc¢tu uvedeme na nasledujicim prikladu.

3. Piiklad Spoctéte parcialni derivace f; a f, funkce f(z,y) = 2%y +In(%).
ReSeni  Vyuzijeme znamych vzorct pro derivovani funkce jedné proménné a déle pouzijeme navodu
v predchozi poznamce.
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4. Definice Bud f:R" — R, a € Df. Necht Vi =1,...,n existuje f, (a).
Vektor grad f(a) = (f;,(a),..., fi (a)) se nazyva gradient funkce f v bodé a.
Vektor grad f = (f;,,..., f,, ) nazyvame gradient funkce f.

1’

5. Poznamka Symbolem V, ozna¢me euklidovsky vektorovy prostor dimenze n nad R. Prvky
v = (v1,...,0,) € V, nazyvadme vektory. Jsou to n—tice redlnych ¢isel zapsanych v kulaté zdvorce.
7Z vektorové algebry pfipomenme, ze rozdil z — y bodd z,y € R” interpretujeme jako vektor a soucet
x4 v bodu & € R™ a vektoru v € V,, jako bod. Plati [z1,...,z,] 4+ (v1,...,05) = [X1 + V1, .., Ty + Uy

Vektory e; = (1,0,...,0),...,e, = (0,0,...,1) € V,, se nazyvaji orty. Orty jsou ortogondlni, tzn.
kolmé vektory, jejichz velikost je rovna 1.

Podobneé jako u funkci jedné realné proménné zavadime pojem derivace vyssich fad. Definici zavedeme
pomoci principu matematické indukce.

6. Definice Bud m > 1 libovolné, z;,,...,z; € {z1,...,2,}. Pak funkce
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v tomto poradi.

se nazyva m-ta parcialni derivace podle proménnych z;,,...,z;
Nultou parcialni derivaci chapeme jako f.
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7. Pozndmka Druhou derivaci funkce n-proménnych f(x) chdpeme matici
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Gradient funkce f se v tomto kontextu nékdy chépe jako prvni derivace funkce f. PiSeme tedy f' =
grad f.
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8. Piiklad Spoctéte parcialni derivace druhého fadu f7,, f7,, fi, a fi, funkee f(z,y) = %y + In ().

Reseni Vyuzijeme vysledkt z P¥ikladu 3. Plati f,(z,y) =2zy+ 2 a fo(z,y) = % — i Druhé
parcialni derivace funkce f spocteme tak, Ze prvni parcidlni derivaci znovu parcialné zderivujeme podle
zvolené proménné. Plati

9 0 1 1 0 0 1. 1
A 4 = — —) = —_— " = — / = — 2 _ =) = —
foo = 5, (Fa) = g  Quy+ ) =2 — 5. fyy = 5 (h)) =5 (=" = ) = 5,
o B, 1 o
foy = éTy(f;) = @(2$y+ 5) =22, fy, = %(f{,) =2z.

Odtud plyne, ze matice druhé derivace je tvaru

2y — L. 2
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Pri vypoctu druhych parcidlnich derivaci jsme narazili na dtlezitou skutec¢nost. Zjistili jsme, ze fg’c'y =

;’x Nasledujici véta zarucuje, Ze nalezenou vlastnost maji vsechny funkce, jejichz parcialni derivace jsou

spojité. Véta 9 se Casto nazyva Schwarzova véta, nebo téZ véta o zaménitelnosti parcidlnich derivaci.
Matice f” je v pripadé zaménitelnosti symetrickd podle hlavni diagonaly.

9. Véta (Schwarzova véta)Necht vSechny parcidlni derivace m-tého fadu funkce f : R™ — R jsou
spojité v bodé a € Df. Pak jsou vSechny parcidlni derivace az do fadu m véetné zaménné v bodé a, tj.
v libovolné parcialni derivaci m-tého fadu v bodé a nezavisi na poradi derivovani.

10. Poznamka Derivace do fadu m — 1 v¢etné jsou zdménné dokonce v néjakém okoli bodu a. Obecné
existuje n” parcialnich derivaci m-tého radu funkce n proménnych. Splnéni predpokladi Schwarzovy
n+m-—1 )

véty 9 redukuje tento pocet na ( m

11. Definice Bud f: R®" > R,a € Df,u € V,, g: R — R. Pro kazdé t € R polozme ¢(¢t) := f(a+tu).

Pak
@) o () — 1 SO = 90) _ fattu) = f(a)
fula) = g'(0) = iy T T ~ i T

se nazyva derivace funkce f v bodé a ve sméru vektoru u.

12. Pfiklad Spoctéte derivaci funkce f(z,y) = % v bodé a = [1,1] ve sméru vektoru u = (2,1).
Reseni Vyuzijeme defini¢niho vztahu. Plati

(142t)2 — (1 +1)2 3t + 2t

g(t):f(a+tu):f([1»1]+t(2vl)):f(1+2t71+t): (1—|—2t)2+(1—|-t)2 :5t2—|—6t+2.

(6t + 2)(5t2 + 6t + 2) — (3t2 + 2t)(10t + 6)
(5t2 + 6t + 2)? ’

2:2-0-6

52 1.

g'(t) =

13. Véta Bud f: R" =R, a € Df, u,v € V,. Pak
L fi(a) = f;,(a).
2. Necht existuje f (a). Pak pro libovolné ¢ € R existuje f/,(a) a plati f.,(a) = cf! (a).

3. Necht f/(x) je spojitd v K (x,0) a existuje f,(z). Pak existuje f, ., (z) a plati f] () = f}(z) +
fo(@).

4. fi(a) =grad f(a)ou = (f; (a),..., f, (a)) o (u1,...,up).
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14. Poznamka Plati f/ (a) = |grad f(a)| - |u| - cosp, ¢ € (0,7), kde ¢ je Ghel vektort grad f(a),u.
Tedy f!(a) je maximalni, kdyz ¢ = 0.
Odtud plyne, Ze vektor grad f(a) uréuje smér jimz f v a nejrychleji roste.

15. P¥iklad Spoctéte derivaci funkce f(z,y) = 2%y + In () v bodé a = [2,3] ve sméru u = (1,-2).
Reseni Pro gradient funkce f plati grad f = (2zy + %,:ﬁ — %) a grad f(a) = (22—5, 1—31) Tedy
fula) =grad f(a) -u= (%, 5) (1,-2) = §.
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