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Diferencial a Taylorova véta

1. Definice Bud f:R"” — R, a € Df. Rekneme, 7e f je diferencovatelna v bodé a, kdyz Yh € V,,
takovy, ze a+h € Df plati f(a+ h) — f(a) = gradf(a)-h+ |h|-7(h), kde }llim 7(h) = 0. Funkce 7(h) se

nazyva nulova funkce. Cislo
dfn(a) = gradf(a)-h = (f;,(a),..., fr (@) - (h1,. .., hn) = > fr (a)hi
i=1

se nazyva totalni diferencidl funkce f v bodé a pii piiristku h a zobrazeni df(a) : V;, — R se nazyva
diferencial funkce f v bodé a.

2. Poznamka
1. Kazd4 funkce f : R® — R mé v a € Df nejvyse jeden totalni diferencial df(a).

2. df(a) je linedrni funkce. Pro libovolné hi,he € V,, a ¢ € R plati df(a)(h1 + he) = df(a)(h1) +
df(a)(h2) a df(a)(c-h) = c-df(a)(h).

3. V literatufe se pouzivji casto rizna oznaceni. Nasledujici zapisy znamenaji totéz:

dnf(a) = df(a)(h) = df(a,h).

3. Priklad Budte f; : R" — R, fi(z) = fi(z1,...,z,) = z; funkce pro i =1,...,n. Spoc¢téme df;(z).

ReSeni  Pfedné plati, Ze ggjg = { ?’ giz ifﬁ’ Odtud plyne dfi(z)(h) = 2L (x)h; = hs.
J ) =J !

Protoze df;(x) = dx;, plati doz; = h;. Pak lze psat h = (hy,...,h,) = (dz1,...,dz,) = dz a diferencial
funkce f v obecném bodé x = [x1, ..., x,] pii pFiristku h lze zapsat ve tvaru dp, f(x) = df(a)(h) =

_ (8%;11 . %hn) F@) = (Fday + - + 52da,) f(2).

Tn

4. Véta Bud f: R" - R,a € Df.
i) Necht f je diferencovatelnd v bodé a. Pak f je v tomto bodé spojita.

ii) Necht existuji f; proi=1,...,n v n&akém okoli K(a,d) a f, jsou spojité v a. Pak f je diferen-
covatelna v a.

5. Definice Bud g : R® — R definovand vztahem g(z1,...,2,) = a1z + -+ + a,x, + b, kde
ai,...,an,b € R.Pak Gg se nazfvd nadrovina v R"*1. (Specialné pro n = 2 je Gg rovina.)

Bud f: R" — R aa € Df bod takovy, 7e existuje okoli K (a,d) C Df. Rekneme, Ze nadrovina Gg je
te€éna nadrovina ke grafu Gf v bodé [a, f(a)], kdyz

o 1@~ 9(2)

=0.
z—a |z — al

6. Vé&ta Graf funkce f mé v bodé [a, f(a)] tetnou nadrovinu pravé tehdy, kdyz f je diferencovatelnd
v bodé a.
Pak rovnice teéné nadroviny v R"*! m4 tvar

Tnt1 = f(a) + fo, (@) (@1 —ar) + -+ + f7, (a) (@ — an),

kde a = [a1,. .., ay]. Rovnici lze zapsat ve tvaru f, (a)z1 +---+ f, (a)zn — Tpy1 +c =0, kde c € R.
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7. Definice Vektor n definovany vztahem n = (f, (a),..., f, (a),—1) € V41 se nazyvd normalovy
vektor te¢né nadroviny funkce f v bodé [a, f(a)]. Piimka v R" ™! definovana vektorovou rovnici

[$17-~‘7$n7$n+1] = [ala"'aanaf(a17~~'an)] +t(frlnl(a)’"'7f;n(a)7_1)7t € Rv

se nazyva normala grafu Gf v bodé [a, f(a)].

8. Poznamka

1. Diferencialu dj, f(a) lze vyuzit k pfibliznému vyjadfeni pfirtstku funkce. Plati
dnf(a) = f(a+h) — f(a).

2. Diferencial vyjadiuje prirustek na teéné nadroviné.

3. Vyraz f(z,y)dz + g(=,y)dy je totilni diferencidl néjaké funkce < f, = g;.

9. Priklad Spoctéte diferencial funkce f(z,y) = arctg(x + lny) v bodé a = [0,1] pfi pfiristku
h=(—0.2,0.1).

Reseni Spocteme nejprve parcidlni derivace funkce f. Plati
fi= —— fla) =1, f)= : fya@) =1
Y 1+ (z+ny)2" Y (4 (z+ny)?)

Odtud a z obecného tvaru diferencialu plyne dy f(a) = f,(a)hi + fy(a)ha =1-(-0.2) +1-0.1 = —0.1.

10. P¥iklad Urcete rovnici tené roviny a normaly k paraboloidu f(z,y) = 2% + 3? v bodé [-2,1,7].

ReSeni  Dopoéitame chybéjici soufadnici. Plati: ? = f(—2,1) = 5. Déle spo¢teme parcialni derivace
fr =2, f1(=2,1) = -4, f; = 2y, f,(=2,1) = 2. Dosadime do rovnice te¢né roviny. Dostavame z — 5 =
—4(x 4+ 2) +2(y — 1). Odtud 4z — 2y + z + 5 = 0. Normalovy vektor je n = (4,—2,1). Rovnice normaly
ma tvar [z,y, 2] = [-2,1,5] + t(4,-2,1), kde t € R.

11. Definice Bud f:R"” — R, a € R, k > 2. Rekneme, Ze funkce f je k-krat diferencovatelni v a,
kdyz existuje okoli K (a,d) v némz jsou diferencovatelné vSechny parcialni derivace fadu 0 < m < k — 2
a v bodé a jsou diferencovatelné viechny parcialni derivace fadu k — 1. Diferencial k-tého radu funkce
f je pak zobrazeni d* f(z) : V¥ — R definované vztahem

0 0 0 0
d* f(@)(ur, .. un) = (8_901u11 +oe aTUm) <8—$1uk1 +oee aTUkn) f(z),

kde u; = (Wi, -, Uin) € Vi
Specialné pro ug = -+ = uy = h = (hq,..., h,) € V,, piSeme

k
d¥ f(x) = d*f(z)(n,...h) = (ih1+---+ 0 hn> f(x).

8%’1 8_1'1

12. Poznamka K exaktnimu vyjadfeni dfb (2) lze pouzit tzv. multinomickou vétu.
Budte n > 2,k € N, aq,...,a, € R. Pak plati

k k k!
da)f = B gk kd -
(a1 4+ +an) . +z+:k . (kl,...,kn>a1 o e(klkn> Kl ko

Soucet probihé ptes vSechny rozklady (kompozice) ¢isla k na pravé n séitancii, v nichz zévisi na poradi
sCitanct.
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13. Poznadmka Pro n = 2 dostdvdme zndmou binomickou vétu

k
a1 + a2 Z < >a1a2
1=0

14. Poznamka Neékdy diferencidlem k-tého fadu funkce f v bodé x nazyvame pouze zobrazeni

D*f(x): V,, = R, D*f(x)(h) = d¥f(z)(h1,. .., ho) = df f(z).

15. Véta Bud f: R™ — R,a € Df. Necht f ma v néjakém K (a, ) parcidlni derivace fadu k, které jsou
spojité v a. Pak existuje d* f(a).

16. Véta Necht funkce u(z,y), v(z,y) maji parcidlni derivace prvniho fadu v bodé [xg, yo]. Necht ug =
= u(x0,%0),v0 = v(zo,yo0). Je-li funkce f(u,v) diferencovatelnd v bodé [ug,vo], pak sloZena funkce
F(z,y) = f(u(z,y),v(x,y)) mé parcidlni derivace prvniho fadu v [z, yo] a plati

F(0,y0) = fr,(uo,vo)us (o, yo) + fo(uo, vo)vy(xo, yo),

F,(x0,90) = f,,(uo,v0)u, (w0, o) + £, (w0, vo)vy (o, Yo)-

17. Pf¥iklad Bud f = f(u(z,y),v(x,y)). Spoctéte

Reéeni Nejprve uréime f!. Plati f’ = e
d d d
Nyni f; ay(f’)— ay( Ly + fovy) = ay(f')u + fiu ;’y+ay(f Y + fovey = (Fuutty + fipvy)us +
/ // / // " 1,0 / // 1,01
+ uua:y + ( vuuy + vV y)v + v xy = uuuzuy + u’uua:vy + vuuyvz + vvvxvy + u zy + vv:ry‘

18. Poznamka K nalezeni parcidlni derivace sloZené funkce ve zcela obecné situaci poskytneme aspon
navod. Predpokladejme, Ze f je nékolikanasobné slozena a ma n proménnych. Postupujeme tak, Ze nejprve
analyzujeme strukturu sloZeni funkce f. To provedeme tak, Ze nakreslime schéma sloZeni, tzv. strom.
Strom se sklada z uzli a hran. Uzly reprezentuji proménné a funkce, hrany zavislosti mezi nimi. Uzly
znézornime v obrazku body nebo kolecky, hrany tseckami, které uzly spojuji. Kolik vede riaznych cest od
uzlu f k x;, tolik bude mit derivace f; scitanct. Kazdy scitanec je soucinem tolika Cinitelt, kolik hran
je na cesté z f do x;.

19. Piiklad  Analyzujte strukturu slozeni funkce f(z,y) = V/z¥ 4 In2z - arctg (1 + +), nakreslete
odpovidajici strom a spoctéte f, f, .

Reseni Ozna¢me f(r,s) =7 - s, r(u,v) = Vu+ 02 s(w) = arctg w,u(z,y) = z¥,v(zr) = Inz,
w(z,y) =1+ {. Nakreslime schéma sloZeni, viz Obrazek 1.

Obrézek 1: Schéma slozeni funkce f(x,y) = V/x¥ + In’z - arctg (1 + +)

Graf na obrazku se nazyva strom. Z jeho struktury ziskdme vzorce pro hledané parcialni derivace.
Plati

Of Orou Of Or Ov  Of Os dw ,  Of0rou Of 0s ow

f/ e At -4 - L 77 -4 - - -

I78r8u8x+8r8v8m+858w8x’ Y Oroudy 0s 0w dy’
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Odtud plyne

1 ya¥ i1 x 3 1 1
= 2 arctg(1+ =)+ Vavy+Inir — . =
I 3 Y/(xv +Inx)? & y) 1+(1+9)? y

1 —T

7 zYInx
1+ 1+ 5)2 y?

1
Vo3 /(v + 1Inx)?

-arctg(l—i—g)—i— Vv +1n’z -
Y

20. Definice Budte a € R",h € V,,, h # 0. Mnozina {x € R",x = a + th,t € (0,1)} se nazyva tsecka
v R” o krajnich bodech a,a + h.

21. Véta Taylorova véta Bud f: R" — R,Q C Df oteviend mnozina. Necht m € N a pro libovolné
z € Q existuje d)" "' f(z). Bud a € Q,h = (h1,...,hy) € V,, a nechf tsecka a,a + h lezi v Q. Pak existuje
te R, 0<t<1 tak, ze plati

1
Tt f(a+ th).

f(a + h) = f(a,) + %dhj(a) i %d}%f(a) +ot %dznf(a) v m

22. Poznamka

1. Polynom T,(z) = f(a) + +dnf(a) + 2d? f(a) + -+ + 2d}" f(a) se nazyva Tayloritv polynom
m-tého fadu funkce f v bodé a.

2. Funkce R,,(z) = mdzlﬂf(a +th) Tayloruv zbytek.

3. Formule uvedena v Taylorové vété se nazyva Taylortv vzorec nebo téz Taylorova formule.
4. Pro a = [0,...,0] mluvime o Maclaurinové vzorci.

5. Véta plati i za slabsiho predpokladu, kdyz d’,f:‘“ f(x) existuje v kazdém bodé x usecky a,a + h.
Zbytek R, (z) vyjadfuje chybu, které se dopustime, nahradime-li funkci f na Q polynomem 7, (x).
Chybu R,,(x) nedokéZeme piesné spocitat, ale v fadé pfipadi ji dokdZeme uspokojivé odhadnout.
Pii konstrukei polynomu Ty, (z) pouzivame vztah dz = h =z — a.

23. Piiklad Spoctéte Taylorav polynom Ts(x,y) funkce f(z,y) = arctg (z + Iny) v bodé a = [0, 1].

Reseni Parcidlni derivace prvniho fadu zndme z Prikladu 9. Dale vime, ze de = x a dy =y — 1.
Tedy prvni diferencial funkce f v a ma tvar d f(a) = fy(a)dz + fy(a)dy =dz +dy =z +y — L.
Pro parcialni derivace druhého radu plati:

—2(x + Iny) " —2(z + Iny) " —(1+2+1ny)?

"o _ _
Jor = T ey 7 T T @ g2 v T P g

fin(a) =0, fi,(a) =0, fy,(a) = —1.

Druhy diferencial funkce f v bodé a je tvaru

dnf(a) = fia(a)da® +2f;, (a)dady + fy,(a)dy® = —dy® = —(y — 1)*.

Diferencidly dosadime do Taylorovy formule T(x,y) = f(a) + %dh fla)+ %d}% f(a) a provedeme upravu.
Plati Th(z,y) = =2 + 4 2y — 142
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