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Funkce vice proménnych

Cast I
Diferencialni pocet funkci vice proménnych

1 Funkce vice proménnych

1. Definice Realna funkce n-realnych proménnych f : R” — R je zobrazeni, které kazdému
x € R™ prifadi nejvyse jedno f(z) € R.

Prvky x = [z1,...,2,] € R™ se nazyvaji body n-rozmérného prostoru R™.

Mnozina Df = {z € R";Jy € R: f(z) = y} se nazyva defini¢ni obor funkce f.

Mnozina Hf = {y € R;3z € Df : f(x) = y} se nazyva obor hodnot funkce f.

Mnozina Gf = {[x1,...,Zn, f(x1,...,2,)] € R* L [21,...3,] € Df} se nazyva graf funkce f.

2. Poznamka
1. Misto f([z1,...,x,]) budeme pro jednoduchost psat pouze f(z1,...,Zy).

2. Z predchozi definice grafu plyne, ze funkéni hodnotu chapeme jako n + 1 soufadnici, tj. z,4+1 =
flay,...xp).
3. Misto z1, 22,23 budeme psat z,y, z.

4. Pro n = 2 si lze graf f predstavovat jako rovinu, nebo jeji ¢ast, zakiivenou v R?, tj. jako plochu.

5. Pro n > 2 ztracime moznost nazorné predstavy. V pripadé funkce t¥i proménnych je grafem funkce
¢ast Ctyfrozmérného prostoru. Z analogie muzeme ale usuzovat, ze grafem funkce t¥i proménnych
je trojrozmérny prostor, ktery je zakiiven v R*. Jedinym grafem funkce tii proménnych, ktery
dok4Zeme znézornit, je graf funkce f(z,y, z) = 0. Grafem f je cely trojrozmérny prostor R3.

3. Pfiklad Bud f:R? — R funkce dvou proménnych definovand vztahem f(z,y) = 1+ /1 — 22 — y2.
Namalujte graf funkce f.

ReSeni  Vysetfeme nejprve definiéni obor. Ztejmé [z,y] € Df < 1—22—y? > 0 & 22 +y? < 1. Tedy
Df = {[z,y] € R?; 2% +y? < 1}. Geometricky je defini¢ni obor kruh se stiedem v poc¢atku a polomérem 1.
Jednoduchou tivahou lze zjistit, ze H f = (1,2). Dale Gf = {[z,y,1+ /1 — 22 — 42| € R?: [2,y] € Df}.
Plati 2 = 1+ /1 — 22 — 2. Odtud 2% + 4? + (2 — 1) = 1. Z analytické geometrie plyne, Ze graf funkce
f je horni polovina kulové plochy o poloméru 1 se stfedem v bodé [0, 0, 1]. Graf je zndzornén v kartézské
soustavé soufadnic (O, x,y, z) na Obrazku 1.

ﬁ -

Obrézek 1: Graf funkce f(z,y) =1+ /1 — 22 — y?

¢

4. Piiklad VysSetiete a nakreslete definiéni obor funkce f(x,y) = v/In (23 + y).
Reseni Ziejme plati, Ze [v,y] € Df & In(23+y) >0 23 +y > 1. Tedy Df = {[z,y] € R?:
y > 1 — 23}, Nakreslime obrazek. Viz Obrazek 2.
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y=1-2'
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Obrazek 2: Def. obor funkece f(z,y) = /In (2?4 y)

Metoda Ffezu

Graf funkce dvou proménnych je podmnoZina trojrozmérného prostoru R3. Zakladni geometrickou
piedstavu o grafech funkei f : R? — R, lze ziskat v kartézské soustavé soutadnic (O, z,y, 2) pomoci Tezit
grafu Gf systémem rovin g.(z,y) = ¢, tj. z = ¢, kde ¢ € R. Rezy jsou tedy primiky grafi Gf a Gg..
Podobné lze pouzit dalsi systémy rovin, napf. x = ¢ nebo y = c.

5. P¥iklad Pomoci metody fezfi vysetiete a nakreslete graf funkce f(x,y) = 2% + y2.

Reseni Rezy rovinami z = ¢ jsou pro ¢ > 0 kruznice 2% + y? = ¢ o poloméru +/c. Pro ¢ = 0 je
fez bod [0, 0]. Pro ¢ < 0 jsou fezy prazdné mnoziny. Dale fezy rovinami y = ¢ jsou paraboly z = 2% + ¢?
s vrcholem ve visce c2. Odtud a ze symetrie funkce f jiz plyne, e graf funkce f vznikne rotaci paraboly
z = x2 kolem osy z. Grafem f je tzv. rota¢ni paraboloid. Viz Obrazek 3.

padorys: narys: Z
yl

Obréazek 3: Graf f(z,y) = 2? + y? uréeny metodou fezt

6. Definice Budte z,y € R™. Potom é&islo d(x,y) = \/>_,_, (xi — yi)? se nazyva vzdalenost bodu z, y.
Bud zp € R™,6 > 0,6 € R. Pak mnozina K(x0,d) = { € R",d(z,29) < J} se nazyva d—okoli
bodu z.

7. Poznamka
1. d-okoli bodu xy je oteviend koule v R™. M4 stied v ¢ a polomér §.
2. Pro n =1 dostdvame K (zg,9) = {z € R, |z — xo| < 6} = (x0 — 9,20 + 9).
3. Plati
i) d(z,y) =0 2 =y;

i) d(z,y) = d(y, x);
iil) d(z,y) + d(y, z) > d(z, z), tzv. trojahelnikova nerovnost.
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8. Definice Bud Q C R". Pak zy € R” se nazyva vnitini bod mnoziny 2, kdyz existuje K (xo,d) tak,
7e K(x0,0) C Q. Mnozina , jejiz kazdy bod je vnitini se nazyva oteviena mnozina.

Bod zg € R™ se nazjva hraniéni bod mnoziny €2, kdyz pro kazdé 6 > 0 plati K(xo,d) NQ # O A
A K(xg,0) N (R™ — Q) # 0.

Oznaéme h(2) mnozinu vSech hraniénich bodt mnoziny Q. Mnozina h(2) se nazyva hranice mno-
ziny €.

Mnozina {2 se nazyvd uzaviena mnozina, kdyz h(Q2) C Q.

Mnozina {2 se nazyva ohrani¢ena mnozina, kdyz existuje § > 0 tak, ze Q C K(o,6), kde o =
=0,...,0] € R
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2 Limita a spojitost

9. Definice Bud f : R” — R realna funkce n realnych proménnych.
Pak mnozina (Df) = {& € R*;Ve > 0: (K(z,e)—{z})NDf # 0} se nazyva derivace mnoziny Df.
Rekneme, Ze f ma v bodé zy € (Df)’ limitu a € R, kdyz VK (a,)3K (z0, §) tak, Ze Vo € (K (xg,5)—
{zo})NDf: f(z) € K(a,e) = (a—¢,a+¢).

10. Pozndamka Bud R, = RU {—00,00}. Pojem limity lze rozsifit na piipad zg € R?, a € R,.

Je-li a € {—00, 00}, nazyva se limita nevlastni.

Pokud se v n-tici 9 € R} vyskytne aspon jednou nevlastni bod co nebo —oo, mluvime o limité
v nevlastnim bodé.

Definice limity nepozaduje, aby xzo € Df.

11. Véta Funkce f: R™ — R mé v bodé g € (Df) nejvyse jednu limitu a € R.

Diikaz: Sporem. Budte a,b € R, a # b dvé rizné limity funkce f v bodé xg. Polozme ¢ = %d(a, b). Pak
e > 0 a podle definice limity 301,02 > 0 tak, ze Vo € (K(x9,91) — {zo}) N Df plati, ze f(z) € K(a,e),
coz znamend, ze d(a, f(zr)) < € a Vo € (K (xo,d2) —{zo}) N Df plati, ze f(x) € K(b,¢), tj. d(b, f(z)) < .
Zvolme x € K (g, min{dy,d2}) — {zo}. Pak d(a,b) < d(a, f(z)) + d(b, f(z)) < €+ e = 2¢, coz je spor,
nebot d(a,b) = 2¢.

12. Definice Bud zy € (Df)’. M&-1i f v 2o limitu a, piSeme lim f(z) = a.

T—x0

13. Poznamka  Nejéastéjsi tloha o limitdch byva formulovana slovnim obratem: VySetfete limitu
lim f(z). Co se m4 provést?
T—xT(

Pokud zg ¢ (Df)’, fekneme, Ze symbol lim f(z) neni definovan. V opaéném piipadé mohou nastat

T—T
pravé dvé navzajem se vylucujici moznosti. ’

1. f nema4 limitu. Téz Fikame, Ze neexistuje limita f v xq.

2. f méa v xo limitu. Tato limita je pak podle Véty 11 urcena jednoznac¢né. Urceni limity funkce vice
proménnych je obecné velmi obtizné. V nékterych jednodussich pfipadech mohou pfi vypoctu pomoci
nasledujici véty.

14. Véta Necht existuji limity lim f(z) =a, lim g(x) = b. Pak plati
T—x0

T—x0

i) lim (f() % g(a)) = a b

Tr—xo

il) lim f(x)g(x) = ab;

T—T0o

iif) Pro b#0: lim [& — ¢

sz 9() b

15. Véta Necht lim f(z) = 0 a existuje K(xg,d) — {xo} tak, Ze funkce g(x) je na K(xg,0) — {zo}

r—xo

ohraniéend. Pak pro limitu sou¢inu plati lim f(z) - g(z) = 0.
T—xg

16. Véta 1. Necht 3K (o, ) tak, ze Vo € K(x9,0) — {zo} plati, ze f(z) > 0.
Pak lim f(z) =00« lim ++ =0.

T—xQ T—xo f(z)
2. Necht 3K (xo, d) tak, ze Vo € K(x0,0) — {zo} plati, ze f(z) < 0.
Pak lim f(z) = —oco < lim % = 0.

T—xTg Tr—XTQ

17. Véta Bud f:R"™ — R racionalni lomend funkce, zg € Df. Pak lim f(x) = f(xz).

r—a
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18. Piiklad Vysetiime limitu  lim - +
[zy]—[0,0] &Y

Reseni Oznatme f(z,y) = =7z Pak Df = —{[0,0]} a 0o = [0,0] € (Df). Symbol
lim f(z) je tedy definovédn. Dokazme, Ze f nemé limitu v bodé [0,0]. Sporem. Pfipustme, ze funkce f
mé v bodé [0,0] limitu a. Pak podle definice pro K(a, 1) existuje K(o,0) tak, Ze Vo € K(o,8) — {o}
plati f(z) € K(a,}). Uvazme body b1 = [,0], by = [$,8]. Ziejmé plati, ze bi,by € K(0,0) ne-
bot d(o,b1) = \/(O—Q)Q—i—(O—O)2 = 2 < 5 ad(ob) \/(0—5) +(0-9)2 = % < ¢ Tedy

f(b1) € K(a, }), f(b2) € K(a f(b1) =0 a f(b2) = 5. Odtud plyne, ze a € (3, 3), a € (3,3),
co? je spor, nebot (—1,1)n

1
4

). Ale
3 =0

»M»—A

19. Definice Bud f: R? — R funkce dvou proménnych, z = [a, b].
Pak limity L; = lim <lin%) Iz, y)) a Ly = lin%) <lim f(:r,y)) se nazyvaji postupné limity.
z—a \y— y—b \z—a

Nasledujici véta popisuje vztah postupnych limit k limité L = . 1]1m[ . flz,y).
z,y]—la,

20. Véta
1. Necht existuji limity L1, Ly a L1 = Lo. Pak L nemusi existovat.
2. Necht existuje L. Pak L;, L nemusi existovat.
3. Existuji-li L, Ly, Lo, pak nutné L = Ly = L.
4. Necht existuji L1, Ly a L1 # Lo. Pak L neexistuje.

Pro ilustraci uvedme piiklad situace (2) z pfedchoziho tvrzeni.

21. Piiklad Bud f: R? — R takové, ze Df = {[z,y] € R%; 2z <y < 2z}, Hf = {1}, tj. f(z,y) =1
na Df.
Ziejmé [0,0] € (Df) a : l]un[ ]f(z,y) = 1, viz Véta 17. Dvojnasobné limity L1, Lo ale neexistuji.
x,y]|—[0,0
Podle definice limity funkce jedné proménné si snadno rozmyslite pro¢. Poznamenejme, ze f : R — R

ma v xg € R limitu a € R pravé tehdy, kdyz VK (a,e)3K (z,d) — {zo} tak, ze K(zo,d) — {0} C Df
aVr € K(xg,0) —{xzo}: f(z) € K(a,¢).

22. Poznamka Jak jiz bylo feéeno, vySetfovani limit funkci vice proménnych je obecné velmi ob-
tizné. Uvedme nyni nékolik moZnosti, jak pfi vysetfovani limit postupovat. Pro jednoduchost se omezime
na funkce dvou promeénnych. Pro vice proménnych se postupuje analogicky. Idea je zalozena na apli-
kaci Vétyll.

1. Metoda svazku primek

Misto limity L vySetfujeme limitu L*, kde
L* = lim f(z, k(z — x0) + y0).

T—T0
Zavisi-li limita L* na smérnici k, pak L neexistuje. Nezavisi-li na k, nelze o existenci limity L nic
usoudit.
2. Metoda svazku parabol
Misto limity L vySetfujeme limitu L**, kde
L* = lim f(z,k(z — 20)* + yo)-
T—xQ

Zavisi-li limita L** na smérnici k, pak L neexistuje. Nezavisi-li na k, nelze o existenci limity L nic
usoudit.
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3. Metoda polarnich souradnic

Provedeme transformaci funkce f do polarnich soufadnic. Dosadime za x = x¢ + gcosy a za
Yy = Yo + osin . Misto limity L pak vysetiujeme limitu L***, kde

L™ = lim f(zo + 0cosp,yo + osing).
Q—?

Zavisi-li limita L*** na thlu ¢, pak L neexistuje. Nezavisi-li na ¢, nelze o existenci limity L nic usou-
dit. Specialné, je-li po transformaci L*** = lim+ g(o)h(p), kde 1im+ g(0) =0 a h(yp) je ohrani¢end
0—0 0—0

na (0,27), pak L = 0.

2, 2
23. Priklad VysSetfete limitu  lim e
Y ol (0,0 TV
Reseni ODbé postupné limity L, Lo existuji a jsou rovny nule. O existenci limity nelze na tomto
zékladé nic usoudit. Pouzijeme metodu svazku primek. Plati
I I a?y? w2 k22 K k2
= lm —F(/—t—=Ilm-——F—-=1lm-—=—-.
z—0,y=kx x4 —+ y4 z—0 x4 + k44 z—0 1+ k4 1+ k4

Protoze limita L* zavisi na k, zadana limita L neexistuje.

24. Priklad VySetfete limitu  lim zeryz
[e,y]—[0,0] *"+¥
Reseni Obé postupné limity L, Ly existuji a jsou rovny nule. Podobné netspésné dopadne vy-
Setfeni metodou svazku pfimek i metodou svazku parabol. Plati L* = L** = 0. O existenci limity nelze
na tomto zakladé nic usoudit. Pouzijeme metodu transformace do polarnich soufadnic. Plati
3 a3 3 ind 3 (a3 . 3
. . COS” ¢ + 0 sin . CO8” ¢ + sin . .
L** = lim Q2 2<‘0 Q2 . 2¢: lim 02( ;‘0 '2@: lim o(cos® ¢ 4 sin® ) = 0.
0—0F g2 cos? o+ ?sin” p  0—0* g2(cos? p +sin” )  o—0+

Protoze je funkce h(p) = cos® ¢ + sin® ¢ ohranicené a funkce g(p) = ¢ ma limitu 0, zadané limita L
existuje a je rovna 0.

25. Definice Bud f: R" — R,z € Df. Rekneme, 7e f je spojita v zo, kdyZz VK (f(z0),€)3K (20,0)
tak, ze Vo € K(x0,0) N Df : f(x) € K(f(xo),¢).
Rekneme, Ze f je spojitda na mnoziné Q C Df, je-li spojita v kazdém bodé x € Q.

26. V&ta Bud zp € Df N (Df). Pak f je spojita v zg & lim f(z) = f(z0).

T—x

27. Vé&ta Bud zg € Df Azg ¢ (Df). Pak f je spojitd v .

Dtikaz: Protoze x¢ ¢ (Df) existuje K (xg,d) tak, ze (K(xo,d) —{xo}) N Df = 0. Ziejm& VK (f(z0), )
plati Vo € K (w0,0) N Df — {wo} plati f(x) € K(f(z0),2), . f(x0) € K(f(z0),2):

28. Véta Budte f: R™ — R, g: R" — R spojité v zo € Df.
1. Pak f £ g, f - g jsou spojité v zq.

~ v

2. Je-li g(zg) # 0, pak rovnéz 5 Je Spojita v xg.
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3 Parcialni a smérové derivace, gradient

29. Definice Bud f : R™ — R redlna funkce n redlnych proménnych, a = [ay,...,a,], 1 <i <n.
Polozme f; : R — R, kde f;(z;) = f(a1,...,ai—1,Ti, @it1,- - -,an) (pozn. funkce f; se nazyva i-ta parcialni
funkce) a Df; = {z; e R: [a1,...,a4;-1,%i, Git1,...,an] € Df}.

Cislo f},(a) := f/(a) se nazyva parcialni derivace funkce f v bodé a podle proménné z;. Bud D},
mnozina vSech a € R", pro néz f, (a) existuje.

Funkce f, : R"™ — R piifazujici kazdému z € Df, ¢&islo f, () se nazyva parcialni derivace

funkce f podle z;. Misto f, lze ekvivalentné psat %.

30. Poznamka Jiz samotnd definice poskytuje navod, jak parcialni derivace poc¢itat. Parcidlni derivaci
funkce podle pevné zvolené proménné vypocitame tak, ze funkci derivujeme jen podle této proménné,
pricemz ostatni proménné povazujeme za konstanty. Princip vypoc¢tu uvedeme na nasledujicim ptikladu.

31. Piiklad Spoctéte parcialni derivace f; a f; funkce f(x,y) = 2°y +In (5)-
ReSeni  VyuZijeme znamych vzorcti pro derivovani funkce jedné proménné a dale pouzijeme navodu
v pfedchozi poznamce.
1 1 ,

1 1 1
f;(x,y):2xy+g~§:2xy+g a f@y)=a"+ 57— =a"——.
Y v

32. Definice Bud f:R" — R, a € Df. Necht Vi = 1,...,n existuje f, (a).
Vektor grad f(a) = (f;,(a),..., fi (a)) se nazyva gradient funkce f v bodé a.

Z1

Vektor grad f = (f,,,..., f, ) nazyvame gradient funkce f.

1)’

33. Poznamka Symbolem V,, ozna¢me euklidovsky vektorovy prostor dimenze n nad R. Prvky
v = (v1,...,v,) € V, nazyvame vektory. Jsou to n—tice redlnych ¢isel zapsanych v kulaté zévorce.
Z vektorové algebry pripomerime, ze rozdil x — y bodt z,y € R™ interpretujeme jako vektor a soucet
x4 v bodu x € R™ a vektoru v € V,, jako bod. Plati [x1,...,2,] + (v1,...,v,) = [x1 + v1,...,Tn + Up].

Vektory e; = (1,0,...,0),...,e, = (0,0,...,1) € V,, se nazyvaji orty. Orty jsou ortogonalni, tzn.
kolmé vektory, jejichz velikost je rovna 1.

Podobné jako u funkci jedné redlné proménné zavadime pojem derivace vyssich fadu. Definici zavedeme
pomoci principu matematické indukce.

34. Definice Bud m > 1 libovolné, z;,,...,2; € {x1,...,xz,}. Pak funkce

omf 0 omtf
xi, ...0r;, Oz, \Oxiy ...0%;,

se nazyva m-ta parcialni derivace podle proménnych z;,,...,z; v tomto poradi.
Nultou parcialni derivaci chapeme jako f.

p am§ 3 q .
Vyraz e zvykem zapisovat rovnéz ve tvaru f5

(m)

i1 903 Tigy *

35. Poznamka Druhou derivaci funkce n-proménnych f(z) chdpeme matici

" 1"
r1x1? ttt T1Tn

f/l —
1 . 1
TpnT1? Tt TnTn
Gradient funkce f se v tomto kontextu nékdy chape jako prvni derivace funkce f. PiSeme tedy [’ =
=grad f.

RNDr. Jiii Klaska, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006
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36. Pfiklad Spoctéte parcialni derivace druhého Fadu f7,, ', f2, a f,, funkee f(z,y) = 2%y +1In (5)-

Reseni Vyuzijeme vysledki z Piikladu 31. Plati f,(z,y) =2zy+2 a fy(z,y) = % — % Druhé
parcialni derivace funkce f spocteme tak, ze prvni parcidlni derivaci znovu parcialné zderivujeme podle
zvolené proménné. Plati

0 0 1 1 0 0 1 1
A 4 = — — = —_— " = — / = — 2 —_ - = —
0 0 1 0
no__ / f— — e " = — / =
fwy - dy (f2) Ay (21:y—|— CE) vafyx o (fy) 2z.

Odtud plyne, Ze matice druhé derivace je tvaru

2y — L, 2z
" _ 2
r=(Mam )

Y

Pii vypoctu druhych parcialnich derivaci jsme narazili na dulezitou skutecnost. Zjistili jsme, ze J’C'y =
= fy- Nésledujici véta zarucuje, Ze nalezenou vlastnost maji vsechny funkce, jejichz parcidlni derivace
jsou spojité. Véta 37 se Casto nazyva Schwarzova véta, nebo téz véta o zaménitelnosti parcidlnich derivaci.

Matice f” je v pfipadé zaménitelnosti symetrickd podle hlavni diagonély.

37. Véta (Schwarzova véta)Necht vSechny parcidlni derivace m-tého fadu funkce f : R™ — R jsou
spojité v bodé a € D f. Pak jsou vSechny parcialni derivace az do fadu m véetné zaménné v bodé a, tj.
v libovolné parcialni derivaci m-tého fadu v bodé a nezavisi na poradi derivovani.

38. Poznamka Derivace do fadu m — 1 véetné jsou zdménné dokonce v néjakém okoli bodu a. Obecné
existuje n” parcialnich derivaci m-tého fadu funkce n proménnych. Splnéni predpokladi Schwarzovy
n+m-—1 )

véty 37 redukuje tento pocet na ( m

39. Definice Bud [ :R" =R, a € Df, @ € V,,, g : R — R. Pro kazdé t € R polozme g(t) := f(a + t).

Pak
9(t) = 9(0) _ . fla+ 1) - f(a)
t t—0 t

fi(a) = ¢'(0) = lim

se nazyva derivace funkce f v bodé a ve sméru vektoru u.

2

40. Priklad Spoctéte derivaci funkce f(x,y) = f;%zz v bodé a = [1, 1] ve sméru vektoru @ = (2, 1).

Reseni Vyuzijeme defini¢niho vztahu. Plati
(142t)2 — (1 +1)2 3t + 2t

g(t):f(a+tﬁ):f([1»1]+t(2vl)):f(1+2t71+t): (1—|—2t)2+(1+t)2 :5t2+6t—|—2.

6t + 2)(5t% + 6t + 2) — (3t2 + 2t)(10t + 6)
(5t2 + 6t + 2)? ’

2:2-0-6
:722 =

g =" .

41. Véta Bud f:R* - R, a € Df, u,7 € V,,. Pak
1. f1.(a) = £, (a).
2. Necht existuje f~(a). Pak pro libovolné ¢ € R existuje f.-(a) a plati f/.(a) = cfr(a).
3. Necht f’.(r) je spojita v K(z,d) a existuje fi(z). Pak existuje f/, ;(x) a plati

ara(t) = fa(x) + fi(2).
4. fi(a) =grad f(a) U= ( v (a), .. .,f;n(a)) (UL Up)-

RNDr. Jiii Klaska, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006



Parcialni a smérové derivace, gradient 11

42. Poznamka Plati f.(a) = |grad f(a)| - |u| - cos p, ¢ € (0,7), kde ¢ je thel vektori grad f(a), u.
Tedy f.(a) je maximalni, kdyz ¢ = 0.
Odtud plyne, Ze vektor grad f(a) uréuje smér jimz f v a nejrychleji roste.

43. Priklad Spoctéte derivaci funkee f(x,y) = 2%y + In (%) v bodé a = [2,3] ve sméru @ = (1, —2).

Reseni Pro gradient funkce f plati grad f = (Qxy + %@2 _ %) a grad f(a) = (27257 %)  Tedy
Fila) = grad fla) i = (3. 4) - (1,-2) = &
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4 Diferencial a Taylorova véta

44. Definice Bud f:R" — R, a € Df. Rekneme, Ze f je diferencovatelna v bodé a, kdyz Vh € V,
takovy, Zze a+ h € Df plati f(a+ h) — f(a) = gradf(a) - h+ |h|-7(h), kde }lLim 7(h) = 0. Funkce 7(h) se

nazyvéa nulova funkce. Cislo

dfn(a) = gradf(a)-h=(f, (a),..., fr (@) - (h1,....hn) =Y f1.(a)h;

i=1

se nazyvé totalni diferencial funkce f v bodé a pfi pFirtistku h a zobrazeni df(a) : V,, — R se nazyva
diferencial funkce f v bodé a.

45. Poznamka
1. Kazda funkce f : R” — R ma v a € Df nejvyse jeden totalni diferencial df(a).

2. df(a) je linedrni funkce. Pro libovolné hy,he € V,, a ¢ € R plati df(a)(h1 + h2) = df(a)(h1) +
df(a)(h2) a df(a)(c-h) = c-df(a)(h).

3. V literatufe se pouzivji ¢asto ruzna oznaceni. Nasledujici zapisy znamenaji totéz:

dp f(a) = df(a)(h) = df(a,h).

46. Priklad Budte f; : R” — R, fi(x) = fi(z1,...,2,) = z; funkce pro i = 1,...,n. Spoétéme df;(z).

" s .. Of; | 0, proi#j, , _ ofi .
Reseni Predné plati, ze oz, = { . pro i— j. Odtud plyne df;(z)(h) = 7t (2)hi = hs.

Protoze df;(z) = dz;, plati da; = h,. Pak lze psat h = (hy,...,h,) = (dz1,...,dz,) = dz a diferencidl
funkce f v obecném bodé x = [x1,...,x,] pfi pFirtstku h lze zapsat ve tvaru d, f(x) = df(a)(h) =
= (b + o+ ghn) f@) = (Gdes + o+ 52dan ) f(2).

47. Véta Bud f:R" - R,a € Df.
i) Necht f je diferencovatelnd v bodé a. Pak f je v tomto bodé spojita.

ii) Nechf existuji f; proi=1,...,n v néjakém okoli K(a,d) a f, jsou spojité v a. Pak f je diferen-
covatelna v a.

48. Definice Bud g : R® — R definovana vztahem g(z1,...,2,) = a1 + -+ + anz, + b, kde
ai,...,a,,b € R. Pak Gg se nazyva nadrovina v R"*1. (Specidlné pro n = 2 je Gg rovina.)

Bud f:R® — R aa € Df bod takovy, Ze existuje okoli K (a,5) C Df. Rekneme, 7e nadrovina Gg je
teéna nadrovina ke grafu Gf v bodé [a, f(a)], kdyz

o 1) = 9(@)

r—a |_'1; — a|

=0.

49. Véta Graf funkce f ma v bodé [a, f(a)] te¢nou nadrovinu pravé tehdy, kdyz f je diferencovatelna
v bodé¢ a.
Pak rovnice teéné nadroviny v R”*! m4 tvar

Tp41 = f(a) + f;l(a)(71 - al) + o+ f/ (a)(x,,, - an)a

@B

kde a = [a1,...,a,]. Rovnici lze zapsat ve tvaru f; (a)z1 +---+ f, (a)xn — Tpy1 +c =0, kde c € R.
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50. Definice Vektor n definovany vztahem n = (f, (a),..., f. (a), —1) € V,,;1 se nazyva normalovy
vektor teéné nadroviny funkce f v bodé [a, f(a)]. P¥imka v R"*! definovand vektorovou rovnici

(@1, @, Tng1] = [a1, .., an, far, .. an)] +t(f2,(a), ..., f2 (a),—1),t ER,

se nazyva normala grafu Gf v bodé [a, f(a)].

51. Poznamka

1. Diferencialu dj, f(a) lze vyuzit k pfibliznému vyjadfeni pfirtstku funkce. Plati
dnf(a) = f(a+h) — f(a).

2. Diferencial vyjadiuje prirustek na teéné nadroviné.

3. Vyraz f(z,y)dz + g(=,y)dy je totilni diferencidl néjaké funkce < f, = g,.

52. Piiklad Spoctéte diferencidl funkce f(x,y) = arctg(z + Iny) v bodé a = [0,1] pfi pfiristku
h=(-02,0.1).
Reseni Spocteme nejprve parcidlni derivace funkce f. Plati
1 ) ) 1
= T a0 J\a) = 13 = )
T g PO =0 = A ey

Odtud a z obecného tvaru diferencialu plyne dy f(a) = f,(a)hi + f;(a)ha =1-(=0.2) +1-0.1 = —0.1.

fr fyla) =1.

53. P¥iklad Urcete rovnici te¢né roviny a normaly k paraboloidu f(x,y) = 22 4+ y* v bodé [-2,1,7].

ReSeni  Dopoéitame chybéjici soufadnici. Plati: ? = f(—2,1) = 5. Déle spo¢teme parcialni derivace
fr =2z, f1.(=2,1) = —4, f, =2y, f,(=2,1) = 2. Dosadime do rovnice te¢né roviny. Dostdvame z — 5 =
= —4(x+2)+2(y —1). Odtud 4z — 2y + z + 5 = 0. Normalovy vektor je n = (4, —2,1). Rovnice normaly
ma tvar [z,y, 2] = [-2,1,5] + ¢(4,-2,1), kde t € R.

54. Definice Bud f:R” — R, a € R, k > 2. Rekneme, Ze funkce f je k-krat diferencovatelni v a,
kdyz existuje okoli K (a,d) v némz jsou diferencovatelné vSechny parcialni derivace fadu 0 < m < k — 2
a v bodé a jsou diferencovatelné vSechny parcialni derivace fadu k — 1. Diferencial k-tého radu funkce
f je pak zobrazeni d* f(z) : V¥ — R definované vztahem

0 0 0 0
d* f(@)(ur, .. un) = (8_901u11 +oe aTUm) e <8_xluk1 +oee 87”%) f(z),

kde u; = (w1, -, Uin) € Va.
Specialné pro ug = -+ = uy = h = (hq,..., h,) € V;, piSeme

k
d¥ f(x) = d*f(z)(h,...h) = (8%1}11 +o a%lhn> f(x).

55. Poznamka K exaktnimu vyjadfeni dfb (2) lze pouzit tzv. multinomickou vétu.
Budte n > 2,k € N, aq,...,a, € R. Pak plati

k k k!
da)f = B gk kd -
(a1 4+ +an) k+z+:k k(kl,...,kn>a1 o e(klkn> Kl ko
1T n=

Soucet probihé ptes vSechny rozklady (kompozice) ¢isla k na pravé n séitancii, v nichz zévisi na poradi
sCitanct.
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56. Poznamka Pro n = 2 dostédvdme zndmou binomickou vétu

k
a1 + a2 Z < >a1a2
1=0

57. Poznamka Neékdy diferencidlem k-tého fadu funkce f v bodé z nazyvame pouze zobrazeni
DFf(z) : Vi — R, D*f(x)(h) = d* f(2)(ha, ... ha) = d}; f(2).

58. Véta Bud f:R"™ — R,a € Df. Necht f ma v n&jakém K (a,d) parcidlni derivace fadu k, které jsou
spojité v a. Pak existuje d* f(a).

59. Véta Necht funkce u(x,y),v(z,y) maji parcidlni derivace prvniho fddu v bodé [z, yo]. Necht ug =
= u(zg, Yo),vo = v(Zo,yo). Je-li funkce f(u,v) diferencovatelnd v bodé [ug,vg], pak sloZena funkce
F(z,y) = f(u(z,y),v(x,y)) ma parcidlni derivace prvniho fadu v [z, yo] a plati

Fgé(x(]a yO) = f;(u07 UO)U;(:EOa ZUO) + fé(u(h /UO)U/I(J;O7 ?JO),

F,(20,90) = fr,(u0,v0)uy (2o, yo) + f, (10, vo)vy (x0, Yo)-

60. Priklad Bud f = f(u(z,y),v(z,y)). Spoctéte fa'c’y

Reseni Nejprve uréime f7. Plati f, = _
Nyni f, = 5,(f2) = 5, (fuwl + £ ’) ay(f’)u + é ;’y+§y(f vy + foviy, = (fiuwy + fiyv ’y)%+
+ qllu;c/y+(vu y+fvv y)v +f/ H = uuac +fuv9c +fvuyac+f1l/vv;cvg/;+ ;gerf/ Uy

61. Poznamka K nalezeni parcidlni derivace slozené funkce ve zcela obecné situaci poskytneme aspor
navod. Predpokladejme, Ze f je nékolikandsobné sloZzenad a ma n proménnych. Postupujeme tak, Ze nejprve
analyzujeme strukturu slozeni funkce f. To provedeme tak, ze nakreslime schéma slozeni, tzv. strom.
Strom se skldda z uzlt a hran. Uzly reprezentuji proménné a funkce, hrany zavislosti mezi nimi. Uzly
znazornime v obrazku body nebo kolecky, hrany tiseCkami, které uzly spojuji. Kolik vede rtiznych cest od
uzlu f k x;, tolik bude mit derivace f; scitanct. Kazdy scitanec je soucinem tolika Cinitelt, kolik hran
je na cesté z f do x;.

62. Priklad Analyzujte strukturu slozeni funkce f(z,y) = Vv ay +In’z - arctg (1 + %), nakreslete

odpovidajici strom a spoctéte fy, f,.

Reseni Oznacme f(r,s) = r- s, r(u,v) = Vu+v2,s(w) = arctg w,u(z,y) = z¥,v(zr) = Inx,
w(z,y) =1+ §. Nakreslime schéma sloZeni, viz Obrdzek 4.

Obrézek 4: Schéma slozeni funkce f(x,y) = v/x¥ + In’z - arctg (1 + 5)

Graf na obrizku se nazyva strom. Z jeho struktury ziskdme vzorce pro hledané parcialni derivace.
Plati

_0fOorou  Of0ordv Of 0s Ow , _OfOrou  Of 0s Ow

4 _— _— =
fw_@rauam 8r0v3x+838w8x’ Y Oroudy 09sowdy’
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Odtud plyne

1 ya¥ i1 x 3 1 1
= 2 arctg(1+ =)+ Vavy+Inir — . =
I 3 Y/(xv +Inx)? & y) 1+(1+9)? y

1 —T

7 zYInx
1+ 1+ 5)2 y?

1
Vo3 /(v + 1Inx)?

-arctg(l—i—g)—i— Vv +1n’z -
Y

63. Definice Budte a € R”,h € V,,, h # 0. MnozZina {z € R",z = a + th,t € (0,1)} se nazyva tsecka
v R™ o krajnich bodech a,a + h.

64. Véta Taylorova véta Bud f : R" — R, Q C Df oteviend mnozina. Necht m € N a pro libovolné
z € Q existuje d)" "' f(z). Bud a € Q,h = (h1,...,hy) € V,, a nechf tsecka a,a + h lezi v Q. Pak existuje
te R, 0 <t <1 tak, ze plati

1
st f(a+ th).

f(a + h) = f(a,) + %dhj(a) i %d}%f(a) +ot %dznf(a) v m

65. Poznamka

1. Polynom T,(z) = f(a) + +dnf(a) + 2d? f(a) + -+ + 2d}" f(a) se nazyva Tayloritv polynom
m-tého fadu funkce f v bodé a.

2. Funkce R,,(z) = mdzlﬂf(a +th) Tayloruv zbytek.

3. Formule uvedena v Taylorové vété se nazyva Taylortv vzorec nebo téz Taylorova formule.
4. Pro a = [0,...,0] mluvime o Maclaurinové vzorci.

5. Véta plati i za slabsiho predpokladu, kdyz d’,f:‘“ f(x) existuje v kazdém bodé x usecky a,a + h.
Zbytek R, (z) vyjadfuje chybu, které se dopustime, nahradime-li funkci f na Q polynomem 7, (x).
Chybu R,,(x) nedokdZeme pfesné spocitat, ale v fadé pfipadi ji dokdZeme uspokojivé odhadnout.
P11 konstrukei polynomu T, (z) pouzivame vztah dz = h =z — a.

66. Piiklad Spoctéte Tayloriv polynom Ts(x,y) funkce f(z,y) = arctg (z + Iny) v bodé a = [0, 1].

Reseni Parcidlni derivace prvniho fadu zndme z Piikladu 52. Déle vime, ze dr =z ady =y — 1.
Tedy prvni diferencial funkce f v a ma tvar d f(a) = fy(a)dz + fy(a)dy =dz +dy =z +y — L.
Pro parcialni derivace druhého radu plati:

—2(x + Iny) " —2(z + Iny) " —(1+2+1ny)?

"o _ _
Jor = T ey 0 T T @y v T P @y

fin(a) =0, fi,(a) =0, fy,(a) = —1.

Druhy diferencial funkce f v bodé a je tvaru

dnf(a) = fia(a)da® +2f;, (a)dady + fy,(a)dy® = —dy® = —(y — 1)*.

Diferencidly dosadime do Taylorovy formule T(x,y) = f(a) + %dh fla)+ %d}% f(a) a provedeme upravu.
Plati Th(z,y) = =2 + 4 2y — 142
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5 Lokalni extrémy

67. Definice Rekneme, 7e f : R” — R mé v bodé a € Df:
1. lokalni maximum, kdyz 3K (a,d) C Df tak, ze Vo € K(a,d) plati f(x) < f(a).
2. lokalni minimum, kdyz 3K (a,0) C Df tak, ze Vx € K(a,d) plati f(a) < f(z).

68. Poznamka
1. Lokalni minima a maxima funkce f se nazyvaji lokalni extrémy.
2. Jsou-li nerovnosti na K (a,d) — {a} splnény ostfe, tzn. <, pak se extrémy nazyvaji ostré extrémy.

3. Bod a € Df se nazyva stacionarni bod, kdyz pro kazdé i = 1,...,n plati f, (a) = 0.

69. Véta

1. Necht funkce f : R" — R md v bodé a € D f lokdlni extrém a pro kazdé i = 1,...,n existuje f, (a).
Pak pro kazdé i = 1,...,n plati f, (a) = 0, coz znamend, ze grad f(a) je nulovy vektor.

2. Funkce f muze mit lokalni extrémy pouze ve stacionarnich bodech, nebo v bodech, v nichz
neexistuje aspon jedna parcialni derivace prvniho radu.

70. Priklad Urcete lokalni extrémy funkce:
a) f(z,y) = 2% +y%
b) f(z,y) = V2 + v

c) flz,y) =%y

Reseni

a) Uréime prvni parcidlni derivace f, = 2z a fz/; = 2y. Odtud plyne, ze parcialni derivace prvniho fadu
existuji pro kazdé [z,y] € R%. Zfejmé jediny stacionarni bod je bod a = [0,0] a grad f(a) = (0,0).
V bodé a nastava lokalni minimum. Viz Obrazek 5.

() 1/
§‘\‘\\\\\\““““"l"’
\esSe$s4% %,/
N\
\ \\\\\\‘o’:f'&,

1/ 4
2

Obrazek 5: f(z,y) = 2% + 32, tj. rota¢ni paraboloid

b) fl = \/;z;+7 afy, = x§+y2' Parcidlni derivace neexistuji v bodé a = [0,0]. V bodé& a je lokalni

minimum funkce f. Viz Obrazek 6.
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KX

XXX
R
%%, /,/,

Obrazek 6: f(z,y) = /22 + y2, tj. ,horni ¢4st* kuzelové plochy

¢) fr =2z a f, = —2y. Parcialni derivace prvniho fadu existuji pro libovoly bod [z,y] € R? a zfejmé
jediny stacionarni bod je bod a = [0,0] a grad f(a) = (0,0). Zfejmé plati Va # 0 : f(x,0) = 2% > 0.
Podobné Vy # 0 : f(0,y) = —y? < 0. Z Definice 67 plyne, 7e f nema v bodé a lokalni extrém.
Viz Obrazek 7.

M
AN
A

Rt

Obréazek 7: f(x,y) = 22 — 42, tj. hyperbolicky paraboloid

71. Definice Bud a € Df a nechf Vi, j =1,...,n existuje f , (a). PoloZzme

a/cllacl (a) o 9/0,19% (a’)
Dy(a) =
wpan (@) o (@)

Nésledujici véta ukazuje, jak lze subdeterminantt Dy (a) vyuZzit k vySetfeni lokdlnich extrémi.

72. Véta (Sylvestrovo rozhodovaci kritérium)
Bud f: R" — R,a € Df stacionarni bod. Necht existuje d?f(a). Plati

1. Jestlize Dq(a) > 0,Dz(a) > 0,...,D,(a) > 0, pak f ma v a ostré lokdlni minimum.
2. Jestlize Dy(a) < 0,Dz(a) > 0,...,Dy(a)(—=1)" > 0, pak f ma v a ostré lokalni maximum.

3. Nechf nenastane ani (1) ani (2) aVk = 1,...,n plati Di(a) # 0. Pak v bodé¢ a neni lokalni extrém.

73. Poznamka Nenastane-li ani jedna z moznosti (1), (2), (3), pak muzZe, ale nemusi byt v a lokalni
extrém. V této situaci je nutno vysetfit chovani f v okoli K(a,d) podrobnéji. Viz bod 5 Algoritmu 74.
Véty 69 a 72 poskytuji dobry navod jak pfi hledani lokalnich extrémi postupovat.
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74. Algoritmus pro nalezeni lokalnich extrému funkce n-proménnych.

1. Spocitame parcialni derivace prvniho fadu funkce f a polozime je rovny nule. Tim ziskdme systém
rovnic.

2. Urc¢ime vSechna feSeni a systému. Reseni jsou stacionarni body. V nich muze, ale nemusi byt extrém.
Dale nalezneme vSechny body, v nichZ neexistuje asponi jedna prvni parcidlni derivace.

3. Spodéteme parcidlni derivace druhého fadu a sestavime matici funkei f”. Urc¢ime &iselné matice f”(a)
odpovidajici staciondrnim bodam.

4. Pro matice f”(a) ur¢ime hlavni subdeterminanty Dy (a) pro k =1,...,n a podle Sylvestrova krité-
ria 72 rozhodneme, zda v a nastava extrém.

5. Nelze-li rozhodnout podle kritéria, pouzijeme nésledovné definici extrému. Spo¢teme f(a). Zvolime
libovolny vektor v a spocteme f(a + v). Pokusime se dokdzat jednu z nerovnosti f(a) > f(a + v)
(max), f(a) < f(a + v) (min). Pokud se neda¥i tyto nerovnosti dokézat, zkousime volit specidlni
podmnoziny okoli bodu a. Cilem volby je ukazat, ze na zvolené ¢asti okoli neni splnéna defini¢ni
podminka pro extrém, tj. dokézat, Zze v a neni extrém. Podobné postupujeme v pripadé bod
v nichz neexistuje aspon jedna parcidlni derivace prvniho fadu.

75. P¥iklad Vysettete lokdlni extrémy funkce f(z,y) = 2% + y? + 2y — 62 — 9y.

Reseni Spocteme parcialni derivace a polozime je rovny nule.

Vznikne soustava rovnic f, =2z +y —6 = 0, fé = 2y + x — 9 = 0. Parcialni derivace existuji pro
kazdé [z,y] € R? a proto jedinymi kandidaty na lokalni extrémy jsou stacionarni body, které nalezneme
vyfesenim vzniklé soustavy rovnic. Soustava je linearni, mizeme tedy pouzit metod linearni algebry.

2 116 1209 (1 2] 9 \_ (1 2]9 1 01
1 219) 7 \2 16 0 —3|-12 0 1/4)  \o 1|4 )

Nalezli jsme staciondrni bod a = [1, 4]. Spo¢teme druhé parcialni derivace a sestavime matici f(a). Plati
ve = 2, [y = 1, fi, = 2. Odtud plyne, ze

r=rw=(5 %)

Uréime hlavni minory matice f”(a) a pouzijeme Sylvestrovo kritérium 72. Plati D1(a) =2 > 0a Dsy(a) =
= 3 > 0. Podle kritéria nastava v bodé a = [1, 4] ostré lokalni minimum funkce f.
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6 Vazané a globalni extrémy

76. Definice Budte f: R" — R, m <n, g1,...,9m : R” — R funkce. Polozme V = {z € R"; g;(z) =
=0A- - Agn(xz) =0}

Rekneme, 7e f m4 v bodé a € Df NV vazané lokalni maximum podminkou a € V, kdy% 3K (a, §)
tak, ze Vo € K(a,0) N Df NV plati f(z) < f(a).

Rekneme, 7e f m4 v bodé a € Df NV vazané lokadlni minimum podminkou a € V, kdyz 3K (a, 6)
tak, ze Vo € K(a,0) N Df NV plati f(a) < f(z).

Vézané lokalni minima a maxima funkce f se nazyvaji vazané lokalni extrémy.

77. Poznamka Podminka a € V se nazyvad vazba a rovnice gi(x) = 0,...,g9m(z) = 0 se nazyvaji
vazebné rovnice nebo téZ vazebné podminky.

78. Poznamka Bud m = 1. V nékterych pfipadech lze z rovnice g(z1,...,2,) = 0 jednoznaéné uréit
nékteré x;. Napiiklad ©; = g(z1,...,%i—1,Tit1, .., Zn). Pak za x; dosadime do f(xy,...,2,) vyraz g
a dostavame funkci F(x1,...,2;_1,%it1,...,Tn), kterd ma pouze n — 1 proménnych. Uloha o nalezeni

vazanych extrémi funkce f s vazbou V je tim pfevedena na ekvivalentni tilohu o nalezeni lokélnich
extrému funkce F'. V pripadech, kdy nelze vyse uvedeného postupu pouzit, vede v fadé ptipadi k feseni
tzv. metoda Lagrangeovych multiplikdtort (viz nésledujici Véta 79).

79. Véta (Lagrange) Budte f : R" — R, g1,...,9m : R® — R, m < n funkce spojité diferencovatelné
na oteviené mnoziné 2 obsahujici V' a necht Va € Q plati, Ze hodnost matice [%(m)] je rovna m. Bud
’ 0,J

L : R" — R funkce definovana vztahem
L(-rl? ©oo 73371,) = f(gjh 000 71711) + )\191(331, 000 7xn> +- )\mgm(mly °o0o0 ,.Tn). (1)

Funkce L se nazyva Lagrangeova funkce a konstanty Aj,..., A\, € R se nazyvaji Lagrangeovy multipli-
katory. Necht systém m -+ n rovnic o m + n nezndmych

L;l =0,
L =
o = @)
g1 =0,
9m = 0
m4 feseni [ay,...,an, A}, ..., A0 ].
M4-li L v bodé a = [ag,...,a,] pro AY,..., A0 lokdlni extrém, pak f ma v a vazany lokdlni extrém

téhoz typu s vazbou a € V.
Nema-li L lokéalni extrém, neplyne odtud, ze f nema vazany lokalni extrém.

80. Poznamka

1. Vyraz [gg? (ac)] oznacuje matici o m ¥adcich a n sloupcich.
’ ,J

z v . 04q; . ;v vz , . z
2. Podminka, ze hodnost matice [ oy (x)] je rovna m znamend, Ze Zadnd z rovnic g;(x) = 0 neni
iy

zbytec¢na.
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81. Pi¥iklad Vysetiete vazané extrémy f(z,y) = 6 — 4x — 3y s vazbou x2 + % = 1.

Reseni 7 vazby nelze vyjadfit jednoznacné zadnou proménnou. Sestavime tedy Lagrangeovu
funkci
L(z,y) =6 —4x — 3y + Az + ¢y* — 1).

Spocteme parcialni derivace, polozime je rovny nule a pfidame vazebnou rovnici:
L, =—-4+42\x =0,
/ _
L,=-3+2\y=0,
22+ —1=0.

Ziskali jsme tak soustavu tii rovnic o tfech neznamych x, y, A\. Tuto soustavu musime nyni vyfesit. Z prvni

rovnice plyne x = % a ze druhé y = % Dosazenim za z a y do rovnice vazby dostavame

GROM

Odtud po kréatké tpravé plyne A2 = 22 a tedy \ = :I:g.

Pro A = g dostavame x = %, y = . Ziskali jsme stacionarni bod Lagrangeovy funkce a; = [%, ;]
Podobné pro A = —% dostavame z = —%, Yy = —%. Nalezli jsme druhy stacionarni bod ay = [, —%]

Nyni vysetfime nalezené stacionarni body pomoci druhé derivace Lagrangeovy funkce. Ur¢ime druhé
parcidlni derivace a sestavime matice L, L" (a1), L (az). Plati

(B 8) ves(32) res(34)

Nyni mazeme pouzit Sylvestrovo kritérium.
Pro ay plati Dy(a1) = 5, Da(a1) = 25. Odtud plyne, Zze L ma v bodé a; = [%, g] pro A = % lokalni
minimum a podle Véty 79 ma f ve stejném bodé vazané lokalni minimum vzhledem k dané vazbé.
Analogicky pro as plati Di(a2) = —5, Da(ag) = 25. Odtud plyne, Ze L ma v bodé as = [—%, —%] pro

A= —% lokalni maximum a f mé v bodé as vazané lokdlni maximum. Tim je uloha vyfesena.

Pokusme se jesté vysvétlit geometricky vyznam celé tlohy.

Grafem funkce f(z,y) = 6 — 4z — 3y je rovina v obecné poloze. Vazebnéa rovnice z2 + 32 = 1 je
rovnice kruznice lezici v roviné xy. Hledame tedy extrémy na kiivce, kterd vznikne prinikem véalcové
plochy uréené touto kruznici s danou rovinou. Prinikovou kfivkou je elipsa. Situace je zndzornéna na
nasledujicim Obrazku 8. Poznamenejme jen, Ze na obrazku je zobrazena jen ¢ast elipsy a pouze vazané
lokalni minimum. Polohu vazaného lokalntho maxima si jisté pozorny ¢tenafr dokaze sdm predstavit, kdyz
si dopo¢ita z-ovou soutradnici bodu as.)

rovina
— F(,y)=6—42—3y

vazebni podminka
=1

Obrazek 8: Vazané extrémy funkce f(x,y) = 6 — 4z — 3y s podminkou z? + y? = 1
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82. Pi¥iklad Vysetiete vazané extrémy f(z,y) = 2% — y? s vazbou 22 — y + 1 = 0.

Reseni Lagrangeova funkce je tvaru
L(z,y) = 2* —y* + A2z —y + 1).
Spocteme parcialni derivace, polozime je rovny nule a pfidame vazebnou rovnici

L =2242\=0,
L, =—2y—\=0,
2 —y+1=0.

Ziskali jsme soustavu tii rovnic o tfech nezndmych x,y, A\. Z prvni rovnice plyne A = —x a ze druhé
A = —2y. Odtud dostavame z = 2y.

Dosazenim do vazby a kratkym vypoctem zjistime, Ze existuje jediny stacionarni bod a = [—%, —%]
pro A = %

Nyni vySetfime stacionarni bod pomoci druhé derivace Lagrangeovy funkce. Spocteme druhé parcialni
derivace a sestavime matice L”, L' (a). Plati

L' =L"(a) = ( c )

Protoze Di(a) =2 > 0 a Dy(a) = —4 < 0 nemé Lagrangeova funkce L podle Sylvestrova kritéria lokalni
extrém.

Pozor! Odtud ale neplyne, Ze f nemd vazany extrém s danou vazbou. UkdZeme nyni, Ze f vazany
extrém ma. Budeme postupovat tak, ze tulohu o vadzaném extrému prevedeme na ekvivalentni tlohu
nalezeni lokalniho extrému funkce jedné proménné.

7 vazby vyjadiime y. Plati y = 2z 4+ 1. Dosadime do zadané funkce. Dostaneme

F(z) = f(z,2z0+1) = 2% — (22 + 1)

Odtud F'(z) = —6z — 4. Nalezneme staciondrni bod zg = —2. Protoze plati F”(z) = —6 < 0 je
v bodé zg = —2 lokdlni maximum funkce F(z). Tedy funkce f(z,y) ma v bodé [—2, —1] vazané lokalni
maximum.

83. Definice Bud f:R" - R,Q C Df,a € Q.

Rekneme, 7e f m4 v a globdlni maximum na 2, kdyz Vo € Q plati f(z) < f(a). Klademe
max /(2) = f(a).

Rekneme, ze f méd v a globalni minimum na Q, kdyz Vz € Q plati f(a) < f(z). Klademe
min f(2) = f(a).

Hodnoty max f(2) a min f(Q) se nazyvaji globalni maximum a globdlni minimum funkce f na mno-
ziné €. Misto globalni téz fikame absolutni.

84. Véta (Weierstrasse) Bud () # Q C R™ ohranicena, uzaviend mnozina a f : R™ — R spojitd funkce
na Q) C Df. Plati nasledujici tvrzeni:

1. f je ohranicena na .
2. Existuji a,b € Q tak, ze Vo € Q: f(a) < f(x) < f(b),
tzn. existuje min f(Q) = f(a) a max f(Q) = f(b).
3. Nechf min f(€2) nastane v bodé a € Q. Pak f mé v a lokalni minimum, nebo a € h(Q).

Analogicky necht max f(£2) nastane v bodé a € Q. Pak f mé v a lokdlni maximum, nebo a € h(Q).

85. Poznamka

1. Neni-li 2 uzaviend, nebo ohranic¢end, pak min f(2) a max f(2) nemusi existovat.
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2. Pokud min f(€), max f(Q) existuji, jsou uréena jednoznacéné. Funkce vsak mlze nabyvat téchto
hodnot obecné ve vice bodech.

3. Hranici mnoziny 2 lze Casto popsat pomoci rovnic. VySetfovani hranice tedy vede k vazanym
extrémum.

Weierstrassova véta poskytuje navod pro nalezeni min f(2) a max f(€2). Jak postupovat popiSeme
v nasledujicim algoritmu.

86. Poznamka Algoritmus pro nalezeni globalnich extrémau.

1. Nalezneme lokalni extrémy funkce f a z nich vybereme ty, které lezi v Q. Necht A oznacuje mnozinu
funkénich hodnot v nalezenych bodech lokalnich extrému.

2. Nalezneme vézané extrémy funkce f s vazbou V = h(Q). Necht B oznacuje mnozinu funkénich
hodnot v nalezenych bodech vazanych extrémii a v bodech, které jsou priniky riznych vazeb.

3. Necht M = A UB. Pak globdlni maximum max f(2) = max M a globalni minimum min f(2) =
= min M.

87. Priklad Urdete globalni extrémy funkce f(z,y) = (z — 1)2 + (y — %)2 na obdélniku Q, ktery je
urc¢en body A =[0,0], B =[2,0],C = [2,1],D = [0, 1].

Reseni
1. Nalezneme lokélni extrémy funkce f. Spocteme parcidlni derivace f, = 2z —2 a f, = 2y — 1
a nalezneme stacionarni bod s = [1, 1]. Matice druhé derivace je rovna f” = f’(s) = (2) g .

Hlavni minory této matice jsou kladné a proto v bodé s nastava lokalni minimum funkce f. Plati
f(s) =0. Tedy A = {0}.

2. Hranice mnoZiny 2 je tvofena ¢tyfmi tiseckami. VySetfeni hranice h(Q) se tedy rozpad4 na vyfeSeni
¢tyT tloh na vazané extrémy s funkci f a vazbami V3 :y=0,Vo:x =2, V3:y=1aV,: 2 =0.
Pozor! P¥i této formulaci je zapottebi zvlast vySetiit body A, B,C, D, které jsou priniky riznych
vazeb. Ulohy f,V;, kde i = 1,2,3,4 pievedeme na ekvivalentni tlohy nalezeni lokalnich extrémi
funkei Fy, kde Fy(z) = f(2,0) = (x = 1)* + 1, Fa(y) = f(2,9) = (y— 3)° +1, Fy(x) = f(x,1) =
(x =1+, Faly) = f0.9) = (y = 3)" + 1.

Snadno se zjisti, ze tloha f, V] mé vdzané minimum v bodé a = [1,0];

f, Vo mé vizané minimum v b = [2, %],

f, V3 mé vazané minimum v ¢ = [1,1] a f, V, mé vdzané minimum v d = [0, %]

3. Spocteme funkéni hodnoty v nalezenych bodech. Plati f(a) = f(c) = 1, f(b) = f(d) =1a f(A) =
f(B)=f(C)=f(D)=2.0dtud B={$,1,2}. M = {0,4,1,2}. Odtud max f(Q2) = max M =
a nastavd v bodech A, B,C, D. Déle min f(Q) = min M = 0 a nastava v bodé s.

o ||
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7  Imlicitni funkce

88. Priklad Uvazujme rovnici f(z,y) = 0, kde f(z,y) je funkce dvou proménnjch a necht Q = {[z,y] €
€ Df; f(x,y) = 0} je mnozina vSech FeSen{ této rovnice. Na nésledujicich piikladech ukazme, Ze mnoZzina Q
muze byt velmi rozmanita.

1. Pro f(=x, 20+ 224+ 1je Q=0

zt 4+ y* je Q = {[0,0]}.

3. Pro f(x,

(

2. Pro f(z,
( zy — |zy| je Q= {[z,yl;z,y > 0V z,y <0}, tj. cely prvni a tfeti kvadrant.
(

y)

y)

y)

4. Pro f(z,y) = 22 —y? je Q = {[z,z];2 € R} U{[z, —z]; 2 € R}. Mnozinu 2 tedy tvoii dvojice piimek
y=ray=—zx.

5. Pro f(z,y) = 2>+ 22 —y? se ned4 struktura mnoziny 2 jiz snadno uhodnout. Snadno se ale spo¢it4,
7e y = Va3 + 22. Odtud plyne, Ze mnoZina 2 bude symetrickd podle osy x. Sta¢i tedy vysetfit
pritbéh funkce g(z) := va3 + x2. Viz Obrazek 9.

Y

|5

I
Colhd

Obrézek 9: Graf funkce dané implicitné rovnici 22 + 22 — y% = 0

Je zfejmé, Ze mnozina () neni grafem zadné funkce. V okoli nékterych konkrétnich boda ji vsak lze za
graf funkce povazovat. Tyto Gvahy pfirozenym zpusobem vedou k zavedeni pojmu funkce dané implicitné
rovnici.

89. Definice Bud A = [zg, yo] € Df bod definiéniho oboru funkce f(x,y) takovy, ze A € Q. Existuje-li
okoli K (A, ) tak, ze QN K(A,0) je totoznd s grafem néjaké funkce y = g(z), pak fikdme, Ze funkce g(x)
je v okoli bodu A uréena implicitné rovnici f(z,y) = 0.

90. Véta (O existenci) Necht f(z,y) je spojitd na d-okoli bodu A = [zg,y0] a A € Q. M4-li funkce
f(z,y) spojitou parcidlni derivaci f,(z,y) v bodé A a plati f,(A) # 0, pak existuje okoli bodu A v némz
je rovnici f(x,y) = 0 definovéna implicitné pravé jedna spojitd funkce y = g(x).

91. Poznamka Véta 90 nemd konstruktivni charakter, tj. neumoziuje funkci g nalézt. Funkce g dana
implicitné rovnici f(z,y) = 0 mze byt totiz vyssi funkce, i kdyz f je elementérni. Podminka f7 (29, yo) # 0
je postacujici, nikoli vSak nutna pro existence implicitni funkce. Viz napiiklad rovnice z — 33 = 0.

92. Véta (O derivaci) Necht jsou splnény piedpoklady Véty 90 a necht f mé v okoli bodu A = [z, yo]
spojité parcidlni derivace prvniho f4du. Pak mé funkce y = g(x), kterd je v okoli A urena implicitné
rovnici f(z,y) = 0 derivaci v bodé ¢ a plati

f2 (0, Y0)

g(@0) = ~ fl (@0, %)

93. Poznamka Vysvétleme hlavni ideu dikazu. Rovnici f(z,y) = 0 zderivujeme podle z, pfi¢emz f
povazujeme za slozenou funkci proménné x. Tedy y povazujeme ze funkci proménné z. Plati f; -z}, + f, -
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Yy =0 fi+fiyy=0&y = —;—%. Analogicky lze poéitat i vyssi derivace. Odvodme vzorec pro y”.
Y

Rovnici f; + fyy" = 0 znovu zderivujeme podle z. f;'. + fr, 4" + (fy + fy,v')y + f,y" = 0. Odtud po
dosazeni za y’ a kratké ipravé dostaneme

S = v () = 208, foly + iy (F2)?
(fy)?

94. Pi¥iklad Naleznéte y'(0) pro funkci danou implicitné rovnici eV — 22 + 3® = 0.

ResSeni  Nejprve postupujme podle vzorce ' = —%’. Spocteme F, = ye™ — 2z a F) = xe®™ + 3y
Odtud plyne
;o ye™ =2z 2z —ye?
C xe™ +3y? ey 4 3y2’

Ke stejnému vysledku lze dojit zderivovanim zadané rovnice podle x. Plati
™ (y +xy') — 22+ 3y*y' = 0.
Y (e + 3y?) = 2z — ye®.
Odtud vsak opét plyne

, 2z —ye™

rery + 3y2’
Abychom mohli do posledné uvedeného vztahu dosadit, musime védét ¢emu je rovno y. To zjistime
tak, ze dosadime z = 0 do zadané rovnice. Plati e — 0 + 3 = 0. Odtud 3> = —1 a tedy y = —1.
0—(—1)e0(—1 . . TR .
Nyni 3/(0) = % = % Z kladnosti derivace plyne, Ze funkce dana implicitné je v bodé z = 0
rostouci.

95. Piiklad Naleznéte lokalni extrémy funkce dané implicitné rovnici 22 — y? +1 = 0.

ReSeni  Nejprve vypocteme derivaci y’ podle vzorce ' = f%. Plati ¢/ = f% =2
y
Podobné zderivovanim rovnice 22 — y? 4+ 1 = 0 dostavame 2z — 2yy’ = 0, odkud plyne 3 = 2& =

x
3 .
Derivace existuje kdykoliv, kdyz y’ # 0. Nalezneme stacionarni body. Zfejmé ¢y’ = 0 < =0 <:>%{1: = %
Ze zadané rovnice dosazenim x = 0 dopocitame y.

Plati y?> = 1 a odtud y = —1 nebo y = 1. Ziskali jsme dva stacionarni body S; = [0, —1] a Sy = [0, 1].
Dale spoéteIQne y'”. Ro;/nici 2z — 2yy’ = 0 znovu zderivujeme podle z. Plati 2 — 2y'y’ — 2yy” = 0. Odtud
Y = 2-2(y")° _ 1=(v)*

Yy Yy
Pomoci druhé derivace rozhodneme existenci extrémi ve stacionarnich bodech. Pro bod S; plati
(02
y"(0) = =518 — 1 < 0. Tedy v bodé S je lokalni maximum. Pro bod S plati 3 (0) = >

7_(1%)2 =1>0.
V S5 je lokalni minimum. Viz Obréazek 10.

Obréazek 10: Lokalni extrémy funkce dané implicitné rovnici 22 — 32 +1=10
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Cast II
Integralni pocet funkci vice proménnych

8 Integral pres n-rozmérny interval

96. Definice Bud A = (ay,b1) X -+ X {an, b,) C R™ n-rozmérny uzavreny interval a f : R” — R funkce
ohrani¢ena na A C Df. Definujme

o |[Al= (b1 —ai1)...(bp — an) objem A.

o d(A)= /(b —a1)®>+ -+ (b, — ap)? prumér A.

e Proi=1,...,nbud D; : a; = xEO) < :vz(-l) < < a:l(mi) = b; tzv. déleni (a;,b;).
e Pak D = [D,...,D,] se nazyva déleni A.

Dale postupujme nasledovné:

1. Déleni D rozlozi A na m = my - --- - m, n-rozmérnych interval
(k1—1) (k1) kn—1 k
Aklau'ykn = <l‘1 y L1 X X x;n )7'/1;5’1,”) )

kde 1 < k; <m; ai=1,...,n. Oznaéme tyto intervaly pro zjednodugeni A .. . A(™),
2. V kazdém intervalu AY) pro j = 1,...,m zvolme bod (tj. reprezentanta intervalu Aj) y; € AW,
3. Polozme ||D|| = max{d(A®);j =1,...,m}. |D|| je tzv. norma déleni D.

4. Nyni kazdému k € N pfitadme déleni D(k) intervalu A.
Posloupnost {D(k)}2° ; se nazyva nulova posloupnost, kdyz || D(k)|| — 0.

5. Definujme Sy(D) = >30%, f(y;)|AD)|. Cislo S;(D) se nazyva integralni soucet funkce f pro
déleni D intervalu A a pro danou volbu reprezentanti y;.

97. Definice Rekneme, e ohranicend funkce f je Riemannovsky integrovatelnd na A a éslo a € R
nazveme n-rozmérny Riemannuv integral funkce f na mnoziné A, kdyz pro kazdou nulovou
posloupnost D(k) déleni intervalu A a pro kazdou volbu reprezentantt v téchto délenich plati

lim S;(D(k)) = a.

k— oo

98. Poznamka Riemanniv n-rozmérny integral f na A budeme oznacovat

n—krat

—
/f(xh...,xn)dxl...dxn, nebo také /-~-/f(x17...,xn)dx1...dxn.
A A

99. Poznamka Specialné dvojrozmérny a trojrozmérny integral funkce f na A budeme oznacovat

,//f(x’y)d‘”dy a /// f(z,y, z)dzdydz.
4 A
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100. Poznamka
1. Misto dvojrozmérny a trojrozmeérny fikdme rovnéz dvojny a trojny.

2. Historickou motivaci k zavedeni vicerozmérnych integrald byl vypocet objemu téles.

101. Poznamka Objasnéme podrobnéji hlavni myslenku konstrukce a pro nézornost uvedme Obrézek 11
pro piipad n = 2.

z|

) y]

a,

a, b, =z

Obrazek 11: Myslenka Definice 96 pro n = 2

Integralni soucet Sy(D) ptiblizné vyjadiuje hodnotu integralu z f na A. Cim je déleni D jemnéjsi, tim
pfesnéji Sy(D) vyjadfuje integral. Pfedpoklad konvergence posloupnosti norem déleni k nule znamens,
7e zjemiiovani je rozlozeno po A rovnomérné. Cislo Sy (D) pak vyjadiuje soucet objemtt n+ 1 rozmérnych
kvadrt nad délenim D s vyskami zavislymi na volbé reprezentanti. Po limitnim prechodu pak ziskame
objem n + 1 rozmérného télesa nad podstavou A, které je zhora ohraniceno grafem funkce f.

102. Definice Bud f:R" — R, Q2 C Df ohrani¢end mnozina. Funkce definovand vztahem

0, prozxz e R"™—Q,
1, prox €,

X(@) = {

se nazyvéa charakteristicka funkce mnoziny (.
Ztejmé pro ohranic¢enou mnozinu ) vzdy existuje n-rozmérny uzavieny interval A tak, ze Q2 C A.
Rekneme, 7e f je Riemannovsky integrovatelna (RI) na Q, kdy# funkce x, - f : R® — R je
Riemannovsky integrovatelnd na A. Pak klademe

/f(xl,...,xn)dxl...dxn:/XQ(zl,...,$n)f(z1,...,$n)d1:1...dxn.
Q

A

103. Poznamka Definice je korektni, protoze integral z funkce f nezavisi na volbé A.

1. Existuje-li fQ dzy ...dx,, pak se Q nazyvd méritelna v Jordanoveé smyslu a 2| = fQ dzy...dz,
se nazyva mira ().

2. Pro n = 2 je mira obsah, pro n = 3 objem.

104. Véta

1. Budte 1,25 C R"™ méfitelné mnoziny, které nemaji spoleéné vnitini body. Pak
[ U Q| = Q1] + Q]

2. Bud f spojitd na mé¥itelné mnoziné . Pak f je Riemannovsky integrovatelna na .
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3. Bud f ohranic¢end na Q a necht pro mnozinu A vSech bodu nespojitosti f plati |A] = 0. Pak f je
Riemannovsky integrovatelnd na 2.

4. Necht f, g jsou Riemannovsky integrovatelné na Q a pro kazdy bod [z1,...,2,] € Q plati f(zq,...
coyZy) < g(x1,...,2y,). Pak

/f(xl,...,a:n)dxl...dxn§/g(ml,...,xn)dx1...dxn.
Q Q

Speciélng, kdyZ pro kazdé [x1,...,x,] € Q plati f(x1,...,2,) > 0, pak

/ fz1,...,xn)dzy ... da, > 0.
Q

105. Véta

1. Necht V[xq,...,x,] € Q plati ¢; < f(z1,...,2,) < ¢2, kde ¢1,c2 € R a f je Riemannovsky integro-
vatelna na méfitelné mnoziné 2. Pak

119 s/f(xl,...,mdxl...dxns@\m.
Q

2. Bud f spojita funkce na uzaviené méfitelné mnoziné . Pak uvnitt Q existuje bod [aq,...,a,] € Q
tak, ze plati

/Qf(:cl,...,mn)dxl...dxn = f(ay,...,a,)|Q].

Cislo f(ay,...,a,) se nazyva stfedni hodnota f na Q a plati

1
f(al,...,an)z—/f(acl,...,xn)dml...dxn.
€2 Jo

106. Véta Budte f; : R — R funkce Riemannovsky integrovatelné na méfitelné mnoziné Q a ¢; € R
m

libovolné konstanty, kde ¢ = 1,...,m. Pak funkce > ¢;fi(x1,...,2,) je Riemannovsky integrovatelnd
i=1

/Zcifi(xl,...,xn)dxl...dxn:Zci/fi(:cl,...,xn)dxl...dxn.
o i=1 =1 g

na 2 a plati
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9 Integral pres elementarni oblast

107. Definice Mnozina 2 C R™ se nazyva elementarni oblast typu (z1,...,z,), kdyZz kazdy bod
[1,...,2,] € Q spliluje nerovnosti
a; < xp < ag
91(z1) < 2 < ha(x1)
g2(21,72) < 23 < ho(w1, 22)
gn—l(xla 000 7xn—1) S Tn S hn—l(xlv coo 7xn—1)a

kde a1,a2 € R, a1 < as aprokazdéi=1,...,n—1 jsou g;, h; : R* — R spojité funkce splitujici podminku
gi < h; pro vnitini body .

Bud o permutace mnoziny {1, ...,2,}. Pokud v pfedchozich nerovnostech piseme o(x;) misto z;,
pak  se nazjva elementarni oblast typu (o(z1),...,0(zy)).

108. Poznamka
1. Misto elementarni se téZ nékdy fikd normalni.
2. Tatdz mnozina mize byt riznych typ1.

3. Specidlné n-rozmérny uzavieny interval je elementarni oblast vsech moznych typi.

109. Piiklad
1. Kruh Q = {[z,y] € R% 22 + % < 1} je elementarni oblast typu (x,y) ale i typu (y,x). Plati
Q={lz,yl eR*-1<a <1, VI-22<y<Vi-22}aQ={la,y) e R} -1<y<
<1,—/1—-9y?2<z<1-y%}

2. Mezikruzi Q, kde Q = {[z,y] € R?;1 < 2% + y? < 4} nenf elementdrn{ oblasti Zadného typu, ale lze
ji na elementarni rozdélit.

110. Definice Mnozina 2 C R™ se nazyva regularni, je-li sjednocenim koneéného poc¢tu elementarnich
oblasti libovolného typu, které maji spolecné nejvyse svoje hranice.

111. Véta Bud Q C R™ elementarni oblast. Pak  je méfitelna.

112. Dusledek Kazda regularni mnozina je meéfitelna.

113. Véta Bud Q = [J;-, ; regularni oblast, sloZend z elementérnich oblasti €;, které maji spole¢né
nejvyse svoje hranice. Pak

/fa:l,..., Yday .. dxn—Z/fxl,..., )dzy ... dx,.

110

114. Véta Fubiniho véta Bud Q@ C R" elementarni oblast typu (x1,...,2,) a necht funkce f je
Riemannovsky integrovatelnd na ). Pak

as hi(z1) hn—1(Z1,esTn—1)
/f X1y, Tp)day ... de :/< / (( / f(ml,...,xn)dxn)...)dxg)dacl.
ay g1(z1) In—-1(T1,-0sTn—1)

Pro typ (o(ml), . ,J(xn)) plati analogické tvrzeni.
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115. Dusledek (Dirichletova véta) Bud Q = {(a1,b1) X - -+ X {(an,by,) n-rozmérny uzavieny interval
a nechf funkce f je Riemannovsky integrovatelnd na Q. Pak

b1 by,

/f:z:l,..., Yda .. d;z:n:/(...(/f(xl,...,:v")dxn)...)dzl.
a1 an
Je-li navic funkce f(z1,...,2zy) ve tvaru souéinu f(z1,...,2,) = fi(z1) -+ fn(xn), pak integral lze
pocitat podle vztahu
by
/f T1yeoos & dxl dxn - /fl xl dxl /fn(xn)dxn
al An

116. Priklad Spoctéte dvojrozmeérny integral [[ gdxdy, kde ) je uréena vztahy r =0,y = 0, y = 2m,
Q
r=2+siny.

Reseni Nejprve nakreslime oblast Q. Vztahy « = 0,y = 0,y = 27 urcuji pfimky, které v roviné
spolu s kfivkou & = 2 + siny vymezuji obor €. Viz Obréazek 12.

yi
2

A2
P

12 3 z

Obrazek 12: Q: =0,y =0,y =27,z =2 +siny

Oblast Q je typu (y, x), ale neni typu (z,y). Nerovnosti charakterizujici obor €2 jako oblast typu (y, =)
jsou tvaru 0 <y < 27,0 <z <2+ siny. Aplikujeme Fubiniho vétu.
2 [ 2+siny 2T »12+siny 2T 27 5
jg% dzdy = Of g’ fdx | dy = {[%}0 dy = % f(2+smy )2y = ¢ of 4-+sin y+sin® y) dy =

2m
= %[4y—4cosy+ %y— %sin2y}0 = 37”

117. Pfiklad Spoctéte trojrozmérny integral [[f, y dzdydz, kde Q je uréena vztahy z,y, z > 0, 2x+2y+
+ z < 6.

Reseni Nejprve nakreslime oblast Q2. Vztahy © = 0,y = 0,z = 0,2z + 2y + z = 6 urcuji roviny,
které v trojrozmérném prostoru vymezuji ¢tyistén. Viz Obrazek 13.

Ctyfstén je oblast libovolného typu. Provedeme zapis pomoci nerovnosti. Typ oblasti zvolime (z, y, 2).
Plati 0 <2 <3,0<y <3 —12,0 < z <6 — 2x — 2y. Nyni mizeme aplikovat Fubiniho vétu.

3—x 6—2x—2y 3 3—x 6—2x—2y 3 33—z
Mgy dezdydz = fo ( f [y dz2)dy)d= JCf {yz}o dy)dx SO [ y6—22—
0 0 0 00
2y) dy)dx =
3 3-g 3 3w 3 3
=2 ([ yB-a)-yrdy)de =2 ][5 B -x) - %] de=2[ O - Colae =2 [ Colar
0 0 0
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Obréazek 13: Q: z,y,2 > 0,204+ 2y+ 2 <6

Pro ilustraci rozepiSeme jesté dany ¢tyfstén jako oblast typu (y, z, z). Nerovnosti jsou tvaru
0<y<3,
0<2<6-2y,
0<z< %(6—2;9—2).
6—2y

3
Aplikace Fubiniho véty ma pak tvar [ ([ (fo(szyiz)/z y dz)dz)dy.
00
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10 Transformace integralui

118. Definice Bud 2 C R" uzaviend a ohrani¢end mnozina. Pak  se nazyva n-rozmérna oblast.

119. Definice Bud F : R” — R"™ zobrazeni, kde F' = [f1,..., fn], pfiCemz f; : R" - R,i =1,...,n.
Necht Q* C DF je oblast a necht ke kazdému bodu [y1, ..., y,] € O* je rovnicemi

1 = fl(yla"'ayn)7

T = fn(Y1,---,Yn)
prifazen bod [z1,...,2n] = [fi(y1,-- - ¥n)s-- - fa(¥1, -, Un)] € R™ tak, Ze plati:
a) Je-li F(Q*) =, pak Q je oblast v R2.
b) Zobrazeni F je na Q* — h(Q*) injektivni (prosté).
c) Je-li QF C QF oblast, pak F(£2}) je oblast a plati F(Q]) C .

Pak fekneme, Ze transformacni rovnice (3) transformuji oblast 2 na oblast Q*.
Zobrazeni F' se pak nazyva transformace a determinant

of1 Ofn
oyr> T 7 0y
Tt s 9n) = @
of1 Ofn
ayn’ e ’ ay’ﬂ

se nazyva Jakobian transformace F.

120. Véta (Véta o transformaci integralu) Necht rovnice (3) transformuji oblast Q na oblast Q*,
f1,..., fn maji spojité parcidlni derivace na Q* a pro kazdy bod [y1,...,yn] € Q* — h(Q*) plati
J(y1,...,yn) # 0. Déle necht f je spojitd na oblasti 2. Pak plati

/f(a:l, v ap)day. . da, =
Q

= /f(fl(yu o c oo Wil e 0 o el g o -7yn)) Iy Yn)dy1- - dyn.

O*

121. Dusledek Necht plati pfedpoklady Véty 120. Potom

1. pro n = 2 plati: Je-li z = f1(u,v),y = f2(u,v), pak

// f(z,y)dady = //f(fl(u,v),fg(u,v)) - J(u, v)dudv;
Q Q*

2. pro n = 3 plati: Je-li z = f1(u,v,w),y = fo(u,v,w), z = f3(u,v,w), pak

/// f(z,y, 2)dzdydz = ///f(fl(u,v,w),fz(u,v,w),fg(u,v,w)) - J(u, v, w)dudvdw.
Q Q-

RNDr. Jiii Klaska, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006



Transformace integrala 32

122. Definice Bud F : R? — R? transformace, ktera je definovana rovnicemi
z =f1(e,p) = ecos,
_ _ o (5)
y =f2(0,) = osing,

pficemz DF = (0,00) X (0,2m). Pak F se nazyva transformace do polarnich soufadnic. Rovnice
transformuji R? na mnozinu (0, c0) x (0, 27). V§znam g, ¢ zachycuje nasledujici Obréazek 14.

Y3 [2,y]

x

Obréazek 14: Polarni souradnice

123. Véta Transformace do polarnich soufadnic ma Jakobian J = J(g, ) = 0.

cos ¢ sin ¢

— 2 2N
_psing  ocosg = o(cos? ¢ + sin” ) = p.

Dikaz:  J(o,¢) =

124. Poznamka Budte zg,yo,a,b € R, a,b > 0. Rovnice
T = Tg + apCcos p,
_ : (6)
Y = Yo + bosinyp

se nazyvaji transformacni rovnice do zobecnénych polarnich soufadnic.
Jakobidn této transformace je J = J(p, ¢) = abo.

125. Pfiklad Spoctéte dvojrozmérny integral [[ = dady, kde Q : 2% + y* < 2z.
Q

ReSeni  Nejprve nakreslime oblast Q. Vztah 22 4 y? < 2z upravime na tvar (z — 1)2 4+ y% = 1.
Odtud je jiz zfejmé, Ze oblast 2 je kruh o poloméru 1 se stfedem v bodé [1,0]. Viz Obrazek 15.
o
Y 2

| i |

-
2 9

Obrazek 15: Transformace do polarnich soufadnic

Existuje vice postupi, jak dany integral vypocitat. Ukazme si dva postupy.
1. zptuisob feSeni: V pfipadé, Ze oblast 2 je kruh nebo jeho ¢ast, je vyhodné provést transformaci do

poléarnich soufadnic. Rovnice
hranice oblasti prejde transformaci v rovnici
0% cos? ¢ + p?sin? p = 2pcos @,

tj.
0 = 2cos p.
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Transformaci se oblast {2 zméni v oblast 2*. Pfitom " : =3 < p < 5 a 0 < o < 2cos . Viz Obrazek 15.
Pouzijeme Vétu 120 o transformaci. Plati

//azdxdy://gcosgo-gdgdgo://Q2cos<pdgd<p.
Q Q- Q-

Posledni integral dopoc¢itdme podle Fubiniho véty.

7 2cos 5 ) 2cos o
//Q2cos<p dgdgo:/ / 0’cospdp | dp = / {3QSCOS<,0:| dp =
O* 7% 0 7% 0
2z =
/8c0s4<pdgp8{1cos3z~sinx+3cos:r'sinx+3:z:]2 :§~§7r:7r.
3 314 8 8 i 3 8

[SE|

2. zpusob Feseni: V néasledujicim feSeni nejprve provedeme transformaci, ktera posune stied kruhu do
pocatku systému soufadnic. Teprve pak provedeme transformaci do polarnich soufadnic. Viz Obréazek 16.
V tomto piipadé se vyhneme integralu z funkce cos* z, ktery vyzaduje delsi samostatny vypodet.

Obrazek 16: Posunuti a transformace do polarnich souradnic

Chceme, aby se rovnice (v — 1) + y? = 1 zménila v rovnici u? + v? = 1. Je zfejmé, Ze stadi polozit
u=x—1awv=y. Odtud plyne, Ze

Jakobidn této transformace je

Plati

/Q/xdzdy//(qul)dudv//(gcos¢+1).gdgd<p// QZCOSSDdec,O+//Qde¢:

Q* Q** Q** Q**
2m 2m

1 1
371 271
0 . ™ 0 T
:/g2dg-/cosgodga+/gdg~/dcp: {3] -[smgo]?) + {2} ~[g0}g =.
0 0
0 0 0 0

126. Definice Bud F : R? — R? transformace, ktera je definovana rovnicemi

€T = fl(ga(p7z): 0COos @,
y = f2(0, ¢, 2)= osing, (7)
z = f3(o0, ¢, 2)= 2,

pficemz DF = (0,00) x (0,27) x R. Pak F se nazyva transformace do valcovych (cylindrickych)

souradnic.
Rovnice transformuji R? na mnozinu (0, 00) x (0,27) x R. Vyznam g, ¢, z zachycuje nésledujici Ob-

razek 17.
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Obréazek 17: Valcové soufadnice

127. Véta Transformace do valcovych sourfadnic ma Jakobian J = J(p, ¢, 2) = o.

cos singp 0
Dikaz: J(0,0,2) = | —osing gcosep 0 |= p(cos?p +sin ) = o.
0 0 1

128. Priklad Spoctéte trojrozmérny integral [[[ z\/a? + y?dzdydz, kde Q je uréena vztahy = > 0,y >
Q

0,22 +y*<1,0<2<2.
Nejprve nakreslime oblast €. Vztah 22 +y2 < 1 uréuje valec o poloméru 1. Viz Obrézek 18

Reseni
Vyska vélce je dana vztahy 0 < z < 2. Omezeni = > 0,y > 0 vycleni z vélce ¢tvrtinu.

Obréazek 18:

Zjisténi, Ze oblast € je ¢tvrtina valce nas vede k napadu transformovat danou oblast do valcovych

soutadnic. Ziejmé

—_

0€(0,1),
¢ €40, 5),
z €(0,2).

= (0,1) x (0, ) x

|3

N o

(0,2). Pouzijeme Vétu 120 o trans-

Tedy transformaci se oblast Q zméni v kvadr Q*

formaci. Plati
///Z\/l‘Q + y2dedydz = ///Z\/Q2 cos? ¢ + 02 sin® ¢ - p dodpdz = /// z0° dodedz.
Q Q- o

Integrac¢ni obor 2 je trojrozmérny interval a proto mizeme pouzit Dirichletovu vétu 115. Navic integrand

je ve tvaru soucinu a proto pouzijeme jeji specialni verzi.

2

Nl
v
I
wl =

| z 03 1 - 22 2 1
///z92d9d¢d2=/92d9-/ d@-/zdz {3} -[@]5[2} =3
0 0 0 0 0

Q*
UM FSI v Brng, 7. 3. 2006
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129. Definice Bud F : R?® — R3 transformace, ktera je definovana rovnicemi
x = f1(o, ¢, %)= ocos psind,
y = fa(o,,9)= osinpsind, (8)
z = f3(0,p,9)= ocosV,
pfiéemz DF = (0,00) x (0,27) X x(0,m). Pak F se nazyva transformace do kulovych (sférickych)

soufadnic. Rovnice transformuji R na mnoZinu (0,00) x (0,27) x (0, 7). Vyznam p,p,9 zachycuje

nasledujici Obrazek 19.
z

Obrazek 19: Kulové (sférické) soufadnice

130. V&ta Transformace do kulovych soufadnic ma Jakobian J = J (o, ¢, ) = —¢*sind
Dikaz:
cos @ sin ¥ sin ¢ sin ¢ cos ¥
—osingsiny  gcospsind 0 =
osinpcosty —psind

J(0,¢,7) =
0 cos ¢ cos ¥
—0? cos? psin® ¥ — p? sin?  cos? ¥sin ) — p% cos? @ cos® ¥sin ¥ — o sin” psin® Y =
= —p?sin® ¥(cos? ¢ + sin® @) — o2 cos® ¥ sin ¥(sin? ¢ + cos? @) =

= —¢?sin® 9 — p? cos® ¥sin = —p® sinV(sin® ¥ + cos® ) = —p? sin V.

131. Priklad Spoctéte trojrozmérny integral [[[ 22 +y?+ 22 dzdydz, kde § je urcéena vztahy z2 +y? +
Q

+22< 1,2 > 0.

Reseni Vztah 22 + y2 + 22 < 1 uréuje kouli o poloméru jedna se stfedem v pocatku. Protoze

z > 0 je Q polokoule. Je-li oblast Q ¢asti koule, je vyhodné provést transformaci do kulovych soutadnic.
0 €(0,1),

v € (0,2m),
s

Ziejmeé
9 € (0,-).
< ’ 2>

Transformaci se oblast 2 zméni v kvadr Q* = (0,1) x (0,27) x (0, 5). Podle Véty 120 o transformaci

plati
/// 22 + y? + 22dedydz = ///(92 cos? psin? ¥ + p? sin? ¢ sin® 9 + o2 cos? ¥) - 0% sin ¥ dpdpdy.
Q*
pouzijeme jeji

Q
Upravime integrand a provedeme vypocet. Integrac¢ni obor 2* je trojrozmérny interval a proto muzeme

Owala
|

pouzit Dirichletovu vétu 115. Navic po dpravé je integrand ve tvaru soucinu a proto

27 [— cos V]

specilni verzi. Plati
0

1 2m bl
571
///g4sin19 dgdc,odﬁ:/g4 dg-/dgp-/sinﬂ dy = [95} [¢]
0
Q- 0 0 0

UM FSI v Brng, 7. 3. 2006
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11 Aplikace vicerozmérnych integralu

132. V&ta Bud M C R? rovinn4 oblast (obrazec). Pak pro obsah rovinné oblasti M plati

S(M) = / / dzdy.
M

133. V&ta Bud Q C R? prostorova oblast (téleso). Pak pro objem prostorové oblasti ) plati

V(Q) = / / / dzdyde.

Q

134. Véta Bud f(x,y) > 0 spojita funkce na oblasti M C R2. Pak objem kolmého valce Q C R3
ohrani¢eného podstavou M v roviné zy a plochou G f je roven

V@) = [ 1@ psay.

135. Véta Budte f : R? — R, fz, f,, spojité funkce na oblasti M C R2. Pak obsah plochy P = Gf
nad oblasti M je roven

S(P) = // 1+ (7202 + (f})2dady.
M

136. Véta Bud M C R? oblast, o(z,y) > 0 hustota v bodé [z,y] € M, o spojitd na M. Pak pro
hmotnost dvojrozmérné oblasti M plati

m(M) = // o(z,y)dxdy.

137. V&ta Bud Q C R3 oblast, o(z,y,2) > 0 hustota v bodé [z,y,2] € Q, o spojitd na Q. Pak pro
hmotnost trojrozmérné oblasti (2 plati

m(Q) = / / /Q o(z,y, 2)dzdydz.

138. Véta Bud M C R? oblast, o(z,y) > 0 hustota v bodé [z,y] € M, o spojitd na M. Pak statické
momenty rovinné oblasti M vzhledem k soufadnicovym osam x,y jsou

So(M) = // yo(z,y)dzdy,
M

Sy(M) = // xo(z,y)dzdy
M
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Y vev

139. Poznamka Misto slova tézisté je 1épe pouZit terminu hmotny sti¥ed. Uvedené vztahy plati totiz
za predpokladu, ze tihové pole je homogenni.

140. Véta Bud Q C R? oblast, o(z,y, z) > 0 hustota v bodé [z,y] € 2, o spojita na §2. Pak pro statické
momenty oblasti 2 vzhledem k soufadnicovym rovindm xy, zz,yz plati

Szy () = /Q// zo(z,y, z)dedydz,

S2(R) = /// yo(z,y, z)drdydz,
Q

Syz(Q) = /// zo(x,y, z)dedydz
Q

Yoy

5,(2) 502() Suy()
T(“):{mm)’m(n)’m(m |

141. Véta Bud M C R? oblast, o(z,y) > 0 hustota v bodé [z,y] € M, o spojitd na M. Pak pro
kvadratické momenty (momenty setrvaénosti) oblasti M vzhledem k osdm z,y, z plati

L(M) = // y*o(z,y)dzdy,
M

I,(M) = // 2?o(x, y)dady,
M

L(M) = I,(M) + I,(M).

142. V&ta Bud Q C R3 oblast, o(z,y,2) > 0 hustota v bodé [z,y,2] € Q, ¢ spojita na Q. Pak pro
kvadratické momenty (momenty setrvaénosti) 2 vzhledem k osdm z, y, z plati

@) = [[[ 6+ ee.p.2)dndyas,
I,(Q) = / /L(ﬁ + 22)o(z, y, z)dzdydz,
L(Q) = / / /Q (2% + y?)o(x,y, z)dedydz.

143. Piiklad Urcete velikost povrchu plochy, kterd je grafem funkce f(z,y) = /1 — 22 — y2.
Reseni Grafem funkce f(z,y) je horni polovina kulové plochy. Velikost povrchu Gf vypoéteme

ze vztahu |Gf| = [[ \/1 + (f2)? + (f})*dzdy, kde oblast @ = Df je kruh z* + y* < 1. Ur¢ime parcialni
Q
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derivace. Plati

-z
fr = ——,
V1—22 —y?
f/ — _y
y

\/17x27y2'

Pii vypoctu integralu provedeme transformaci do polarnich souradnic. Oblast (2 se zméni v obdélnik
0" = (0,1) x (0,27). Dostavame

72 2 1 o dodyp
Df| = 1+ = I — -
|Df| /Q/\/ 1—m2—y2+1—x2—y2dxdy /Q/ /1_3;2—y2dxdy /Q/ T

27 1 q t?=1- ¢ 0 J 1
0 ap odo = —tdt /—t t /
d / = =27 - =27 [ dt = 2.
/ 7 J V1-—0? 0—1 V2
1—-0 ! 0

144. P¥iklad Spoctéte souradnice t&zisté télesa 2 : 0 < 2z < 1 — (22 + y?). Hustota télesa je konstantni
a je rovna 1.

Reseni Téleso Q) je ohrani¢eno dvéma plochami. Zdola rovinou z = 0 a zhora paraboloidem
2z =1— (22 + y?). Vzhledem k tvaru télesa (2 je ziejmé, Ze 7 = 0 a yr = 0. Dopoéitame z7 = izy(igl))
Oblast Q) transformujeme do valcovych soufadnic. Plati

€(0,1),
€ (0, 2m),
z€(0,1—0%.
Szy(Q2) = ///z dadydz = /// zo dodpdz :/1 f 1/9 zp dz) d<,9 do =
0 0
:/1(729(1—92)2 d(p)dQ:Tr/Q<1—Q )ngz %

m(Q):// dxdydz:/Q[/gdgdgodz:O/<O/( 0/ gdz)dgp)dg:
/ / (1- %) d@)dg—27r/019(1g2)dg—2ﬂ'{

0

|,
|

~ |

—_

o —
Il

N[

Odtud plyne, Ze tézisté télesa 2 je bod T = [0, 0, %] .
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