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Funkce vice proménnych - priklady 3

Cast 1
Diferencialni pocet funkci vice proménnych

1 Zakladni vlastnosti funkci vice proménnych

1. Piiklad Vyjadiete objem z kuzele jako funkci jeho strany z a vysky y.

Vijsledek: z = ”T;y = gm(z® — y?)y.

2. Priklad Vyjadfete rychle obsah S trojuhelniku jako funkci jeho tii stran z, vy, z.
Visledek: S = 1\/(z+y+2)(w+y—2)(z—y+2)(—z+y+2).

Pozndmka: Tedy jestlize oznatime s = 42 potom S = /s(s — z)(s — y)(s — z). Odvodili jsme
notoricky zndmy Herontv vzorec.

3. Piiklad Je déna slozend funkce z = u® + w*"’, kde u = z +y, v = © — y, w = zy. Vyjadiete
bezodkladné z jako funkci proménnych x a y.
Vijsledek: z = (x + y)*¥ + (zy)?*.

4. Piiklad Laskavé nakreslete definiéni obor funkce z = f(z,y).

a)  fla,y) = i ) flay) = \/%ﬁ
b)  flz,y) =1+ 5 m)  f(z,y) =/1- (@ +y)%
¢) f(wvy):%; n) f(w,y)=\/m;
d)  fla,y) = 52 0)  flz,y)=/sin(y — 2);
e T RO
T :Coyx . q z,y) =In(zln(y — x));
2) %fﬂ’zy/; = \/?Ei(i—;- & 1) f(z,y) =In(y? — 4z + 8);
D) floy) = A ) flay) = VEFU+VE—T;
D fen e 0 e how
N W e
k) f(z,y) = arccos (1 — 2% — y?); ©) Fle) = a1 sing

5. Priklad Nakreslete graf funkce z = f(z,y).

a)  flz,y) =

b)  flz,y) = |z;

c) f(z,y) =sinz;

d)  flz,y)=1-z-y;

e) flzy)=2—y;

£)  flzy) =2+y;

g)  flz,y)=va*+y%

h)  flz,y) = Va2 +y2+9;
) flzy)=va2+y?—4
) flry) = Va? -y

k) flz,y) = xziyz;

) flzy) =2 +¢%

m)  f(z,y) = 2% -y

n)  f(z,y) = /7.
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2  Parcialni derivace, gradient a smérova derivace

6. Priklad Spoctéte rychle vSechny prvni parcidlni derivace trividlnich funkci:

a)  f(z,y,2) =2
b)  flz,y) =ev +av;
o) [flz,y,2) = ay(3w + 32)V¥%
d) flay,2) = Bz +22)"%
e) f(x Y,z ) _ Zeat3ln cos(m—yZ)'

7. Priklad Naleznéte bez vahani vSechny prvni parcidlni derivace funkce f v bodé A:

a) f=WYIIT A= (1) Visledek: fi = V2, f) = V2.

z24y%
b) f = arcsin ﬁv;;zz, A=[1,0]; Vysledek: f, =0, f, = —V2.
c) f=(1+log, 7)3, A= le,el; Vijsledek: fl, = 12, fy= —12
d) f=arctgvay, A=][1,1]; Vijsledek: fl, = 1, [y =0.

8. Priklad Okamzité spoctéte vSechny parcidlni derivace druhého zadu funkce f v bodé A:

a) f=In(x++/2a2+y?), A=1[1,0]; Vysledek: —17 4,0
b) f = arctg 1“'_’??!, A=1[0,1]; Vysledek: 0, , 0.
c) f=e"" A=]0,0]; Vysledek: 1, 0, 1.

9. Priklad Jsou dany funkce z = y/22 + 32 a z = x — 3y + 1/3zy. Naleznéte tihel gradientt téchto funkci
v bodé [3,4]. Vysledek: cosw = —0.199, o = 101°30’.

10. Pfiklad Naleznéte bod, ve kterém gradient funkce z = In (z + i) je roven vektoru (1, —=2).
Vijsledek: [—%, 3], [Z,-3].

11. P¥iklad Naleznéte body, ve kterych se velikost gradientu funkce z = (2% + yZ)% rovna 2.

, . v, . Vo . 9 2 2
Vysledek: Body lezici na kruznici 2= + y* = £.

12. Piiklad Urcete tihel mezi gradienty funkce z = In % v bodech A = [1, 1], B =[1,1].
Vysledek: cos ¢ = \/%.

13. Pi¥iklad Urcete tihel mezi gradienty funkce u = 22 + 32 + 22 v bodech A = [a,0,0], B = [0, a, 0].
Vysledek: 5

14. Piiklad Urdete smérovou derivaci funkce f = e®” 7% v bods [1,1] ve sméru vektoru (2,1).
Vijsledek: 6e?.

15. P¥iklad Uréete smérovou derivaci funkce f = 2% — 222y + xy? + 1 v bodé M = [1,2] ve sméru
vektoru, ktery jde z bodu M do bodu N = [4, 6]. Vysledek: 5.

16. P¥iklad Urcete derivaci funkce f = 3x% +2y+y3 v bodé M = [1,2] ve sméru jednotkového vektoru,
ktery svira s kladnym smérem osy = thel 135°. Vijsledek: _%

17. P¥iklad Urcete derivaci funkce f = In (x + y) v bodé [1,2] leZicim na parabole y? = 4z ve sméru
jednotkového vektoru teény k parabole v tomto bodé. Vysledek: ?
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18. Piiklad Urcete derivaci funkce f = arctg(axy) v bodé [1,1] ve sméru jednotkového vektoru osy

. . .1
prvniho kvadrantu. Vysledek: 7

19. Piiklad Urcete derivaci funkce f = In(e” + e¥) v poéatku souzadnicového systému ve sméru
jednotkového vektoru, ktery svirdéd s kladnym smérem osy x thel a. Vysledek: %(cos a + sin ).

2072
sméru jednotkového vektoru tecny ke kruznici v tomto bodé. Vysledek: —%.

20. Priklad Urcete derivaci funkce [ = arctg% v bodé [1 ﬁ] lezicim na kruznici 22 + y? — 22 = 0 ve
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3

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Diferencial

Priklad Urcete diferencial funkce f v bodé A:

a) f=-e"cosy, A=10,0]; Vysledek: dzx.

b) f= Tiyz, A=1[-1,2]; Vysledek: 2—25dx — %dy.

c) f=a%-2xy—3y* A=[-1,1];  Vysledek: —4dx — 4dy.

d) f=e"¥, A=]0,0]; Viysledek: 0.

e) f=coszsinycosz, A=[F,5,0]; Vysledek: —gdx.

) f=vy" A=,y Vijsledek: y*~ ! (yln ydx + xdy).

g) [f=ua¥*, A=z,y,z]; Viysledek: 9>~ (yzdz + zzln xdy + xyln zdz).

Priklad Urcete diferencial funkce f = %;7"2 v bodé [2, 2] pfi pfirtistku dz = 0.03, dy = 0.01.
Vysledek: 0.02.

Priklad Naucte se odvodit vzorce pro prvni, druhy a tfeti diferencial funkce f(z,y) a f(z,y, 2).

Priklad Urcete prvni a druhy diferencil funkce f = e” cosy v bodé [0, 0].
Vysledek: df = dx, d2f = dz?.

Piiklad Uréete druhy diferencial nasledujicich funkei:

a) f=1%4 Vysledek: i—gdxz — f—gdxdy.
b)  f=In\/22+y2 Vijsledek: i ((y* — 2?)da® — dwydady — (y* — 2%)dy?).
2 2 2 2
c) f=€e""Y 4cosu; Visledek: (e*~Y" — cosz)da? — 4ye® ¥ dady + (4y? — 2)e® ¥ dy?.
d) f=uysinx+xcosy; Vysledek: —ysinxdz? + 2(cosx — siny)dady — x cos ydy?.

Piiklad Uréete druhy diferencial funkce f v bodé A:

a) f=e" A=]0,0]; Viysledek: 2dxdy.
b) f: 002-7_%/2’ A:[1a1a0]~
c) f=a% A=][1,1]; Vysledek: 2dz? + 8dxdy + 2dy?>.

Priklad Urcete tieti diferencial funkce e” cosy.
Vijsledek: e®(cos yda® — 3sinydr?dy — 3 cos ydady? + sin ydy3).

Piiklad Uréete prvni i druhy diferencidl funkce z = 222 — 3zy — 2y2.
Vysledek: dz = (4 — 3y)dr — (3x + 2y)dy, d®z = 4dx? — 6dxdy — 2dy>.
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4  Tecna rovina a Tayloruv polynom

Teéna rovina:

29. Priklad Urcete rovnici tecné roviny k funkcim:

a) z=2r?+y% vbodé A=1,1,7]; Vysledek: 4x + 2y — 2 — 3 = 0.
b) z=a*+22%y — 2y +x, vbodée A=[1,7,2]; Vysledek: 5x +y— 2+ 3 =0.
¢) z=uay,vbodé A=1722] Vysledek: 2x +y — 2 —2 = 0.

30. Piiklad K elipsoidu z2 + 232 + 22 = 1 urdete te¢nou rovinu, kterd je rovnobézna s rovinou
dr +2y+2=1. Vysledek: 4x 4+ 2y + z + /19 = 0.

31. Priklad Urcete rovnici te¢né roviny a normély ke grafu funkce:

a) z= %—yQVbodéA: [2,-1,1]; Vysledek: 2x+2y—2—1=0,
z=2 _ ytl _ z-1

2 2 1
b) z=+/22+4+y?—ayvbodé A=[3,4,-7]; Vysledek: 17x+ 1ly+5z—60=0,
=3+ 1Tty =4+ 11t,2 = —7+ 5¢,¢ € R.

32. Priklad Urcete délku tseku pfimky x + 1 =0, y — 4 = 0 mezi grafem funkce
z = 2% +y? + 22 — 2y + 2 a te¢nou rovinou ke grafu této funkce v bodé A = [0,2,2]. Vysledek: 5.
Tayloruv polynom:

33. Priklad Vyjadrete funkci f(x,y) = cosz cosy v bodé [0, 0] Taylorovym polynomem druhého stupné.
Vysledek: To(x,y) =1 — %(;1;2 + %) + Rs.

34. Priklad Naleznéte Tayloruv polynom druhého stupné funkce f(x,y) = £ v bodé [0, 0].

cosy

Visledek: Tof =1+ 5(y* — 2%) + Rs.

35. Piiklad Naleznéte Tayloriiv rozvoj funkce u = 2% — 3y2? + 22y — 22 + 2 — 3y + 2 v bodé [1,2,1].
Visledek: f = —5+8(x —1) —4(y —2) — 14(2 — 1) + % 6(x —1)% — 14(z — 1)%+
+4(z —1)(y —2) —12(y — 2)(z = 1)] + 5 [6(z — 1)* = 18(y — 2)(z — 1)?].

36. Piiklad Napiste Tayloruv polynom funkce f(z,y) = % v bodé [1,1] pro m = 3.
Visledek: Tsf = 1+ (z—1)— (y— 1) + &[-2(z — 1) + 2(y — 1)?]+
+51[6(x — 1)(y —1)* = 6(y — 1)°] + Rs.

37. Priklad Funkci z = 2% rozlozte v mocniny (z — 1)(y — 1) do 3. faddu vcetné.
Visledek: z =14 (z — 1) + %[2(z — 1)(y — 1)] + % [(z — 1)%(y — 1)] + R3

38. Priklad Naleznéte Taylortiv polynom 7T stupné m funkce f v bodé Xj:

a) f=+1—-22—y2 Xo=10,0], m=2; Visledek: T =1— % (x* + y?).
b) f=cos(x+y+z)—cosxcosycosz, Xg=1[0,0,0], m=2; Vysledek: T = —xy —xz — yz.
c) f[f=e"siny, Xo=][0,0], m=3; Vysledek: T =y + xy + 312§fy3.
g
d) f=coszcosy, Xo=[0,0], m = 4; Vysledek: T =1 — xQ'gyz + = +6x42!92+y4.
e) [f=e"TV Xq=[1,-1], m=3; Visledek: T =1+ (x —1)+ (y+ 1)+
[(e=D+@+D)* | [(e=D++D)°

+ 21 + 3! :

f) f=arctg i‘itg, Xo=10,0], m =1, Vysledek: T = 7 +x — xy.
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5 Extrémy funkci vice proménnych

39. Priklad Naleznéte lokalni extrémy funkce:
a) z=a%+y>— 3uy;
Vysledek: Staciondrni body A = [0, 0] - nenastéva extrém, B = [1,1] - ostré lokalni minimum.
b) u:x3+y2+522—3x2—2y+2z;
Vysledek: Staciondrni body A = [1, 1, 1]- nenastéva extrém, B = [2,1, 4] - minimum.
c) z=-e*Y(x? - 2y?%);

Vysledek: Stacionarni bod A = [—4, —2] - nastavd maximum, B = [—4, 2], C' = [0, 0] - nenastava extrém.

d)  z=azyln (2% +y?);
Vysledek: Staciondrni body A = [1,0], B =[-1,0], C = [0,1], D = [0, —1]- nenastavéd extrém,
E =

[\/% \/%] F [— 1%6, _\/1%76] - mlnlfnum,
G = [ , H = [\/%, —\/%] - maximum.
e) z=222*+yt-—u 2y,
Vysledek: Staciondrni body A = [0, 0] - ostré lokdlni maximum,
B=[0,1], C =1[0,-1], D =[3,0], E = [-1,0] - nenastavé extrém,
F=[31],G=1[3-1], K =[-1,1], L = [-3,—1] - nastdva minimum.

f) f=a2+2 14y
Vysledek: Minimum v bodé [1, —1].

40. Piiklad Peclivé urcete extrémy nésledujicich funkei:
a) f(z,y) = 2% +y% Vysledek: Ostré lokdlni minimum v bodé [0, 0].
b) f(z,y) = 2? + 2%y?;  Vysledek: Stacionarni body [0, ], kde ¢ € R. Neostré lokaln{ minimum v bodé [0, 0].
) flz,y) = 22 + y3; Vysledek: Staciondrnim bodem je [0, 0], ale extrém tam nenastane.
d) f(x,y) = 22 - y?; Visledek: Neostré lokalni minimum v bodé [0, 0].
e) f(x,y) = 22 — % Viysledek: Jde o sedlo; stac. bodem je [0, 0], extrém zde nenastane.

41. Piiklad Urcete vazané extrémy nésledujicich funkei:
a) z=06—4x—3yza podmmky 22+t =1

Vijsledek: A = [3, 5] A =5 - minimum, B = [-3, —%], A = —5 - maximum.
b) f(z ,y)fzyforyflzapodm1nkyz+yfl;
Vijsledek: Stacionarni bod A = [—-1, 2], A = —1 - Lagrangeovou metodou nelze o vazaném extrému

) flz,y
f) f(z,y) = Va2 +y?  Vysledek: Jde o kuzel, stac. body neexistuji, v bodé [0, 0] je globalni minimum.

rozhodnout, avSak pokud z vazebni podminky vyjadiime y a dosadime je do funkce f(z,y) zjistime,

7e v bodé A nastava vazané lokalni maximum.
c) f(z,y) = 2% + 2y* za podminky g(x,y) = 22 — 2z + 2y% + 4y = 0;

Vysledek: Staciondrni body A = [2, —2], pro A = —2 - lokélni{ maximum,

B =10,0], pro A = 0 - lokdlni minimum.

d)  f(z,y,2) =22+ 22 +9? zapodminek z +y —32+7=0,2 —y+ 2 — 3 =0;

Vysledek: Staciondrni bod A =[0,—1,2], A\ =1, Ao = —1 - vazané lokdlni minimum.
e) f(x,y) =z +y zapodminky g(z,y) = 35 + ;5 — 1 =0;

Vijsledek: Stacionarni body A = [v/2,v/2], pro A = v/2 - minimum,

= [-Vv2, -2, pro A = —/2 - maximum.

42. Priklad Urcete globalni extrémy funkce f(z,y) na mnoziné M zadané nerovnostmi.
a) flz,y)=a—ay+y® M: ||+ |yl <1
Viysledek: Minimum v bodé [0, 0], maximum v bodech [£1,0] a [0, £1].
b)  flz,y) = 2% +y? — 12z + 16y, M : 22 + > < 25;
Vysledek: Minimum v bodé [3, —4], maximum v bodé [—3,4].
c) flx,y)=22+2zy—4do—2y, M:0<2<20<y<2
Vysledek: Maximum v bodech [0, 0] a [2,2], minimum v bodech [2,0] a [0, 2].
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Vysledek: Minimum v bodé [—1, —1], maximum v bodech [0, —3] a |
e)  flz,y) =92 —2y—+e*", M je étverec o vrcholech [—1,0], [1,0], [1,2], [-1,2];
Vysledek: Maximum v bodech [0, 0] a [0, 2], minimum v bodech [1,1] a [-1,1].

43. Priklad (Slovni tlohy na extrémy)
a) Na parabole y? = 4z naleznéte bod, ktery je nejblize pfimce x — y + 4 = 0.
Vijsledek: Bod na parabole je [1,2], bod na pfimce je [—1, I].
b) Naleznéte kvadr nejvétiiho objemu, jestlize délka jeho uhlopticky je rovna 2v/3.
Vysledek: Je to krychle o strané 2.
¢) Naleznéte polomér r a vysku h kuzele s nejvétsim objemem, aby jeho plast byl roven S.

Vysledek: r = 31>ﬁ§ﬁ, h = 31@.
d) Urcete kvadr, ktery ma pfi daném povrchu K maximalni objem.

, . < _ K
Vysledek: Je to krychle o strané x = 4/ .

e) Najdéte takova ¢tyfi redlna nezdpornd ¢isla se souétem h, aby jejich soucin byl nejvétsi.
Vysledek: t=y=z=u= %.

f)  Urcete polomér r a vysku h vélce, ktery ma pfi daném povrchu K maximalni objem.
Vysledek: h = 2r =2 6%.

g) Mezi vSemi trojihelniky o daném obvodu 2p naleznéte trojihelnik s maximalnim obsahem.
Vysledek: ©=y=2z= %p.
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6 Funkce zadané implicitné

44. Priklad Urcete prvni derivaci funkce y = f(z) zadané implicitné rovnici:
2

a) ay—Iny=a; Vysledek:y' = 13%.

b) y* =a¥; Vysledek: y' = ylnz—1

z2lny—1"

45. Priklad Urcete prvni a druhou derivaci funkce y = f(z) zadané implicitné rovnici:
a) x=y—4siny; Viysledek: — Asiny

T—4cosy’ (1—4cosy)®"
b) @—Iny—y>=0; Vijsledek: T3, “ipmt-
O Iy —arctg =0 Visledeh: 25, 2,
Q) (22 +12)° =32 +y?) +1=0;  Vysledek: -2, — 252,
e 1tay—In(e™ fe ™) =0,  Vsledek: — o, 2.
f)  y® - 2zy+a?=0; Vijsledek: 32;’2__2;;, 4“@3:2?/2.

46. Piiklad Rozhodnéte, zda funkce y = f(x) zadana implicitné rovnici 24 — zy +y* = 1 je pro x = 0

a y = 1 rostouci nebo klesajici a konvexni nebo konkavni. Vysledek tohoto vaseho rozhodnuti sdélte
neprodlené vedoucimu cviceni.
Vysledek: Je rostouci a konkavni.

47. Priklad Vypodctéte parcidlni derivace funkce z = g(x,y) zadané implicitné rovnici:

a) 22+ y?+ 2% —2wyz — 4= 0; Vijsledek: 9= = e g—; = .
b) 4x? +2y% —322 +ay—yz+a—4=0; Vysledek: S”g_jjgl, ””Zj%j.

c) xcosy+ycosz+ zcosx = a; Visledek: j;;‘;i;;’;g, f:su;zi;?l’flz
d) e +a’y+z+5=0; Vijsledek: — 222, — 2.

48. Priklad Urcete teénou rovinu v bodé A ke grafu funkce z = f(z,y) zadané implicitné nasledujici
rovnici:

a) 224+ y?+22-49=0, A=[2,—6,-3]; Vysledek: 2@ — 6y — 3z — 49 = 0.
b) 2?2 +3y? —422 422 - 12y +82—-7=0, A=[1,-2,4]; Vysledek: x — 6y — 62 + 11 = 0.
c) 2%/xyou/r =8 A=221]; Vysledek: x +y — 4z = 0.

49. P¥iklad Funkce y = f(z) je implicitné uréena rovnici 2 + y — 6zy = 0. Naleznéte takové x, aby
f'(x) =0. Vysledek: 2 - 21/3,

50. Priklad Urcete lokalni extrémy funkce y = f(z) zadané implicitné rovnici:
a) a3+ y3—3zy =0; Vijsledek: maximum pro z = 41/3,
b) a*+y3+22%y+2=0:; Vysledek: maximum pro x = 1, z = —1.

51. P¥iklad Rozhodnéte, zda funkce y = f() zadana implicitné rovnici 22 + 2zy +y? — 4z +2y—2 =0
je pro x = y = 1 konvexni nebo konkéavni. Vysledek: je konkavni.

52. Priklad Urcete rovnici teény a normély v bodé A ke grafu funkce y = f(x) zadané implicitné

rovnici:
a) zy+lny—1=0, A=1]1,1]; Vysledek: x +2y —3=0,2x —y—1=0.
b) y*—4da* —6xy =0, A=[1,2]; Vysledek: 14z — 13y + 12 = 0, 13z + 14y — 41 = 0.
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53. Piiklad Uréete prvni a druhy diferencial funkce z = f(z,y) zadané implicitné rovnici:
a) 2?4y +22=a2  Visledek: dz = —Eda — Ldy, d%2 = £500da? — 2% dady + L2 dy?.

b) Imz=az+y+z-1; Vysledek: dz = = (dz + dy), d*z = ﬁ(dx2 + 2dxdy + dy?).

54. P¥iklad Napiste Tayloriiv polynom 2. stupné funkce z = f(x,y) zadané implicitné rovnici 2> —
— 22z +y =0 v bodé [1,1]. Pfitom funkéni hodnota v tomto bodé je z = 1.
Vysledek: T =1+2(x —1) — (y—1) = 8(x — 1) + 10(z — 1)(y — 1) — 3(y — 1)*.
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