Odhady parametrtu 1

Odhady parametrt

Na statisticky soubor (z1,...,2,), ktery dostaneme statistickym Setfenim, se mizeme divat jako na
vybérovy soubor ziskany realizaci ndhodného vybéru z ndhodné veli¢iny X.

Obdobné: Na dvourozmérny statisticky soubor ((z1,91), ..., (¥n,¥n)), ktery dostaneme statistickym
Setfenim, se mizeme divat jako na vybérovy soubor ziskany realizaci ndhodného vybéru z ndhodného
vektoru (X,Y).

Nyni se nabizi otédzka: Nelze pomoci parametru statistického souboru (z1,...,z,), resp. ((z1,91),- - .,
(X, yn)) pfesné urdit parametry ndhodné veli¢iny X, resp. ndhodného vektoru (X,Y)?

1. Poznamka Parametry, které nas nejvice zajimaji jsou ¢iselné charakteristiky ndhodné veli¢iny (na-
hodného vektoru), napf. stiedni hodnota E(X), rozptyl D(X), koeficient korelace o (X,Y") apod.

Odpovéd na vyse polozenou otazku je ne, parametry ndhodné veli¢iny X ¢ ndhodného vektoru (X,Y)
nelze presné urcit, ale lze je odhadnout.

2. Priklad Jestlize zndm hmotnosti 50 hiideli stejného typu vyrobengych za stejnych podminek nemohu
presné urcit stfedni hodnotu ndhodné veli¢iny X, ktera reprezentuje hmotnost vSech hiideli vyrobenych
za stejnych podminek. Ale mohu stifedni hodnotu této veli¢iny odhadnout.

Bodové odhady

V technické praxi se nejcastéji pouzivaji bodové odhady parametri ndhodné veli¢iny.

3. Pojmy Odhadem T parametru ¥ je statistika T'(X1, . .., X,,), kterd na celém parametrickém prostoru
nabyva hodnot blizkych parametru . Pouzivime zejména tyto odhady:

1. Odhad T parametru ¥ je nestranny (nevychyleny), jestlize jeho stfedni hodnota E(T) = 9.
Pokud je E(T) # ¥, jde o stranny (vychyleny) odhad.

2. Je-li rozptyl nestranného odhadu 7" nejmensi z rozptyld vsech nestrannych odhadia téhoz parame-
tru 9, je T nejlepsi nestranny odhad.

3. Odhad T je konzistentni, jestlize lim P (|7 — 9| < &) = 1 pro libovolné redlné ¢&islo e > 0.

4. Bodové odhady zakladnich c¢iselnych charakteristik nahodné veli¢iny X na zakladé
vybérovych charakteristik:

a) X je nestranny konzistentni odhad stfedni hodnoty E(X);

b) 258 2 je nestranny konzistentni odhad rozptylu D(X).

Odhady a) a b) jsou pro norméalni rozdéleni X také nejlepsi.

5. Bodové odhady zakladnich ¢iselnych charakteristik ndahodné veli¢iny X resp. nahodného
vektoru (X,Y) na zakladé empirickych charakteristik statistického souboru:

a) T je bodovym odhadem stiedni hodnotyE (X);
b) ﬁsQ je bodovym odhadem rozptylu D (X);
¢) \/% s je bodovym odhadem smérodatné odchylkyo (X);

d) r je bodovym odhadem korela¢niho koeficientu o (X,Y);

kde Z, s%, s resp. r jsou empirické charakteristiky ziskané ze statistického souboru (z1,...,x,)
Iresp. ((xlv yl); ey (.Tn, yn))
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Intervalové odhady

6. Poznamka V dal$im textu symbol = mezi parametrem ndhodné veli¢iny ¢ a odhadem 7" neznadi ekvi-

valenci, ale odhad. Tedy napt. E (X) = Z, ¢teme jako, stfedni hodnota E (X) je odhadnuta aritmetickym
prumeérem 2.

Nevyhodou je, ze spolehlivost bodovych odhadi (pravdépodobnost, Ze uréime parametr ndhodné
veliiny pfesné) je nulové. Proto zavddime intervalové odhady.

7. Pojmy Interval spolehlivosti (konfidenéni interval) pro parametr ¥ se spolehlivosti 1 — «,
kde o € (0;1), je dvojice takovych statistik (T7;75), Ze

P(T1§19§T2)=1—a
pro libovolnou hodnotu parametru 1J. Intervalovy odhad parametru ¢ se spolehlivosti 1 — « je

interval (t1;t2) a piSeme ¥ € (t1;t2), kde t1,t2 jsou hodnoty statistik 77,75 na daném statistickém
souboru (z1,...,Z,).

Spolehlivost 1 — o volime blizkou jedné, podle konvence obvykle 0,95 nebo 0,99, a uvadime ji také
v %. Spolehlivost 1 — a znamend, Ze pfi mnoha opakovanych vybérech s konstantnim rozsahem n z da-
ného zdkladniho souboru zhruba (1 — «)100 % vSech intervalovych odhadd obsahuje skuteénou hodnotu
parametru ¥ a naopak «100 % jich tuto hodnotu neobsahuje. Situaci ilustruje pocitacové simulovany
priklad na Obrazku 1, kde ¥ = 0 a tuéné jsou vyznaceny piipady odpovidajici riziku chybného odhadu «,
tj. intervalové odhady, které nezachytily hodnotu parametru .
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Obrazek 1: 6 intervalovych odhadu ze 100 provedenych intervalovych odhadu se spolehlivosti 0,95
neobsahuji odhadovanou hodnotu 0

S rostouci spolehlivosti roste i rozpéti intervalového odhadu, takze pokud chceme intervalovy odhad
z0Zit je mozné snizit spolehlivost tohoto odhadu (viz Obrazek 2).

Tento pristup ovSem nedoporucujeme, protoze chceme udrzet relativné vysokou spolehlivost. Pod-
statné lepsi je zvétsit rozsah souboru n, ovSem s ohledem na ,kletbu statistiky“, nebot velikost interva-
lového odhadu se zmensi viceméné amérné /n (viz Obrazek 3).
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Obrazek 2: Intervalové odhady stfedni hodnoty se spolehlivosti 0,99, 0,95, a 0,9 pro stejny statisticky
soubor

Individual Value Plot of 100 hodnot; 40 hodnot; 10 hodnot
85% Cl for the Mean
31
s * ™ °
24 + ¥ e *
33 . 1,11513
14 s 0,835%59
0, 1 ’
-0,.. o 3 -05. 3843 -0,188905
-1 )
L ] [ 2 * L ]
] o3 <
* .
-3 . . .
100 hodnot 40 hodnot 10 hodnot

Obrazek 3: Intervalové odhady stfedni hodnoty pro ndhodné vybéry rizného rozsahu
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Odhady parametri normalniho rozdéleni

8. Predpokldddme, Ze pozorovand nédhodnd veli¢ina X, resp. ndhodny vektor (X,Y’), m4 normélni
rozdéleni pravdépodobnosti s parametry p, o2, resp. o.
Bodové odhady jsou

H==, c° = s°, o=
Intervalovy odhad stfedni hodnoty ;. se spolehlivosti 1 — o, pfi nezndmém rozptylu o? je

S S
T — b oppg———; T +t1_qp——— ),
<”“’ ey Y 1a/2¢m>

kde t1_q /2 je (1 — %)— kvantil Studentova rozdéleni S(k) s k = n — 1 stupni volnosti. Kvantily tohoto
rozdéleni jsou uvedeny v tabulce T2 Statistickych tabulek, které jsou k dispozici na Matematice Online.

9. Intervalovy odhad rozptylu o2 se spolehlivosti 1 — « je

ns?  ns?
5 Tz )
Xi—aj2 Xa/2

kde x% je P- kvantil Pearsonova rozdéleni x?(k) s k = n—1 stupni volnosti. Kvantily tohoto rozdéleni jsou
uvedeny v tabulce T3. Z uvedeného intervalového odhadu ziskdme po odmocnéni jeho mezi intervalovy
odhad smérodatné odchylky o se spolehlivosti 1 — a.

10. Priklad Meétenim délky 10 valecki byl ziskan statisticky soubor s empirickymi charakteristikami
Z = 5,37mm, s> = 0,0019mm? a s = 0,044mm. Uréete bodové odhady stfedni hodnoty, rozptylu
a smérodatné odchylky. Za predpokladu, ze namérend délka X mé normalni rozdéleni pravdépodobnosti,
urcete intervalové odhady téchto ¢iselnych charakteristik se spolehlivosti 0,95.

ResSeni  Bodové odhady jsou:
stfedni délka valecku p = 5,37mm,
rozptyl délky valetku o2 = 20,0019 = 0,00211mm?,
smérodatna odchylka délky valecku o = +/0,00211 ~ 0, 046mm.
Intervalovy odhad stfedni délky valecku g se spolehlivosti 0,95 je, nebot ¢ g975= 2,262 pro 9 stupni
volnosti z tabulky T2,

/00019 VOO0T9\ .
e <5,37 —2,262Y50009. 5 37 4 2 262000 > ~ (5,337; 5, 403)mm.

Intervalovy odhad rozptylu délky valecku o2 se spolehlivosti 0,95 je, nebot X(2),025 =2,700 a X(2),975 =
19,023 pro 9 stupnu volnosti z tabulky T3,

0% € (150099, 1000019 ) ~ (0,00100; 0, 00704) mm?,

takze intervalovy odhad smérodatné odchylky délky valecku o je

o € (1/0,00100; 1/0,00704) ~ (0,0316;0, 0839)mm.
Intervalovy odhad koeficientu korelace g se spolehlivosti 1 — « pro n > 10 je
(tgh z1;tgh z9) ,

kde

B Ul—a/2 . Ul /2 1 147 r _ef—eF e —1
21 =W — Zg =W+ w_2<ln1r+n1 , tghz_ez+e*2_e22+1
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a Uj_q/2 je (1 — %)— kvantil normovaného norméalniho rozdéleni N(0;1), jehoz hodnoty lze ziskat z ta-
bulky T1 s hodnotami distribuéni funkce ®(u). Pro 1 —a = 0,95 je ug,975 = 1,960 a pro 1 —a = 0,99 je
Up,995 = 2,576. Uvedeny odhad je pouze pfiblizny, avsak jeho pfesnost je v praktickych tlohdch postacujici
(pfesny odhad neni zndm).

11. Priklad Sledovanim nakladu a ceny stejného vyrobku u 10 vyrobcu byl ziskdn dvourozmérny
statisticky soubor s koeficientem korelace r = 0,82482. Urcete bodovy odhad a intervalovy odhad se
spolehlivosti 0,99 koeficientu korelace ¢ zakladniho souboru.

Reseni

Bodovy odhad koeficientu korelace nadkladu a ceny je o = 0, 82482.
Po dosazeni je

1 (1 1+40,82482 0,82482

YT\ M1 082482 T 101

7Z tabulky T1 je ug 995 = 2,576, takze

) ~ 1,21753.

2,576 2,576
220~ 0,24397, = 1,21753 + —
Ji0=3 2 V10— 3

a intervalovy odhad koeficientu korelace nakladd a ceny o se spolehlivosti 0,99 je

21 =1,21753 — ~ 2,19110

0 € (tgh0,24397;tgh 2,19110) ~ (0, 239242; 0, 975313).
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