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Nahodna velicina a jeji charakteristiky

Predstavte si, ze provadite nahodny pokus, jehoz vysledek jste schopni ohodnotit néjakym ¢islem.
Pted provedenim pokusu jeho vysledek a tedy ani sledovanou hodnotu neznéte. Proto je proménnd, ktera
pripisuje vysledku nahodnému pokusu vami sledovanou hodnotu, oznacovana jako ndhodné veli¢ina.
Nahodnou veli¢inu znac¢ime velkym pismenem, napi. X. Mnozinu moznych hodnot nahodné veli¢iny
nazyvame obor hodnot ndhodné veliciny X a znacime jej X. Poté, co je pokus proveden, je namérend
hodnota ndhodné veli¢iny zna¢ena malym pismenem, napf. x = 21lmm.

Néhodnou veli¢iny muze byt napiiklad

e podil vadnych vyrobku mezi tisici
e pocet chybné prenesenych bitu
e proud v elektrickém obvodu

e doba do dopadu projektilu

pocet skrabnuti na desce

objem plynu, ktery unikne pfi plnéni plynové bomby

e prumér vysoustruzené soucdstky

Uved'mé nyni matematicky trochu piesnéjsf popis nahodné veli¢iny. Pro plné korektn{ definici ndhodné
veliciny by bylo tfeba znat pojmy z teorie miry. Z duvodu piistupnosti latky studentum budou pojmy
a vlastnosti v tomto textu zavedeny ve stejné podstaté nicméné s mirnymi odchylkami od pfesnych
matematickych formulaci.

1. Pojem Ndhodnou veli¢inou (vzhledem k jevovému poli .A) rozumime zobrazeni X : ) — (—o0, 00),
pro které je mnozina {w €  : X(w) < z} jevem v A pro kazdé x € (—o00,00). Obor hodnot ngdhodné
veliciny X znacime X. Realizaci ndhodné veli¢iny, tj. X (w), w € Q, znacime x.

2. Poznamka V textu budeme uzivat zkraceni zapisu

X<z} = {weQ: X(w) <z}
{X=2} = {weQ:X(w) =1}

a podobné.

3. Pojem Redlnou funkci
F(z) =P(X < x)

definovanou na (—o0, 00) nazyvame distribuéni funkce ndhodné veliciny X.

4. Vlastnosti Distribuéni funkce F'(z) ndhodné veli¢iny X m4 nédsledujici vlastnosti.

1. F(z) je neklesajici.

2. F(x) je zleva spojit4.

3. lim F(z)=0, lim F(z) =

4. 0 < F(z) < 1 pro véechna z € (—00,00).

5. F(z) mé nejvyse spocetné mnoho bodu nespojitosti.

6. P(a < X <b)=F(b) — F(a) pro vSechna a < b, a,b € (—00, ).
7. P(a < X)=1- F(a) pro viechna a € (—00, 00).

8. P(X <a)= lim+ F(z) pro v8echna a € (—00,00).

9. P(X =a)= lim F(z)— F(x) pro vSechna a € (—o0, c0).
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5. Poznamka Kazda funkce spliujici vlastnosti 1., 2., 3. z odstavce 4 je distribu¢ni funkci vhodné
nahodné veliciny.

6. Priklad Na obrazku 1 jsou uvedeny piiklady distribu¢nich funkci a je zndzornéno stanovovani
nékterych pravdépodobnosti.
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Obrazek 1: Ukazky distribu¢nich funkei

Diskrétni nahodna veli¢ina

7. Pojem Rekneme, ze ndhodné veli¢ina X je diskrétni, resp. mé diskrétni rozdéleni pravdépo-
dobnosti je-li jeji obor hodnot nejvyse spocetnd mnozina X = {z1,xs, ...}, tj. nabyva nejvyse spocetné
mnoha hodnot x1,zs, ..., tak, ze

Prikladem diskrétni ndhodné veli¢iny je

e pocet studentt, kteif pfisli na prednasku ze statistiky
e pocet bodu ziskanych na testu

e pocet vadnych vyrobka mezi tisici

e pocet chybné prenesenych bitu

e pocet Skrabnuti na desce

8. Pojem Pravdépodobnostni funkce diskrétni ndhodné veliciny X je funkce p : (—oo, 00) — (0, 1)
dana predpisem
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9. Vlastnosti Pravdépodobnostni funkce p(z) ndhodné veli¢iny X s oborem hodnot X = {z1,zs,...}
ma nésledujici vlastnosti.

1. p(x) > 0 pro vSechna x € (—o0, 00).
2. > p(z)=1.
reX

3. p(x) <1 pro vSechna x € (—00,00).

4. p(z) = lim+ F(t) — F(x).
t—x

5. F(z) = > p(t) pro véechna z € (—00, 0).
t<z

6. P(x € M) = > p(x) pro libovolnou mnozinu redlnych ¢isel M.
xeEM

10. Poznamka V piedchozim tvrzeni jsou uzita zkraceni zédpisu v nasledujicim smyslu

dopt) = Y p(t), kde My =X N (—o0,x)

t<zx xrEM;
Zp(x) = Z p(t), kde My =XNM.
xeEM xeMo

11. Poznamka Kazda funkce spliujici vlastnosti 1., 2. z odstavce 9 je pravdépodobnostni funkei vhodné
diskrétni nahodné veli¢iny.

12. Piiklad Pii vyrobé polovodicu jsou testovany dvé desky z mnoha. U kazdé desky je mozny
vysledek testu funkéni (f), nefunkénd (n). Piedpokladejme, ze pravdépodobnost, ze vrstva projde testem
s vysledkem funkéni je 0.8 a kvality vrstev jsou nezavislé. Nahodna velicina X udava pocet funkénich
testovanych vrstev. Jeji pravdépodobnostni funkci vypocteme nasledovné

P(X =0)=0.22=10.04 pro z =0

p(z) = P(X=1)=02-08408:-02=032 proz=1
P(X =2)=0.82=10.64 prox =2
0 jinak

Vysledek muzeme zapsat do pravdépodobnostni tabulky (Tabulka 1) a znédzornit graficky (Obrézek 2).
: o |1 |2
p(z) | 0.04 | 0.32 ] 0.64
Tabulka 1: Pravdépodobnostni tabulka nahodné veli¢iny X z piikladu 12

7 pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny X odvodime jeji distribu¢ni funkci ve tvaru

0 prox <0
Fr) = P(X < 2) = P(X =0)=0.04 pro0<z <1

P(X=0)+P(X =1)=0.04+0.32=10.36 prol <z <2

PX=1)4+PX=1)+P(X=2)=0.044+032+064=1 pro2<ux

Graf distribuéni funkce F(x)v Obrazku 3 méa schodovity tvar. Schodovity tvar maji distribuéni funkce

vSech diskrétnich nahodnych veli¢in.
Pravdépodobnost, ze alespon jedna polovodi¢ové deska projde testem s vysledkem funkcénilze spocitat
jak z pravdépodobnostni funkce

P(X>1)=P((X=1)V(X=2)=P(X =1)+P(X =2) = p(1) + p(2) = 0.32 + 0.64 = 0.96,
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Obrézek 3: Distribuéni funkce ndhodné veliciny z piikladu 12

tak z distribuéni funkce
PX>1)=1-P(X<1)=1-F(1)=1-0.04 =0.96.

Spojita nahodna velicina

13. Pojem Rekneme, Ze ndhodné veli¢ina X je spojitd, resp. mé spojité rozdéleni pravdépodob-
nosti, je-li jeji distribuéni funkce F(z) spojité.

Spojitou nahodnou veli¢iny mize byt napiiklad
e doba ¢ekani na obéd v menze

e hodnota vcerejsich destovych srazek

proud v elektrickém obvodu

doba do dopadu projektilu

objem plynu, ktery unikne pti plnéni plynové bomby

e prumér vysoustruzené soucdstky

14. Pojem Hustota spojité ndhodné veliciny X je nezdpornd funkce f : (—o0,00) — (0, 00) takové,

ze

F(z) = [ " .
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15. Vlastnosti Hustota f(z) ndhodné veli¢iny X mé ndsledujici vlastnosti.

1. f(x) > 0 pro vSechna x € (—o0, 00).
2. _T fz)=1.

3. f(z) = F'(x).

4. P(xe M) = [ f(z) pro libovolnou mnozinu redlnych &isel M.
zeEM

5. P(x = ¢) = 0 pro kazdé ¢ € (—o0, 00).

16. Priklad Spravce poéitacové sité zjistuje zatizeni systému pomoci piikazu, ktery déva dobu mezi
zadanim pfikazu a prihldSenim nového uzivatele do systému. Nahodna velicina X udava délku takového
casového intervalu v hodindch. Za urcitych predpokladu je hustota ndhodné veli¢iny X tvaru

flz) =

15e=15¢  pro z > 0,
0 jinak

jejiz graf je uveden v obrazku 4 (a).
Distribuéni funkci ndahodné veliciny X vypocteme z hustoty nésledovné

F(x) B fi)oo 0dt + fox 150~ 15tdt — _17155[6_1&]6 — _[e—15z _ 1] —1—e 152 pro z > 0,
fivoo 0dt =0 jinak.

Pravdépodobnost, ze se novy uzivatel prihlasi do systému mezi 6-tou a 12-tou minutou, tj. od 0.1 hod
do 0.2 hod, 1ze vypocist jak z hustoty ndhodné veli¢iny X

0.2 0.2
P(0.1< X <0.2) = f(t)dt = / 15e At = —[e 1715 = e 100 71502 = 1733
0.1 0.1

tak z jeji distribuéni funkce
P(0.1< X <0.2)=F(0.2) = F(0.1) = (1 —e 1592) — (1 — e 170:1) = g7 1501 _ 71502 _ (1733

Oba zptusoby vypoctu jsou graficky zndzornény na obrazku 4.

f(=@)
10 A
P(0.1< X <0.2)
51 /
. 0 . .
-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4
x x
(a) Hustota ndhodné veli¢iny X (b) Distribuén{ funkce ndhodné veliciny X

Obrézek 4: Vypocet pravdépodobnosti P(0.1 < X < 0.2) pomoci hustoty a distribuén{ funkce ndhodné
veliciny X z piikladu 16
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Ciselné charakteristiky nahodnych velicin

17. Pojem Stiedni hodnotou nahodné veliciny X rozumime realné cislo
> ap(z) jeli X diskrétni,
TeEX

oo

[ zf(z) jeli X spojita

— 00

E(X) =

pokud ptislusné rada, resp. integral, absolutné konverguje.

18. Vlastnosti Pro stfedni hodnoty ndhodnych veli¢in X, X1, ..., X, plati

1. E(aX +b) = aE(X) + b pro v8echna a,b € R.
n n
2. B(SS Xp) = 3 B(Xa).
i=1 i=1
3. E(TT, X;) = I ,E(X;), jsou-li ndhodné veli¢iny Xi,..., X, nezdvislé (viz. kapitola Néhodny
vektor).

19. Poznamka Stiedni hodnota je jednou z charakteristik polohy rozdéleni ndhodné veli¢iny. Dalsimi
takovymi charakteristikami jsou

e medidn g 5 — redlné ¢islo takové, ze F(xg5) < 0.5 a hmz—»z:{, F(z) > 0.5.

e modus Z — redlné ¢islo takové, Ze maximalizuje (pfipadné je suprémem) pravdépodobnostni funkce
p(zx), resp. hustotu f(x), ndhodné veliciny X.

20. Pojem Rozptylem ndhodné veliciny X rozumime realné ¢islo
D(X) = E([X — EX]?).

Z rozptylu stanovujeme smérodatnou odchylku ndhodné veliciny X jako realné cislo

21. Vlastnosti Pro rozptyly ndhodnych velicin X, X1, ..., X,, plati

. D(X) >

=)

L D(

2. D(a) = 0 pro vsechna a € R.

3. D(X) = E(X?) - [E(X)]*.

4. D(
(

=)

S|

X +b) = a®D(X) pro viechna a,b € R.

X)) = E D(X;), jsou-li ndhodné veliciny X7, ..., X, nezdvislé (viz. kapitola Ndhodny vektor)
i=1 =1

5.

U

Vlastnosti smérodatné odchylky lze piimo odvodit z vlastnosti rozptylu.

22. Pojem Sikmosti nghodné veliciny X s nenulovym rozptylem rozumime reélné ¢islo

E (X - EX)P®)
[o(x)2

Az(X) =
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23. Vlastnosti Pro sikmost nahodné veliciny X plati

3(X) =0, je-li rozdéleni ndhodné veliciny X symetrické, viz. obr. 5 (b).

(
(
As(
(

1. A
As
4. A3 aX +b) = A3(X) pro vSechna a,b € R, a # 0.

) =
X) <0, je-li rozdéleni ndhodné veli¢iny X doprava zesikmené, viz. obr. 5 (c).
)

X) > 0, je-li rozdéleni ndhodné veliciny X doleva zesikmené, viz. obr. 5 (a).

(a) Hustota pii A3(X) >0 (b) Hustota pii Az(X) =0 (c) Hustota pfi Az(X) <0

Obrézek 5: Ukédzka tvaru hustot piislusnych ndhodnym veli¢indm s riznymi Sikmostmi

24. Pojem Spicatosti ndhodné veli¢iny X s nenulovym rozptylem rozumime realné &islo

25. Vlastnosti Pro Spicatost ndhodné veli¢iny X plati

1. Spicatost ndhodné veliciny s normélnim rozdélenim je A4(X) = 0.
2. Ay(aX +b) = Ay(X) pro v8echna a,b € R, a # 0.

26. Pojem 100p% kvantil ndhodné veliciny X je pro p € (0,1) redlné ¢islo
zp = inf{x : F(z) > p}

Neékteré kvantily maji vlastni nazvy, napt. g o5 je oznacovan jako dolni kvartil, zq 75 jako horni kvartil
a zg.5 jako median.

27. Piiklad Uvazujme ndhodnou veli¢cinu X z piikladu 12 s pravdépodobnostni tabulkou v Tabulce 1.
Jeji stfedni hodnotu vypocteme jako

E(X)=0-004+1-0324+2-0.64=1.6
Pro vypocet rozptylu D(X) vyuzijeme vlastnosti 3. Bude tedy tfeba nejdiive vy¢islit
E(X?) =02-0.04+1%-0.32 + 22 - 0.64 = 2.88,

odkud dostavame
D(X) = E(X?) — (E(X))* = 2.88 — 1.6 = 0.32.

Smérodatnd odchylka je odmocninou z rozptylu

= /D(X) = 0.5656.
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Z pravdivostn{ tabulky v Tabulce 1 je téz mozné urcit hodnotu modusu & = argmax (p(z)) = 2. Horni,
dolni kvartil a medidn stanovujeme z distribu¢ni funkce odvozené v piikladu 12

zo7s = inf{z:F(x)>0.75} =inf{z:2z € (2,00)} =2
zo2s = inf{z:F(z)>0.25}=inf{z:2€ (1,00)} =1
xo5 = inf{z: F(zx)>05}=inf{z:x € (2,00)} =2.

Pro vypocet sikmosti je tfeba nejdiive vycislit
E([X —E(X)’) =(0—1.6)"-0.04 + (1 — 1.6)° - 0.32 + (2 — 1.6)® - 0.64 = —0.192,

odkud
E(X -EX)]?) -0.192

METTLOR T 0

= —1.0606.

Podobné pro Spicatost je tieba vypocist
E([X —E(X)]*) = (0—-1.6)*-0.04 + (1 — 1.6)*- 0.32 + (2 — 1.6)* - 0.64 = 0.32,

7 ¢ehoz

E([X -EX)*) 032
[o(X)]4 ~0.322

Ay = = 3.125.

28. Piiklad Vypoctéme ciselné charakteristiky ndhodné veli¢iny doby od zadani ptikazu do pfihlaseni
nového uzivatele z piikladu 16. Pro vypocet stfedni hodnoty uzijeme metodu integrace per partes

0 00 /
152 U= u =1
E(X) = /ﬂodeer/o 15ze~ 57dy = V' = 15e—15% = _e—15z | =
(oo}
_ [_xe—15a:]8<> +/ e—15xdx _ [_me—15z]80 _ TS[G—IS;C]SO _
0
1 1
= —[wlirrgome*15$ —0] - B[O —1] = R
Pro vypoéet rozptylu pomoci vztahu 3 nejprve stanovime E(X?)
2 0 2 o0 2 15 u = 1'2 U/ =2z
E(X ) = [m$ Odaj +/0 15x“e dZE = ’U/ _ 156_15x v = _e_15$ =
> 2
= [—a?e 157 —|—/ 2ze” 5 dy = [—2%e P50 + 1—5E(X) =
0
21 2
= [ 2 7151’70 i
fim a7 I+ 515~ 152
Odtud
2 1 1

DY) = BOX) = [BOOP = 15 = 155 = 155

Smeérodatnd odchylka je proto o(X) = /1/15%2 = 1/15. Z grafu hustoty 4(a) lze stanovit & = 0. Pro

stanoveni horniho, dolnfho kvartilu a medidnu odvodime obecny tvar 100p% kvantilu ndhodné veliciny
X s vyuzitim distribuén{ funkce (1) z piikladu 16

z, = inf{z:l1-e ™ >p}l=inf{z:e™® <1-p}=inf{z:-152<In(1-p)}=
= inf{x cr > —%111(1 —p)} = —1—151n(1 -p).
Odtud
Toos = —1—151n (0.75) = 0.019,
Tos = —1—15111 (0.5) = 0.046,
Tors = —1—15111 (0.25) = 0.092.
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Zbyva stanovit Sikmost a Spicatost ndhodné veliciny X pfi jejichz vypoctu vyuzijeme

E(X —EQX0P) = B(X?) - 3E(X?)E(X) + 2[E(X)], (2)
(X~ E(X))Y) = B(X*) - 4E(X*)E(X) + 6E(X*)[E(X)]” - 3[E(X))" (3)

Integraéni metodou per partes vypoéteme E(X?) a E(X*)

0 oo 3 / 2
3y _ 3 3,15z, _ | U=T u =3 _
E(X?) = /Oom de—i-/o 15x°e dx = o = 15e=157 4 — _e—l5a | =
e 3
= [~ade 1) +/ 3r?e 1 dy = [—zPe TS0 + 1—5E(X2) =
0
3 2 6
_ : 3,—15z _
= im0t 5 im = 1
0 e} _ 4 [ 3
4 4 4 —15z2 _|lu=x u = 4x
E(X*) = /_Oox de—l—/o 15x%e dx = o = 15e-150 4 — _e-l15a | =
= [—axte 157 + /OO 4ade %Ay = [—xte 1570 + %E(Xﬂ =
0
4 6 24
_ . 4 —152 _
= L et Ol R =
z ¢ehoz dosazenim do (2) a (3) dostdvame
. 6 2 1 1 2
E(X -EX)P) = — —3-—— 42— =_—_
( (X)) 153 3152 5o 15
24 6 1 2 /1)’ 1\*" 9
— 4 — - 4 —_— —_ — —_— = —
(X - B0 154 4153 15 +6152 (15) 3(15) 154”7
a poté
A E ([X — E(X)]?) _2/15% )
’ [o(X)]? /153 —
A E (X -E@X)) _9/15* _ 9
! o (O /15t
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