Regresni analyza 1

Regresni analyza

1 Regresni funkce

Diilezitou statistickou tilohou je hledani a zkoumani zavislosti proménnych, jejichz hodnoty ziskdme pfi re-
alizaci experimentii. Vzhledem k jejich ndhodnému charakteru reprezentuje nezavisle proménné nahodny

vektor X = (X1,...,Xx) a zdvisle proménnou ndhodnd veli¢ina Y. Vektor X muze byt i nendhodny, jak
byva v aplikacich ¢asté, anebo jsou rozptyly vSech slozek Xi, ..., X} zanedbatelné viici rozptylu ndhodné
veli¢iny Y.

1. Pojmy K popisu a vySetfovani zévislosti Y na X uzivime regresni analyzu, pficemz tuto zavislost
vyjadfuje regresni funkce
y=v¢(xp) =EY|X=x),

kde x = (z1,...,x) je vektor nezéavisle proménnych (hodnota ndhodného vektoru X), y je zévisle pro-
ménnd (hodnota ndhodné veli¢iny Y'), 8 = (61, ..,0m) je vektor parametrti, tzv. regresnich koefici-

enta §;,j=1,...,m, a E(Y|X = x) je podminénd stfedni hodnota.

f

E(Y|X=z)

Y

Obrazek 1: Zavislost Y na X pro k =1

2. Pozndmka Pii vySetfovani zdvislosti ¥ na X ziskdme realizaci n experimentd (k + 1)-rozmérny
statisticky soubor ((x1,91),---, (Xn,¥n)) s rozsahem n, kde y; je pozorovand hodnota ndhodné veli¢iny
Y; a x; je pozorovana hodnota vektoru nezavisle proménnych X, i = 1,...,n. Na Obrazku 1 je zndzornén
piipad pro k = 1, tedy pro x = x; = z (misto z; staci psét x), a s opakovanymi pozorovanimi. Opakovani
pozorovani pro danou hodnotu nezavisle proménné x vsak v regresni analyze neni nezbytné.

3. Pojmy Pro urceni odhadl neznamgych regresnich koeficientt 3; minimalizujeme tzv. rezidualni

soucet ¢tvercu
n

S = [wi— o (x5, 8)]

i=1

a hovotfime o tzv. metodé nejmensich ¢tvercu.

Pro aplikaci regresni analyzy je nezbytné znét tvar (pfedpis) regresni funkce. Obvykle jej volime tak,
aby co nejvice odpovidal vySetfované nebo uvazované zavislosti. Byva zvykem volit regresni funkci s
co nejmensim poctem regresnich koeficientti, avsak dostatecné flexibilni a s pozadovanymi vlastnostmi:
monotonie, predepsané hodnoty, asymptoty aj. Vychazi se pfitom povétsinou ze zkusSenosti, avsak v
soucasné dobé se pri realizaci regresni analyzy na PC daji ¢asto tspésné pouzit vhodné databaze regresnich
funkeci.
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Regresni analyza 2

2 Linearni regresni funkce

4. Pojmy Linearni regresni funkce (linedrni vzhledem k regresnim koeficientim) méa tvar
m
y=> Bifi(x),
j=1

kde f; (x) jsou znamé funkce neobsahujici regresni koeficientyfs, . . ., B

5. Poznamka Pfilinedrni regresni analyze, kdy hledame linedrni regresni funkei, aplikujeme tzv. linedrni
regresni model zalozeny na predpokladech:

1. Vektor x je nendhodny, takze funkce nabyvaji nendhodnych hodnot f;; = f; (x;) proj=1,...,m

atr=1,...,n.
fir o fin
2. Matice F = typu (m,n) s prvky fj; mé hodnost m < n.
fml e fmn
m
3. Néhodna veli¢ina ma stiedni hodnotu E (Y;) = 3 3, fj; a konstantni rozptyl D (Y;) = 0? > 0 pro
j=1
t=1,...,n.
4. Nahodné veli¢iny Y; jsou nekorelované a maji normalni rozdéleni pravdépodobnosti proz =1,...,n.

6. Poznamka V &&sti literatury se misto popsaného linearniho regresniho modelu také uvadi ekvivalentni
linedrni model ve tvaru

Yi=Y Bifi(x) +Eii=1,...,n,
g=l1

kde E; jsou nekorelované ndhodné veli¢iny (vyjadfujici napf. ndhodné chyby méfeni) s normalnim rozdé-
lenim pravdépodobnosti N (07 02).

Odhady regresnich koeficientti, rozptylu a funkénich hodnot, a také testy statistickych hypotéz o
regresnich koeficientech provadime pomoci nasledujicich vztahti. V nich jsou pouzita oznaceni matic:

le fufu - ; Frifomi

by
H=FFT = : : ., b= |,
meifli meifmi
=1 =1
n z; f1iyi
y=| : | s=Fy= : ;
n
Yn Smili
i=1

kde FT znaéi transponovanou matici.
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1.

7. Vlastnosti Plati:

Bodovy odhad regresniho koeficientu je b;, j = 1,...,m, kde matice b je feSeni soustavy
linedrnich algebraickych rovnic (tzv. soustavy normdlnich rovnic)

Hb=g.

. Bodovy odhad linearni regresni funkce je

y=> bif; (x).
j=1

. Bodovy odhad rozptylu o2 je

2

m n m

kde Si., = > (yi - > bjfji> =Y y?— Y bjg; je minimalni hodnota rezidualniho souctu
=1 j=1 i=1 j=1

¢tverct a g; je prvek matice g.

Intervalovy odhad regresniho koeficientu (; se spolehlivosti 1 — «;, je
<b] — tl,a/zs V h-”, b] + tlfa/QS \% h]]> ,

kde h?7 je j-ty diagonalni prvek matice H™! a t;_, /2 je (1 — %)—kvantil Studentova rozdéleni s
n — m stupni volnosti - viz tabulku T2.

. Intervalovy odhad stfedni funkéni hodnoty regresni funkce y pro libovolné pevné x se

spolehlivosti je

<Z bjfj (X) - tl—a/QS\/h,»*; Z bjfj (X) + tl_a/Qs\/hT> 5
Jj=1 j=1

fi(x)
kde h* = f(x)"H 'f (x), pricemz f(x) = a t1_q/2 je (1—%)-kvantil Studentova
fm(x)
rozdéleni s n — m stupni volnosti - viz tabulku T2. Intervalovy odhad individuaini funkcéni hodnoty
regresni funkce y pro libovolné pevné x se spolehlivosti 1 — o obdrzime analogicky, avSak misto h*
vezmeme 1 + h*.

. Test hypotézy H : ; = (3o proti alternativni hypotéze H: B; # Bjo na hladiné vyznamnosti o,

kde j je jeden pevné zvoleny index,j = 1,...,m, provadime pomoci pozorované hodnoty testového
kritéria
- bi =B
svVhii '

W, = <—t1,a/2; t17a/2> ati_q/2je (1 — %)—kvantil Studentova rozdéleni s n — m stupni volnosti
- viz tabulku T2. Tento test je mozno také provést pomoci vyse uvedeného intervalového odhadu
koeficientu 3; se spolehlivosti 1 — a.

8. Poznamka Z intervalovych odhadu stfedni funkéni hodnoty, resp. individuédlni funkéni hodnoty, se
konstruuje pas spolehlivosti pro stfedni hodnotu (viz uzsi pas kolem regresni piimky na obr. 2),
resp. pas spolehlivosti pro individualni hodnotu (viz §irsi pas kolem regresni pfimky na obr. 2). Test
hypotézy se tyka jen jednoho (i kdyz libovolného) regresniho koeficientu. Soucasny test vice regresnich
koeficientti je nutno provést pomoci tzv. sdruzené hypotézy.
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9. Poznamka Orienta¢ni mirou vhodnosti vypoctené regresni funkce pro ziskana data je koeficient
vicenasobné korelace

*-
— min
r=,1——"mn

>y —n(5)’

resp. index (koeficient) determinace 72, které nabyvaji hodnot z intervalu (0;1). Cislo 72100 % vy-
jadfuje (dle ¢asto uzivané konvence) procentualni podil z rozptylu hodnot y; ,vysvétleny“ vypoctenou
regresni funkci. Hodnoty r (a tim také r2) blizké 1 naznacéuji vhodnost zvoleného tvaru regresni funkce. Pro
bliz$i posouzeni vhodnosti vypoctené regresni funkce se provadi jeji graficky rozbor vzhledem k pozorova-
nym bodim [X1,¥1],- ., [Xn,Yn]. Pro rigorézni zavér je vSak nutné provést tzv. regresni diagnostiku
a testovat dalsi statistické hypotézy.

Regresni funkce rozdélujeme na linedrni a nelinedrni (vzhledem k regresnim koeficienttim). Nékteré
nelinedrni regresni funkce mtzeme vhodnou linearizaci pfevést na linedrni (napf. mocninnou nebo expo-
nenciélni funkci logaritmujeme). Jde sice o bézné pouzivany postup, kdy vSak fesime jiny regresni model
nezli ptivodné uvazovany.

10. Poznamka Nejvice uzivanou linearni regresni funkci pro pozorovany dvourozmérny statisticky
soubor (z1,v1), - - ,(Tn,Yn) je funkce
y = b1 + Ber,

jejimz grafem je tzv. regresni piimka. Pro tuto funkci je x = #; = = (misto 2; piUeme z), m = 2,
fi(x) =1, fo(x) = x, takze
1 .. 1
(1) e

P#i ruénim vypoctu lze pro regresni funkci pouzit nasledujici explicitni vztahy, kde pro jednoduchost
n

Y1

Yn

11. Vlastnosti Plati:

HZ(%»}U %;) g:<§gy) 21 =m

2. detH=nY 22— (X ;)% bzz”zz’:y;;%“zyi , bi=7— bt

3. Shin =2 (yi — b1 — 52%‘)2 =Sy —bi Yy — by wiyi, §°= %7

[

2
4. p11 — Z$ K22 — _n
: — detH? -

5. h*:%+%:%+n(%i)2

6. 7 =|r(z,v) |, kde r (z,y) je koeficient korelace (viz kapitolu Popisna statistika).

12. Priklad U osmi ndhodné vybranych firem poskytujicich konzultace v oblasti jakosti vyroby byly
v roce 1993 zjistény podty zaméstnancl = a ro¢ni obraty y (mil. K¢) jak je uvedeno v Tabulce 1:

x; 3 5 5 8 9 11 |12 | 15
Yi 08121511918 |24 |25] 3,1

Tabulka 1: Poc¢ty zaméstnanct a ro¢ni obraty

Vyjadrete zavislost ro¢niho obratu firmy na poctu zaméstnanct ve tvaru y = (1 + [ox, vypocCtéte
intervalovy odhad s se spolehlivosti 0,95, testujte na hladiné vyznamnosti 0,05 hypotézu H : 5, = 0,2,
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urcete bodovy a intervalovy odhad y (10) se spolehlivosti 0,95. Pomoci grafu a koeficientu korelace r
posudte vhodnost regresni funkce. Pfedpoklddejte, Ze ro¢ni obrat ma podminéné normélni rozdéleni
s konstantnim rozptylem vzhledem k poc¢tu zaméstnanct.

Reseni V nasledujici Tabulce 2 jsou pomocné vypocty:

i v |y | a? Ty y;

1 3 108 |9 2.4 0,64
2 5 | 1,2 |25 6,0 1,44
3 5 [ 15 |25 75 2,25
1 8 | 1,0 |64 15,2 3,61
5 9 [18 |81 16,2 3,24
6 11 [ 2,4 | 121 26,4 5,76
7 12 [25 | 144 30,0 6,25
8 15 | 3,1 | 225 16,5 9,61
> 68 | 15,2 | 694 150,2 32,30

Tabulka 2: Pomocné vypocty

Vlastni vypocty provedeme v nasledujicich krocich:
(1) Jde o regresni piimku, takze s vyuZitim vySe uvedenych vzorcti obdrzime pro n = 8 z tabulky

matici H = ( 8 68

68 694 ) jejiz determinant je det H = 8 - 694 — 68% = 928, takze bodovy odhad je

 8-150,2 - 68-15,2
27 928

Déle je T =68/8 = 8,5, § = 15,2/8 = 1,9, takze bodovy odhad ; je

=0,1810344 = 0, 181.

by = 1,9 —0,1810344 - 8,5 = 0, 3612068 = 0, 361.

Potom bodovy odhad regresni funkce je y = 0,361 + 0, 181z.
(2) Minimalni hodnota rezidualniho souctu étvercti je

* . =32,80 — 0,3612068 - 15,2 — 0, 1810344 - 150, 2 = 0,1182758

a bodovy odhad rozptylu o2, resp. smérodatné odchylky o , je
52 =0,1182758/ (8 — 2) = 0,0197126, resp. s = 1/0,0197126 = 0, 1404017.
(3) Diagonélni prvky matice jsou

R = 694/928 = 0,7478448, h*? = 8/928 = 0, 00862069.

7 tabulky T2 je pro 8 — 2 = 6 stupill volnosti o975 = 2,447, takZe intervalovy odhad regresniho
koeficientu s je

B € <0, 1810344 — 2,447 - 0, 1404017+/0, 00862069

0, 1810344 + 2,447 - 0, 1404017,/0, 00862069> =
= (0,1491353; 0, 2129334) = (0,149; 0, 213) .

Bodovy odhad pfiristku roéniho obratu odpovidajiciho zvyseni stavajiciho poc¢tu zaméstnanct firmy o
jednoho zaméstnance je tedy 181 000 K¢ a intervalovy odhad tohoto pfirtistku se spolehlivosti 0,95 je
149 000 K¢ az 213 000 K¢.

(4) Pozorovana hodnota testového kritéria pro je

,_ _0,3612068 —0.2
"~ 0,1404017,/0, 7478443

Pro alternativni hypotézu H : (3 # 0,2 je Wo o5 = (—2,447;2,447). Vzhledem k tomu, ze t € W o5,
hypotézu H : 31 = 0,2 na hladiné vyznamnosti 0,05 nezamitame. Na dané hladiné vyznamnosti vlastné

= 1,3277.
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nezamitdme hypotézu, ze firma bez zaméstnanct (pracuji jen majitelé), nebot y (0) = (1, bude mit ro¢ni
obrat okolo 200 000 K¢.
(5) Bodovy odhad stfedni i individudlni hodnoty ro¢niho obratu firmy pro 10 zaméstnanct je

y (10) = 0,3612068 + 0,1810344 - 10 = 2,1715508 = 2,172.
U dané firmy lze tedy ocekavat ro¢ni obrat okolo 2 172 000 K¢. Protoze

8(10 — 8,5)2

1
h ==
8+ 928

=0, 1443965,
je intervalovy odhad se spolehlivosti 0,95 stiedni hodnoty ro¢niho obratu firmy s 10 zaméstnanci

y(10) € <2, 1715508 — 2,447 - 0, 1404017+/0, 1443965,

2,1715508 + 2,447 - 0, 1404017,/0, 1443965> =

= (2,0409985; 2, 3021031) = (2,041; 2, 302) .

Se spolehlivosti 0,95 lze ocekavat, ze stfedni hodnota roéniho obratu takové firmy bude od 2 040 000 K¢
do 2 302 000 K¢. Jestlize pouzijeme ve vypocCtu misto h*, dostaneme intervalovy odhad se spolehlivosti
0,95 individualni hodnoty ro¢niho obratu firmy s 10 zaméstnanci

y (10) € <2, 1715508 — 2,447 - 0, 1404017+/1 + 0, 1443965;
2,1715508 + 2,447 - 0,1404017+/1 + 0, 1443965> =

= (1,8040193;2,5390823) = (1, 804;2,539) .

Se spolehlivosti 0,95 lze o¢ekavat, Ze ro¢ni obrat (individualni hodnota ro¢niho obratu) takové firmy bude
od 1 804 000 K¢ do 2 539 000 K¢, viz Obrazek 2.

Zavislost obratu na poétu zaméstnancl

36
32 S e
2.8 e
2.4

16
124
08

0.4

0 6 12 18
X

Obrazek 2: Graf regresni piimky a past spolehlivosti

(6) Koeficient korelace je r = 0,984798, takZe index determinace je r? = 0,969827. Z grafu na
Obrazku 2 a velikosti koeficientu korelace vidime, ze zvoleny tvar regresni funkce vcelku dobie vysti-
huje danou zavislost. Podle ¢asto pouzivané konvence lze fici, ziskana regresni funkce vyjadiuje celkem
72 100 % = 96,98 % zmén (variability) pozorovaného obratu firmy.
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