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Rozdéleni pravdépodobnosti pro aplikace

Uvodem. V kapitole vénované ndhodnym veli¢indm jsme se obecné zabyvali funkénimi a éiselnymi cha-
rakteristikami nahodnych veli¢in a jejich vlastnostmi. Nyni se budeme zajimat o typické nahodné veli¢iny,
presnéji o typicka rozdéleni pravdépodobnosti nahodnych velicin. Misto ,,rozdéleni pravdépodob-
nosti ndhodnych veli¢in” budeme dale casto kratce uvadét ,,rozdéleni”.

Ptipomenme si, ze v 1. semestru studia na FSI VUT jsou v pfedmétu Matematika 1 probirany realné
funkce jedné redlné proménné a jejich vlastnosti jsou rozebirdny nejen obecné, ale i pro jednotlivé skupiny
elementarnich funkci, které se pak pouzivaji v radé inzenyrskych aplikaci.

Podobné za kapitolou vénovanou ndhodnym velicinam a rozdélenim pravdépodobnosti z obecného
pohledu nyni nasleduje kapitola, ve které nas budou zajimat typicka rozdéleni pravdépodobnosti, jez jsou
vhodnymi matematickymi modely ¢astych ndhodnych pokusi.

Rozdéleni pravdépodobnosti muzeme zjednodusené klasifikovat jako diskrétni, spojitd a smiSend (viz
kapitola zavadéjici ndhodné veli¢iny). V této kapitole se omezime na nékolik zdkladnich diskrétnich
a spojitych rozdéleni pravdépodobnosti v rozsahu podle sylabu pfedmétu Matematika 4.
Rozsifujici informace o dalsich rozdélenich jsou odlieny znacenim. Ctenaf zajimajici se o podrobnéjsi
informace a dalsf rozdéleni pak najde vice informaci v odborné literatufe [17] a na internetu [20].

A. Typicka diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti

1. Alternativni (Bernoulliovo) rozdéleni

Znaceni. Skutecnost, ze ndhodnd velicina X méa alternativni rozdéleni pravdépodobnosti zapisujeme
X ~ A(p), kde p € (0;1) a zdpis ¢teme ,,ndhodnd velic¢ina X m4& alternativni rozdéleni pravdépo-
dobnosti s parametrem p”. Pismeno A tedy znaci nazev rozdéleni, pismeno p oznacuje jeho parametr.
V konkrétnich piikladech je oznaceni parametru nahrazeno jeho ¢iselnou hodnotou. Nékteii autofi vy-
hrazuji pismeno p pouze pro oznaceni pravdépodobnostni funkce a pro odliseni pouzivaji znaceni A(r).
My budeme predpokladat, ze ze souvislosti bude zfejmé, v jakém vyznamu byl pouzit symbol p.

Obecné o znaceni. Poznamenejme, ze obdobné znaceni je obvyklé i pro ostatni rozdéleni pravdépo-
dobnosti. Pismeno oznacujici ndhodnou veli¢inu (zde X) je nasledovédno symbolem ~, ktery ¢teme ,mé
rozdéleni”, a dale nédsleduje oznaceni konkrétniho rozdéleni pismenem (nebo vice pismeny) a symbolicky
zapis uzavird seznam parametru rozdéleni pravdépodobnosti v kulatych zavorkédch, oddéleny carkami
nebo stredniky, pokud by mohlo dojit k zaméné s desetinnou ¢arkou.

Jiny nazev. V cizojazycné literatuie najdeme alternativni rozdéleni pod nazvem Bernoulliovo roz-
déleni a znaci se X ~ Be(p).

Pouziti. Rozdéleni je pouzivano k modelovani jednoho ndhodného pokusu, ktery méa dva mozné ciselné
vysledky: vysledek 1 (dspéch) s pravdépodobnosti p a vysledek 0 (neispéch) s pravdépodobnosti
1 — p. Vidime, Ze parametr rozdéleni p m& vyznam pravdépodobnosti uspéchu, tj. p = p(1) = P(X = 1).

Funkéni charakteristiky. Jak jiz vime, kazdé rozdéleni je jednoznacné urceno funkéni charakteristi-
kou. Pro diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti budeme uvaddét zejména pravdépodobnostni funkce p(z).
Pfipomenime, ze p(x) a F(z) byly zavedeny tak, ze jejim defini¢nim oborem je mnozina vsech redlnych
¢isel R. Déle pro pravdépodobnostni prostor (2,S,P) a X : @ — R takové, ze {w | X(w) =z} € S a
{w] X(w)<z}eSplatl, zeVr eR:p(z) = P(X =x)=P{w e Q| X(w)=z})aF(z)=P(X <z) =
Pwe ]| X(w) < z}).
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Pravdépodobnostni funkce:
1—p pro =0
pr)=PX=2)= ¢ p pro =1 1)
0 jinde

Byvé pouzivan i kompaktnéjsi zapis pro x € {0;1} : p(z) = p®(1 — p)*~=.

Distribué¢ni funkce:

0 pro z <0
Fz)=P(X <z) = 1—p pro z€(0,1) (2)
1 pro = > 1
| - —
0.7 & i
(.7 | —
0.3 7 * :
| i
0o o Nmrre
Obrazek 1:  p(x) pro A(0,3) F(z) pro A(0,3) Jakob Bernoulli

Ciselné charakteristiky. Je vyhodou, Ze pro jednotlivé rozdéleni pravdépodobnosti lze ¢asto odvodit
vztahy pro vypocet ¢iselnych charakteristik pomoci parametrii rozdéleni a nemusime pak pii konkrétnich
vypoctech opakované pouzivat obecné vzorce.

stfedni hodnota: E(X) = p (3)
rozptyl: D(X) = p(l-p) (4)

Degenerované rozdéleni. V piipadé X ~ A(0) hovofime o degenerovaném rozdéleni a na obrézku 2
vidime nacrt grafu pravdépodobnostni a distribuéni funkce.
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Obréazek 2: Degenerované rozdéleni, ndstin grafu p(z) a F(z).

Zajimavosti. Rozdéleni dostalo své druhé a exoticky znéjici zahrani¢ni jméno po svycarském mate-
matikovi Jakobu Bernoullim (1654-1705) [21], ktery se zabyval posloupnostmi nezévislych ndhodnych
pokust modelovatelnych timto rozdélenim. Jakob Bernoulli pattil mezi osm znamych matematikt rodiny
Bernoulliovych. Studoval teologii, matematiku a astronomii. Béhem svych cest po Evropé (1676-1682)
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se seznamil s vysledky prednich védcu té doby. Osvojil si zejména zejména vysledky Gottfrieda Leibnize
v oblasti kalkulu (diferencidlniho a integralniho poé¢tu). Jako vzpominku na piedmét Matematika ITI
uvedme, Ze v roce 1690, Jakob Bernoulli vyvinul postup feseni obyéejnych diferencialnich rovnic se se-
parovanymi proménnymi. Jeho nejznaméjsi praci je Ars Conjectandi, publikovand posmrtné v roce 1713,
shrnujici vysledky v oblasti teorie pravdépodobnosti a uvadéjici puvodni dukazy.

Priklady:

(1) Vlastnim vypoctem odvod'te vztah (3) pro E(X).
(2) Vlastnim vypoctem odvod'te vztah (4) pro D(X) a smérodatnou odchylku /D(X).

(3) Modelujte ndhodny hod symetrickou minei pomoci alternativniho rozdéleni. Uréete hodnotu p. Sviyj
nézor podpoite 100 hody vhodné zvolenou vlastni minci (Autor textu neodpovidd za ztratu mince
pii konani pokusu.).

(4) Pomoci ndhodné veli¢iny Y a linedrn{ transformace ndhodné veliciny X s alternativnim rozdélenfm
popiste nahodny pokus u kterého vysledek 2 nastane s pravdépodobnosti 0,3 a vysledek 5 nastane
s pravdépodobnosti 0, 7.

Zavérem. Jednd se o znacné trivialni rozdéleni, které je ale zakladem pro slozitéjsi rozdéleni. Otazka
polozena u zkousky na toto rozdéleni obvykle svéd¢i o naprostém vycerpani zkousejiciho a o zoufalé snaze
pomoci studentovi uspét. Je pak velmi smutné, pokud student zatvrzelym ml¢enim tuto pomocnou ruku
odmitne.

2. Klasické (diskrétni rovnomérné) rozdéleni

Znaceni. Skutecnost, ze ndhodna veli¢ina X m4 klasické rozdéleni, znac¢ime X ~ C(n), kde n € N.

Pouziti. Klasické rozdéleni pravdépodobnosti ziskalo své jméno, protoze nam umoznuje modelovat tlohy
klasické pravdépodobnosti. Pripomenme, ze se jednd o tlohy, ve kterych se k vypoctu pravdépodobnosti
jevu A pouziva vztah
P(4) = @ _m_ pocet priznivych vysledku
2]  n  pocet vSech moznych vysledka

a jednd se o modelovéni ngdhodnych pokusu, které maji koneény pocet n stejné moznych vysledku.

Funkéni charakteristiky. 7 vyse uvedeného vyplyvéa pravdépodobnost % pro elementdrni (zde jed-
noprvkové) jevy, a tedy i nédsledujici vztah (1) pro pravdépodobnostni funkci. Distribuéni funkci zde
neuvidime, pouze ukdzku jejiho grafu (viz obr. 3), tak jako pro p(x).
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Obrazek 3: p(z) F(x)

Pravdépodobnostni funkce:

% pro z=1,2,....n
p(z) =

0 jinde
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Ciselné charakteristiky.

stfedni hodnota: FE(X) = n—2|—1 (6)
2
-1

rozptyl: D(X) = n12 (7)

Zajimavosti. Zacatky klasické pravdépodobnosti byvaji spojovany s komunikaci matematiku Fermata
a Pascala v 17.stoleti. Jejich korespondenci se pokusil dovedné ,rekonstruovat” vynikajici madarsky
odbornik v oblasti teorie pravdépodobnosti Rényi [5], autor , Dialogi o matematice”. Zdjemcum o hlubsi
poznani myslenek teorie pravdépodobnosti je viele doporucujeme (Rényi, A.: Dialogy o matematice.
Praha, Mlada fronta, 1980).

IRl .

Obrézek 4: Pierre Fermat (1601-1665), Blaise Pascal (1623-1662), Alfréd Rényi (1921-1970)

Posloupnost realizaci hodnot diskrétniho rovnomérného rozdéleni ¢tendf obdrzi, pokud ve vétsiné
programovacich jazyku vyuzije zdkladni ndhodny generdtor (pfesnéji ve vétsiné pifpadu kongruenéni
generdtor posloupnosti pseudondhodnych éisel).

Zajemcum o problematiku ndhodnych generatoru doporucujeme zprvu prohledat aktualni internetové
zdroje (viz napf. http://mathworld.wolfram.com/topics/RandomNumbers.html).

Priiklady:
1) Ukazte, ze pro vhodnou volbu p lze zépis X ~ A(p) interpretovat jako zépis X + 1 ~ C(2).

)

2) Vlastnim vypocétem odvod'te vztah (6) pro F(X).

3) Vlastnim vypoétem odvod’te vztah (7) pro D(X) a smérodatnou odchylku /D(X).
)

(
(
(
(4) Modelujte ndhodny hod pravidelnou kostkou pomoci klasického rozdéleni. Uréete hodnoty p(z). Sviyj
nazor podpoite 60 hody hraci kostkou (Kostku neztratte, budete ji jesté potfebovat).

(5) Reste nékteré tilohy klasické pravdépodobnosti tak, ze urcite ndhodnou veli¢inu X ~ C(n) popisujici
nahodny pokus a zadanou pravdépodobnost P(X € B) vypoctete pomoci ) p(7).

(6) Vyhledejte ve svém oblibeném programovacim jazyce (existuje-li takovy) generdtor posloupnosti
ynédhodnych” ¢isel. Jeho opakovanym pouzitim ziskejte vétsi statisticky soubor (vice nez 30 hodnot)
a pomoci vhodného softwaru (MS Excel, Statistica, Minitab) ziskejte tfidénim tabulku relativnich
¢etnosti a histogram. Posud’te, zda jeho tvar spliuje Vase ocekdvani (byla-li ngjakd).
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3. Hypergeometrické rozdéleni

Znaceni. Skutecnost, ze ndhodnd veli¢ina X m4 hypergeometrické rozdéleni, zna¢ime X ~ H (N, M,n),
kde N,M,neNal<n< N,1 <M < N (ostré nerovnosti zajistuji, Ze se nebudeme zabyvat trividlnimi
pripady).

Pouziti. Hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti se pouziva k modelovani ndhodnych pokust, pii
kterych ndhodné vybirdme (najednou nebo postupné) a nevracime n jednotek (vyrobku, soucéstek,
kulicek, aj.) z koneéného souboru N jednotek, ze kterych je M s uréitou vlastnosti (zmetky, bilé kulicky,
aj.) a zbyvajicich N — M tuto vlastnost nemé (dobré vyrobky, ¢erné kulicky, aj.). Pfitom se ptdme, jakd
je pravdépodobnost, ze mezi n vybranymi je ur¢ity pocet jednotek (obvykle z, pokud nés zajima hodnota
pravdépodobnostni funkce p(x)) se zminénou vlastnosti (zmetku, bilych kulicek, aj.). Ndhodna veli¢ina
X pak oznacuje nahodny pocet jednotek se zminénou vlastnosti mezi vybranymi pfi vybéru
bez vraceni.

Funkéni charakteristiky. 7 vysSe uvedeného a na zdkladé zkuSenosti s vypoctem piikladu na ndhodny
vybér bez vraceni v klasické pravdépodobnosti vyplyva ndsledujici vztah (8) pro pravdépodobnostni
funkci. Distribuéni funkci F(z) zde neuvddime. Pokud ale neni u diskrétnich rozdéleni F(z) uvedena,
staci dosadit do obecného vztahu F(x) = >, p(t), ktery byl uveden v kapitole vénované zavedeni
nahodnych veli¢in a jejich charakteristik.

Pravdépodobnostni funkce:

x n—x

n

0 jinde

Hodnoty pravdépodobnostni funkce H rozdéleni lze pocitat piimo podle (8), 1ze je rovnéz najit ve
statistickych tabulkdch ([13], [14]) a zejména Fada statistickych softwartt nabizi jejich rychly vypocet.
Pro pravdépodobnostni funkei (8) uvddime ukdzky jejich grafu (viz obr. 5), kde volime N = 100, n = 10
a ruzné hodnoty M. Poznamenejme, Ze preruSovand ¢ara je pouzita pouze pro odliSeni jednotlivych
pravdépodobnostnich funkci.

H(100,M,10)
p(x) —-----M=30
0,3 - —---z--- M =50
@, H.. _
' e L £---M=70
& . ) £
02 | ' 3 B
01 . & & ﬁ "5,
4] ‘.—f’ S ) \‘\D
0 & ﬁ = "Eﬂ”' T T T f k4 % == X
0 1 3 4 5 6 7 10

Obrazek 5: p(z)
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Ciselné charakteristiky.

stfedni hodnota: E(X) = Ny (9)
M M\ N —n
rozptyl: D(X) = ny (1 - N) N1 (10)

dus:
modus T N 12 , N 12

. e <(M+1)(n+1) 1(]\/.I'—I—l)(n—&-l)>

Zajimavosti. Hypergeometrické rozdéleni obvykle , krac¢i ruku v ruce” s rozdélenim binomickym, proto-
Ze jedno se pouzivé pii modelovani ndhodného vybéru bez vraceni (hypergeometrické) a druhé lze pouzit
pro modelovéni ndhodného vybéru s vracenim (binomické). Doporuc¢ujeme Ctendfi, aby zacal jiz nyni
promyslet, jaké chyby se dopusti, pokud misto vybéru bez vraceni omylem uvazuje vybér s vracenim.
Logickou otézkou je, zda za uréitych okolnosti neni tato chyba zanedbatelna. Budeme se studentu ptét,
zda a kdy piipadné ano a kdy ne?

Zakladni motivaci pro hleddni odpovédi muze byt skute¢nost, ze vypocéet pomoci hypergeometrického
rozdéleni je pracnéjsi (3 kombinacni ¢isla ve vztahu (8) pro vypocet p(z)), zatimco pro binomické rozdélent
se vypocet jevi jako jednodussi (1 kombinaéni ¢islo ve vypoctu p(z) podle (12) — viz déle).

Dopliime praktickou motivaci: Pti statistické kontrole kvality, kontrolor ndhodné vybere z mnoha
vyrobku ke kontrole urcitou skupinu, aby zjistil procento zmetku. M4 tyto vyrobky vybirat jednotlivé a
vzdy vratit? Nebo méa vybrat celou skupinu nardz a vybrané vyrobky nevracet? Jaké vzorce mé pouzit?
Jsou nékteré nékdy zameénitelné?

Konkrétnéjsi priklad: V jednom zévodé predstavuji vyrobky 5% celkové vyroby. Sestavte tabulku
pravdépodobnosti poc¢tu zmetku pfi ndhodné kontrole tii vyrobku. Otazka: Vidite néjaky problém
v zadani? Je uplné?

Piiklady:

(1) Formulujte a feste pomoci hypergeometrického rozdéleni pifklad na ndhodny vybér bez vraceni,
ktery jste fesili v kapitole vénované klasické pravdépodobnosti.

(2) Najdéte v literatufe nebo na internetu odvozeni vztahu (9) pro E(X).

(3) Najdéte v literatufe nebo na internetu odvozeni vztahu (10) pro D(X) a smérodatnou odchylku
D(X).

(4) Vysvétlete, pro¢ vzorec (8) pro pravdépodobnostni funkci p(x) hypergeometrického rozdéleni neni
definovan pro z = 0,1,...,n, ale je nutné vzit do ivahy i M a N?

(5) Vysvétlete, jak se zjednodusi vypocet pomoci hypergeometrického rozdéleni, pokud n = N nebo
M = N?

(6) Vyhledejte ve svém oblibeném statistickém programu (existuje-li takovy) generdtor posloupnosti
nahodnych ¢isel ziskanych vybérem z hypergeometrického rozdéleni pravdépodobnosti. Jeho opa-
kovanym pouzitim ziskejte vétsi statisticky soubor (vice nez 30 hodnot) a zndzornéte histogram
rozdéleni ¢etnosti vysledki. Porovnejte ziskané relativni ¢etnosti s vlastnim vypoctem ziskanymi
hodnotami pravdépodobnostni funkce. Vysvétlete rozdily.

Zavérem. Z pohledu zkousky se jednd o rozdéleni dilezité (viz barva nadpisu této ¢dsti). Lze rovnéz
ocekdvat zadani zamérené na ndhodny vybér bez vracent jiz pii zkouseni poznatku klasické pravdépodob-
nosti.
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4. Binomické rozdéleni

Znaceni. Skutecnost, ze ndhodna veli¢ina X m4é binomické rozdéleni, zna¢ime X ~ Bi(n,p), kden € N
ap € (0;1) (neuvazujeme triviadlni piipady p € {0;1}).

Pouziti. Pro srovnéni s hypergeometrickym rozdélenim nejprve uvedme, jak se binomické rozdéleni
pouziva k modelovani nezavislych nahodnych pokusu, pii kterych postupné ndhodné vybirame n
jednotek (vyrobku, soucdstek, kulicek, aj.). Zduraznéme, ze vybrané jednotky vracime a mohou
byt znovu vybrany. Velikost souboru, ze kterého vybirame, nemusi byt znama, ale musi byt znamo,
jaky je podil p jednotek s urcitou vlastnosti (zmetky, bilé kulicky, aj.). Ostatni jednotky tuto vlastnost
nemaji a jejich podil je tedy ¢ = 1 —p. Pritom se ptame, jaka je pravdépodobnost, ze mezi n vybranymi je
uré¢ity pocet jednotek (obvykle z, pokud nés zajimé hodnota pravdépodobnostni funkce p(x)) se zminénou
vlastnost{ (zmetku, bilych kulicek, aj.). Ndhodna veli¢ina X pak ozna¢uje ndhodny pocet jednotek
se zminénou vlastnosti mezi vybranymi pri vybéru s vracenim.

Funkéni charakteristiky. Z vySe uvedeného a na zékladé zkuSenosti s vypoctem piikladu na ndhodny
vybér s vracenim v klasické pravdépodobnosti vyplyvaji ndsledujici vztahy (12) a (13) pro pravdépodob-
nostni a distribuéni funkei (Ny znaé{ mnozinu pfirozenych ¢isel véetné nuly).

Pravdépodobnostni funkce:

n xT _ n—x _
(@) = ( )p (1—-p) pro £=0,...,n (12)
0 jinde
Distribuéni funkce:

0 pro = <0

F(z) = > ( 7; )pt(l —p)"~t pro z € (0,n) (13)
t<z,tENg
1 pro = >n

Hodnoty pravdépodobnostni funkce Bi rozdéleni 1ze pocitat piimo podle (12), 1ze je rovnéz najit ve sta-
tistickych tabulkédch a téméf viechny statistické softwary nabizi jejich rychly vypocet. Pro pravdépodob-
nostni funkci (12) uvadime ukdzky jejich grafu (viz obr. 6), kde volime n = 10 a ruzné hodnoty p.
Zduraznéme, ze prerusovand Cara je pouzita pouze pro odliSeni jednotlivych pravdépodobnostnich funkci.
Pro p = 0,5 je rozdéleni symetrické a pro p > 0,5 (p < 0,5) je zadporné (kladné) asymetrické.

03 - o p=05
! B p=07
5
- el -
S &)
02t oy B
& @ N \‘{9
o1+t LS .
’ - % =N } “.D
0 g & : : : e
0 1 3 4 5 6 7 9 10
Obrazek 6: p(x)
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Ciselné charakteristiky.

stfedni hodnota: E(X) np (14)

rozptyl: D(X) = np(l—p)=npq (15)

modus: 2 € (n+1)p—1,(n+1)p) (16)
1-2

koeficient Sikmosti (asymetrie): AX) = . - (17)
np(l —p)

N4ézev rozdéleni. Ndzev rozdéleni pochézi ze skutecnosti, ze pravdépodobnosti p(z) jsou ¢leny bino-
mického rozvoje 1 = 1" = (p+ (1 —p))™ = >_ p(x).

Bernoulliovska posloupnost nezavislych pokusti. Tvar pravdépodobnostni funkce, ktery pro no-
vého ¢tenaie muze vypadat nezvykle, se ¢asto vysvétluje pomoci posloupnosti nezavislych pokusu:

1) Mame n nezdvislych ndhodnych pokust, napt. opakovany ndhodny vybér vyrobku ze skupiny dobrych
vyrobku a zmetka s vracenim vybraného vyrobku.

2) Podil zmetku ve skupiné oznaéime p a je to tedy i pravdépodobnost vytazeni zmetku v jednom tahu.
3) Pravdépodobnost vytazeni nejprve pravé x zmetku, a potom pravé n — x dobrych vyrobku je diky
nezdvislosti pokusu p*(1 — p)"*~*.

4) Jenze vybeér s pravé x zmetky lze ziskat vice zpusoby nez tak, ze nejprve budou vytazeny zmetky.
Presnéji, pocet téchto moznosti je dan poc¢tem rozmisténi x zmetku na n poradi, ve kterych mohou byt

tazeny. Téchto moznosti je

5) Vynéasobenim pravdépodobnost{ jedné moznosti z 3) poctem moznosti v 4) tedy ziskdme pravdépo-
dobnost p(z) z (12).

Reénicka otazka: Jaké z nam zndmych rozdéleni obdrzime, pokud zvolime n = 1 u X ~ Bi(n,p)?
Odpovéd': Ano, plati rovnéz, ze X ~ A(p).

Vlastnosti. Predchézejici zjisténi muzeme vyuzit k pochopeni nésledujicich vlastnosti binomického
rozdéleni:

1) Néhodnd velicina X = X; + ... + X}, kde ndhodné veli¢iny X;, j = 1,...,k, jsou stochasticky
nezévislé (viz ndhodny vektor) a maji binomicka rozdéleni Bi(n;, p) se stejnym parametrem p, ma opét
binomické rozdéleni Bi(n,p), kde n =n; + ...+ ng.

2) Speciélng, souéet n stochasticky nezavislych ndhodnych velicin s alternativnim rozdélenim
A(p) méa binomické rozdéleni Bi(n,p).

Obecnéjsi pouziti. Nyni jiz muzeme shrnout, ze binomické rozdéleni pouzivame v pripadé posloup-
nosti n nezavislych ndhodnych pokusu (viz A(p)), kdy rozliSujeme mezi tispéchem v jednot-
livém pokusu, ktery nastane s pravdépodobnosti p (stejnou pro kazdy jednotlivy pokus) a
nedspéchem, ktery nastane s pravdépodobnosti 1 — p. Ndhodnd velicina X ~ Bi(n, p) pak uréuje pocet
uspéchu v n pokusech. Obecnéji se ¢asto hovori ne o uspéchu, ale o vyskytu urcitého jevu.

Piiklady:

(1) Formulujte a feste pomoci binomického rozdéleni piiklad na ndhodny vybér s vracenim, ktery jste
tesili v kapitole vénované klasické pravdépodobnosti.

(2) Najdéte v literatuie nebo na internetu piimé odvozeni vztahu (14) pro E(X).

(3) Najdéte v literatufe nebo na internetu piimé odvozeni vztahu (15) pro D(X) a smérodatnou odchylku
D(X).

(4) Zamyslete se nad zduvodnénim, které vyplyva z vlastnosti stfedni hodnoty sou¢tu ndhodnych veli¢in
a rozptylu stochasticky nezavislych ndhodnych veli¢in (ndpovéda: viz ndhodny vektor).

RNDr. Pavel Popela, Ph.D. UM FSI v Brne, 5. 11. 2006
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Zajimavosti. Mnoho poutavych informaci najde laicky ¢tenai v dosud ctivosti nepfekonané knize
H. Swobody [10]. Pitkladem autorovy predstavivosti muze byt nalezen{ souvislost{ mezi binomickym
rozdélenim a fimskou fontanou.

Francis Galton (1822-1911) byl anglicky védec a vzdaleny pifbuzny Charlese Darwina. Zabyval se
statistickym vyzkumem v oblasti dédi¢nosti. Z jeho praci pochéazi termin regrese jako procesu navratu
k prameéru. Realizoval rovnéz myslenku ,,Galtonova stroje” (srovnejte s nékterymi hracimi automaty a
jejich napodobeninami pro déti), ktery ilustruje, jak ndhodné odrazy zlutych kulicek v bludisti zelenych
kolicku vedou k jejich rozmisténi ,, pfiblizné” podle obrysu ndsobku pravdépodobnostni funkce Bi(n;0,5).
Vysvétleni ,,pro¢ to funguje” nechame laskavému ¢tenaii k premysleni a diskusi se cvi¢icimi.

------
--------------------

--------------------
aqqa-uuuuuuquwau-ﬂ'uuua

Obrézek 7: Galtonuv stroj

Priiklady:
(5) Vysvétlete, jak se zjednodusi Bi, kdyz n = 1?

(6) Vyhledejte ve svém oblibeném statistickém programu generdtor posloupnosti ndhodnych ¢isel ziska-
nych vybérem z binomického rozdéleni. Jeho opakovanym pouzitim ziskejte vétsi statisticky soubor
(vice nez 30 hodnot) a zndzornéte histogram rozdéleni ¢etnosti vysledku. Porovnejte ziskané relativni
Cetnosti s vlastnim vypoctem ziskanymi hodnotami pravdépodobnostni funkce. Vysvétlete rozdily.

(7) Pokud vite, Ze X ~ Bi(n,p), uvedte funkéni a &selné charakteristiky pro rozdélen{ transformované
nghodné veliciny Y = X/n. Zvolte vhodné p a malé n, vysledky konkretizujte a nacrtnéte grafy

p(z) a F(x).
(8) Muze mit binomické rozdéleni pravé dvé ruzné hodnoty &7

(9) Typické zadani: V doddvece 50 vyrobku je 5 zmetku. Z doddvky jsou ndhodné vybrany 3 vyrobky.
Pocet zmetkl mezi vybranymi vyrobky je nahodna veli¢ina X. Urcete typ jejiho rozdéleni pravdépo-
dobnosti, jeji pravdépodobnostni funkei p(z), stfedni hodnotu E(X), rozptyl D(X), smérodatnou
odchylku v/ D(X), koeficient sikmosti A(X), medidn z¢ 5, modus & a P(1 < X < 3). Predpokladejte,
ze kazdy vybrany vyrobek se vrati nazpét do dodavky, takze jde o nahodny vybér s vracenim.

(10) Tti rovnocenni hréci A, B, C hraji spole¢enskou hru. Ktery z ptipadi, ze hra¢ A vyhraje 3 ze 4 partii
anebo 5 z 8 partii, je pravdépodobnéjsi? Zkuste nejprve uhdadnout s pomoci ,,zdravého rozumu”, a
potom ovérte svoji ivahu vypoctem.

(11) Rozhodujici test u pfijimacich zkousek na VS obsahuje pravé 20 otdzek. Na kazdou z nich jsou
mozné 4 odpovédi, z nichz jedna je spravna. Student odpovida ndhodné. Jakd je pravdépodobnost,
ze student bude prtijat, kdyz je pozadovano 13 spravnych odpoveédi?

(12) Promyslete, zda u testu v piikladé (11) je vyhodnéjsi strategii v piipadé neznalosti mléet nebo
odpovidat ndhodné.

(13) Domnivate se, Ze u testu v prikladé (11) v pfipadé neznalosti maji ndhodné odpovidajici student a
student, ktery neodpovida vubec, rovné podminky? Navrhnéte feseni! Napovéda: zvazte penalizaci
Spatnych odpovédi.

Zavérem. Z pohledu zkousky se jedna o rozdéleni pravdépodobnosti, které je ale opravdu velmi dualezité.

RNDr. Pavel Popela, Ph.D. UM FSI v Brne, 5. 11. 2006
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5. Poissonovo rozdéleni

Znaceni. Skutecnost, ze ndhodnd velicina X mé Poissonovo rozdéleni, zna¢ime X ~ Po(\), kde A > 0.

Pouziti. Poissonovo rozdéleni se obvykle uziva pro vyjadieni pravdépodobnosti poctu nastoupeni
sledovaného jevu v urcitém casovém intervalu (pocet poruch, nehod, katastrof, zmetku, apod.)
s malou pravdépodobnosti vyskytu.

Rada. Prfi feSeni uloh na typickd rozdéleni je pro mnohé studenty problémem spravné zvolit typ
rozdéleni. Jestlize pfi volbé H nebo Bi byva obvykle rozhodujici, zda jde o vybér bez vraceni nebo
s vracenim, u Poissonova rozdéleni mnozi studenti tdpou. Ve snaze pomoci jim nabizime nasledujici
zapamatovatelnou pomucku.

Vsimnéme si typického zadani piikladu na Po rozdéleni: , Urcita radioaktivni latka vyzafuje pramérné
30 c¢éstic a za minutu. Vypocitejte pravdépodobnost, ze v pribéhu jedné sekundy vyzaii latka pravé 2
castice.”

A srovnejme nyni se zaddanim na Bi rozdéleni: ,Nahodné vybirdme 10 vyrobku z krabice, ve které je
100p% zmetkt, vybrané vyrobky vracime, vypocitejte pravdépodobnost jevu, Ze mezi vybranymi budou
pravé 2 zmetky.”

Pomocna otazka: U Bi rozdéleni zni smysluplné otazka: , Jestlize 2 zmetky byly vybrany, kolik jich
nebylo vybrano?”

U Po rozdéleni naproti tomu otazka: ,,Jestlize priletély 2 castice, kolik jich nepriletélo?”
zaujme svoji nesmyslnosti, a to nas upozornuje, abychom pouzili Poissonovo rozdéleni, u kterého se
uspéch vztahuje k zanedbatelnému ¢asovému okamziku uvniti ¢asového intervalu, zatimco u Bi rozdéleni
uspéch se vztahuje k jednomu z kone¢né mnoha pokustu.

Funkéni charakteristiky. Nez uvedeme p(z) pro Po()), zdiraznéme, ze Poissonovo rozdélen{ je prvnf
nami uvedené diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti s nekoneénym nosi¢em, tj. mnozina z, pro ktera
p(x) > 0 je nekoneénd, presnéji spocetnd, zapisujeme [{x | p(z) > 0} = No.

Pravdépodobnostni funkce:

—A A

_ e "oy pro z=0,1,...
p(‘”)_{ 0 jinde (18)

Hodnoty pravdépodobnostni funkce Po rozdéleni lze pocitat piimo podle (18) a statistické softwary
vétsinou nabizi jejich rychly vypocet. Hodnoty distribuéni funkce byvaji tabelovdny. Pro p(z) (18)
uvadime ukdzky jejich grafu (viz obr. 8), kde volime rizné hodnoty parametru rozdéleni A. Zduraznéme,
Ze prerusovand ¢ara je pouzita pouze pro odliseni jednotlivych pravdépodobnostnich funkci.

Pi) Po()
05
04
)
031
B
024+ & e
RS =~ N =
- e B
01 4 i e
7 L ReN =N
L g =
0o : : — g = 3 x
o 1 2 3 4 6 7 8 9 10
Obrazek 8: p(z) Siméon-Denis Poisson
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Ciselné charakteristiky.

stfedni hodnota: EX) = X (19)
rozptyl: D(X) = A (20)
modus: z e (A=1,A) (21)
koeficient sikmosti: AX) = VA (22)

Priiklady:

(1) Oveétte, ze funkce (18) je pravdépodobnostni funkei. Nédpovéda: Vyuzijte svych znalosti nekoneénych
fad z pfedmétu Matematika 3 a ukazte, ze ) p p(z) = 1.

(2) Odvodte vztah (19) pro E(X).

(3) Odvod'te vztah (20) pro D(X) a smérodatnou odchylku /D (X).

(4) Rozliste pifpady, kdy A je a nenf pifirozené ¢islo. Ndpovéda: Vimnéte si po¢tu modu &.
(5)

5) Urcete modus Z pro A < 1.

Vlastnosti. Nahodna velicina X = X; + ... 4+ X,k > 2, kde ndhodné veliciny X;, j = 1,...,k, jsou
stochasticky nezdvislé (viz ndhodny vektor) a maji Poissonovo rozdéleni Po(};), ma opét Poissonovo
rozdéleni Po(\), kde A = A; +... + Ag.

Zajimavosti. Zajimavy ptiklad aplikace Poissonova rozdéleni najde ¢tendf v jiz zminované knize H.
Swobody [10]. Autor uvadi, ze Poissonovo rozdéleni mél pocet imrti na zdkladé kopnuti koném v pruské
armadé v 19.stoleti.

Rozdéleni bylo zavedeno Siméonem-Denisem Poissonem (1781-1840) a publikovdno spoleéné s jeho
dalsimi vysledky v teorii pravdépodobnosti v roce 1838 v jeho praci s poutavym nazvem ,,Recherches sur
la probabilité des jugements en matieres criminelles et matiere civile” nebo anglicky , Research on the
Probability of Judgments in Criminal and Civil Matters” (pfeklad alespoii ndzvu ponechdvame laskavému
Ctendii).

Priiklady:

(6) Vyhledejte ve svém oblibeném statistickém programu generator posloupnosti ndhodnych ¢isel ziska-
nych vybérem z Poissonova rozdéleni. Jeho opakovanym pouzitim ziskejte vétsi statisticky soubor
(vice nez 30 hodnot) a zndzornéte histogram rozdéleni éetnost{ vysledki. Porovnejte ziskané relativni
Cetnosti s vlastnim vypoctem ziskanymi hodnotami pravdépodobnostni funkce. Vysvétlete rozdily.

(7) Zvolte vhodné X a nacrtnéte grafy p(x) a F(x).
(8) Uved'te vztah urcujici distribuéni funkei F'(z) pro Po rozdéleni.

(9) Typické zadani: Statistickym pruzkumem bylo zjisténo, Zze béhem jedné minuty navstivi prodejnu
prumérné 3 zdkaznici. Najdéte vhodny typ rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliciny X vy-
jadfujici pocet zdkazniku, ktefi navstivi prodejnu béhem jedné minuty. Urcete jeji pravdépodobnostni]
funkci p(z), stFedni pocet zdkazniku E(X), rozptyl D(X) a smérodatnou odchylku /D (X) poctu
zékazniku, koeficient sikmosti A(X) a nejpravdépodobnéjsi pocet zdkazniki za jednu minutu. Urcete
déle pravdépodobnost, ze béhem jedné minuty ptijde a) pravé 1 zdkaznik, b) alespon 1 zdkaznik,
c¢) median x5 poctu zakazniki.

Zavérem. Poissonovo rozdéleni patii z pohledu zkousky mezi zakladni rozdéleni.

RNDr. Pavel Popela, Ph.D. UM FSI v Brne, 5. 11. 2006
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6. Geometrické rozdéleni a dalsi

Znaceni. Skutecnost, ze ndhodnd veli¢ina X m4 geometrické rozdéleni, znac¢ime X ~ Ge(p), kde para-
metr p € (0;1).

Pouziti. Piikladem nahodné veliciny s geometrickym rozdélenim je pocet nedspésnych nezavislych na-
hodnych pokusu (s pravdépodobnosti tispéchu p), které predchézeji prvnimu uspéchu.

Rada. Pomickou pro rozeznani aplikovatelnosti Ge rozdéleni je dostatecné drasticka formulace zadani
pomocného piikladu: ,, Predstavme si naptiklad testovani nového typu paddku opakovanymi nezavislymi
seskoky. Zajima nds pocet ispéchu (opak formulace vyse), zde s pravdépodobnosti 1 — p, které predchazi
prvni netspéch.”

Funkéni charakteristiky. Uvedeme p(z) a upozoriiujeme, Ze geometrické rozdéleni je dalsi diskrétni
rozdéleni pravdépodobnosti s nosi¢em spliujicim |{z | p(z) > 0} = No.

Pravdépodobnostni funkce:

1—-p)* pro z=0,1,...
sy = { PP e 29

Vidime, Ze rozdéleni se nazyvd prdvem geometrické, protoze pravdépodobnosti p(x) tvoii geomet-
rickou posloupnost s kvocientem ¢ = 1 — p a prvnim ¢lenem p. Pravdépodobnostni funkce tedy urcuje
pravdépodobnost toho, ze prvni dspéch v sérii nezavislych pokusu nastane pravé po x neuspésich.

Ciselné charakteristiky.

stfedni hodnota: EX) = > (24)
1—

rozptyl: D(X) = pr (25)

modus: z € 0 (26)

Priklady:

(1) Oveite, ze funkce (23) je pravdépodobnostni funkci. Ndpovéda: Vyuzijte svych znalosti nekoneénych
fad z pfedmétu Matematika 3 a ukazte, ze ) p(x) = 1.

(2) Odvodte vztah (24) pro E(X).
(3) Odvod'te vztah (25) pro D(X) a smérodatnou odchylku /D(X).

(4) Vysvétlete, proc¢ je v (26) vzdy & = 0.

Zavérem. Geometrické rozdéleni poutd pozornost zkousejiciho proto, ze fada vypocétu je zaloZena na
vyuzivéni studentovy znalosti (neznalosti) geometrické posloupnosti a rady.

Poznamka. Dosud uvedeny prehled diskrétnich rozdéleni pravdépodobnosti je zna¢né netuplny, ale dle
naseho nazoru dava studentovi dostateéné zaklady, aby se rychle dokazal seznamit s dal$imi rozdélenimi
a jejich aplikacemi. Proto na zaveér této ¢asti uvedme jen nékolik ndzvi dalsich rozdéleni s kratkymi
komentaii: Negativné binomické rozdéleni jednak zahrnuje jako specidlni pripady dalsi rozdéleni
(Pascalovo, Pélyovo - modelovani ndhodnych katastrof v klimatologii). Déle je 1ze pouzit jako robustni al-
ternativu k Poissonovou, protoze 1ze prostfednictvim jeho parametru kontrolovat jejich odchylku. Rovnéz
zobecniuje Ge rozdéleni, protoze je rozdélenim poétu nedspéchu predchdzejicich rty ispéch (u Ge r = 1)
v Bernoulliovské posloupnosti nezavislych pokusu s pravdépodobnosti tispéch v jednotlivém pokusu rov-
nou p. Zipfovo-Mandelbrotovo rozdéleni patii mezi diskutabilni empirickd rozdéleni. Pouziva se v
jazykovédé a fanousky fraktalu by mohl jméno v nazvu vést k hlubsimu samostudiu. Naopak seri6zné na
Maxwellovo-Boltzmannovo, Boseho-Einsteinovo a Fermiho-Diracovo. Pro sportovni fanousky a specialisty
na rozpoznavani obrazu je pripraveno Skellamovo rozdéleni.

RNDr. Pavel Popela, Ph.D. UM FSI v Brne, 5. 11. 2006
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B. Typicka spojita rozdéleni pravdépodobnosti

1. Rovnomérné rozdéleni

Znaceni. Skutecnost, ze ndhodnd velicina X ma rovnomérné rozdéleni, znacime X ~ R(a,b), kde
a,b € R aa < b. V zahranicni literatufe najdeme znaceni X ~ U(a,b), pismeno U je pouzito jako zkratka
slova z anglického nazvu rozdéleni ,,uniform distribution”.

Pouziti. Rovnomeérné rozdéleni je vhodnym modelem pro ty tulohy klasické pravdépodobnosti, kde jsme
pouzili vypocet pomoci geometrické pravdépodobnosti (nezaménit s geometrickym rozdélenim!). Tj.
pouzili jsme vzorec:
A
p(4) = H2)

n(€)
kde p(-) uréuje délkovou, obsahovou nebo objemovou miru velikosti mnoziny (hlubsi teoretické tivahy
vynechdvdme a odkazujeme na [5]).

Funkéni charakteristiky. 7 vyse uvedeného vyplyvaji nasledujici vztahy (42) a (28) pro hustotu
rozdélen{ pravdépodobnosti (ddle zkracujeme na ,hustotu”) a distribuéni funkei.

Hustota:
1
_ 57— Dpro z € (a,b)
fl@) = { 0 jinde (27)
Distribuéni funkce:
0 pro z<a
F(z) = =2 pro x € (a,b) (28)

pro z >b

Vyhodou je, ze hodnoty funkei p(z) a F(x) pro R rozdéleni lze pocitat pfimo podle (42) a (28). Pro
hustotu a distribuén{ funkei uvddime vzdy ukézky dvou jejich grafu (viz obr. 9 a 10) a volime ruzné meze

(a, b).

’I p
— a=0,b=1
— a=-2,b=2
05+ -
-3 -2 -1 0 1 2 3
Obrézek 9: p(x)
—a=0, b=1
—a=-2b=2
3 -2 -1 0 1 2 3

Obrazek 10: F(x)

RNDr. Pavel Popela, Ph.D. UM FSI v Brne, 5. 11. 2006
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Ciselné charakteristiky.

stfedni hodnota: EX) = 5 (29)
b— 2

rozptyl: D(X) = % (30)

modus: z € (a,b) (31)

koeficient sikmosti: AX) = 0 (32)

Nazev rozdéleni. Nézev rovnomeérné rozdéleni se uziva proto, ze pravdépodobnost toho, ze ndhodné
velicina X, kterd mé R(a,b) rozdéleni, nabude hodnoty z intervalu urcité délky (napf. d), je imérna
pouze délce tohoto intervalu a nezavisi na jeho umistén{ uvnitt intervalu (a,b). Pojem rovnomérné
rozdéleni se obvykle zobecnuje i pro ndhodny vektor, viz napt. [1].

Priklady:

(1) K preruseni optického kabelu o délce 500 m muze dojit v libovolné vzdalenosti od jeho pocédtku,
pricemz pravdépodobnost ndhodného jevu, Zze dojde k preruseni v néjakém useku je pfimo imérnd
délce tseku a nezavisi na jeho poloze. Urcete rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X vy-
jadfujici vzdalenost mista preruseni od pocatku, jeji hustotu pravdépodobnosti a zdkladni ¢iselné
charakteristiky a pravdépodobnost, ze k preruseni kabelu dojde v iseku od 300 m do 400 m.

(2) V roviné jsou narysovany rovnobézky vzddlené od sebe stiidavé 1,5 a 8 cm. Na rovinu je ndhodné
vrzen kruh o poloméru 2,5 cm. Uréete pravdépodobnost toho, Ze nebude protat Zadnou rov-
nobézkou.

(3) Neékteré slovni tlohy, podle toho jak ¢tendf chépe slovo ,ndhodné”, mohou vést k riznym vysledkum
i paradoxum. V piipadé zdjmu doporuc¢ujeme sezndmit se s diskusi v [5].

(4) Buffonova tloha o jehle (18.stoleti) viz obr. 11: Na rovinu rozdélenou na pésy soustavou
rovnobéznych piimek o vzdélenosti 2a se hdzi ndhodnym zpusobem jehla délky 2b < 2a. Urcete
pravdépodobnost, ze jehla protne nékterou piimku soustavy, nepredpokladame, ze se jehla zapichne.

Reseni: Poloha jehly je popséna pomoci tthlu, ktery jehla svird s pifmkou (ndhodna veli¢ina X), a
vzdalenosti stfedu jehly od nejblizsi rovnobézky (ndhodnd velicina Y'). Tyto veli¢iny lze povazovat
za stochasticky nezdvislé a nabyvaji s pravdépodobnost{ 1 svych hodnot z mnoziny Q = (0, ) x
(0, a). Hazime-li jehlu ndhodné, znamen4 to, ze ji hazime tak, ze véechny dvojice vysledkt muzeme
povazovat za stejné mozné, a tedy ndhodny vektor (X,Y)T md dvojrozmérné rovnomérné
rozdéleni na obdélniku Q. Protoze jeho obsah je roven ar, je hustota vektoru f(z,y) = = na

aT
obdélniku a nulova jinde.

Nyni nés zajimé, kdy nastane jev A, kdy jehla protne pfimku. S pomoci obrazku 11 vidime, Ze to je
tehdy, kdyz je splnéna podminka Y < bsin X. Muzeme tedy urcit, ze A = {(z,y) € Q | y < bsinz}.
Nyni jiz zbyva jen dosadit do vztaht a vypocitat pravdépodobnost:

™ bsin x 1 1 T 2%
P((X,Y)EA)z/f(a:,y)dxdy:/ / — dx:—/ bsinz = —.
0 0 am ar Jo am

A

Zajimavosti - metody Monte Carlo. Predesly pifklad (Buffonova jehla) a jeho vysledek vypadaji
ponékud vyumeélkované a nepouzitelné. Zdani ovSem klame, protoze historicky stoji u zakladu dulezité
skupiny vypocetnich metod nazvanych ,Monte Carlo”, protoze jsou zaloZzeny na generovani posloupnosti
nadhodnych ¢isel. Muzeme uvazit, ze vypoctend pravdépodobnost

2b 2b
P((X,Y)e A) = —. Logicky lze psdt m= —————.
(X.Y)eA) =7 Logicky lze psit m = sy
A nyni prichézi pointa. V klasické pravdépodobnosti se hovoii o tom, ze pravdépodobnost P ¢asto odha-
dujeme statistickym experimentem (napi. odhad pravdépodobnosti padu rubu pfi hdzeni minci{ pomoct

RNDr. Pavel Popela, Ph.D. UM FSI v Brne, 5. 11. 2006




Rozdéleni pravdépodobnosti pro aplikace 15

Start | Slower | Faster| Daone | Number oftries: 758 Current estimate of pi: 3.1517671517671517
n N

\ 324- 40
314 [Tl X
/ /
F/
3.04- i}
l-as] 95% Conf interval  Estimate vs. log{number of tries)
Obrazek 11: hody jehly, pocitacova simulace, Buffon na znamce

relativni ¢etnosti). Podobny experiment muze nyni vést k pokusu o experimentalni odhad cisla .
Oznac¢ime-li si n pocet viech hodi jehly a m kolikrat profala piimku (nastal jev A), potom po dosazeni

ot za P dostavdme:

e , 2bn
m ,je ptriblizné rovno” —.
am

Poznamenejme, ze v kapitolach vénovanych matematické statistice se ¢tenar dozvi, v jakém smyslu je
zde minéno ,,je priblizné rovno” a co je to ,statisticky odhad”. Jiz nyni poznamenejme, ze tento odhad
je tim presnéjsi, ¢cim je n vétsi a pro n — oo tento ,odhad konverguje k m s pravdépodobnosti
1”7 (Z&jemce, touzici po hlubsim pochopeni odlisnost{ v chdpani jemu zndmych numerickych chyb a nové
zminénych statistickych chyb, se bude muset zacist do podstatné ndroénéjstho textu [8], orientaéni pohled
nabizi grafické zndzornén{ pocitacové simulace, viz obr.11).

Uvedend tuloha je jednou z prvnich tloh, které slouzily jako zdklad pro rozvoj vypocetnich metod
Monte Carlo. Principem téchto metod je, ze feSeny problém neni aproximovan numericky, ale je nahrazen
ekvivalentnim” problémem stochastickym, a tedy lze hovofit i o tom, ze Cdst vypoctu je nahrazena
ndhodnymi pokusy. Vyznam téchto metod byl docenén teprve se zavedenim pocitaca, jisté
unavné ndhodné experimenty byly kondny i pfedtim (nejen hazardni hraci ruznych stfedovékych her, ale
napf. je citovdno opakované hézeni minci provddéné Pearsonem).

U zrodu myslenky vyuzit{ vypocetni techniky pro ndhodné generovani (misto napft. lidské ruky) stéli
matematici Ulam a von Neumann (viz www zdroje). Zdkladni otdzka, kterd se od té doby fesi je, jak
ziskat dostatecné dlouhou a reprezentativni posloupnost realizaci z daného rozdéleni.

Pfipomerime, Ze zminéné algebraické kongruenéni generatory generuji vybér z C(n). Pokud ovsem
zvolime n velké a délime ziskané hodnoty n, ziskdéme rozumny vybeér z R(0;1).

Pro fadu dalsich rozdéleni se pak pouziva obrat, ktery vyuziva distribu¢ni funkce rovnomeérného
rozdéleni a vlastnosti transformaci ndhodnych veli¢in. Umoznuje ndm pak pomoci tzv. kvantilové
funkce (ziskané z inverzni relace k distribuéni funkci) transformovat rovnomeérné generované hodnoty
na hodnoty reprezentujici jiné rozdélen{ (viz napi. odvozen{ v [1], str. 95).

Zduraznéme, ze metody Monte Carlo se pouzivaji v pripadech, kdy z duvodu slozitosti nebo
velké dimenze feSenych tdloh nelze pouzit klasické analytické nebo numerické postupy (napf.
vypocet 10 rozmérného integrélu - viz aplikace ve spolehlivosti). Nelze oviem ocekédvat, ze poskytnou
stejnou nebo dokonce lepsi kvalitu tam, kde pfesnéjsi postupy selhaly. Proto je také nevhodné Monte
Carlo metody pouzivat tam, kde se osvédéily klasické postupy. Mezi typické oblasti jejich aplikaci patii
vypoCty integralu a hledani extrému.

Priklady:
(5) Navrhnéte postup vypocétu dvojného integrdlu (napi. obsah kruhu) pomoci metody Monte Carlo.
(6) Seznamte se s problematikou transformace nahodnych veli¢in a kvantilovych funkci (znaéime F~1,
protoze pro rostouci F(x) je funkei inverzni) a ukazte, ze X ~ R(0,1) a pro rostouci distribuéni
funkci F' ndhodné veli¢iny Y plati, ze transformaci ¥ = F~!(X) hodnot generovanych z rov-
nomérného rozdélen{ ziskdme rozdéleni s distribuéni funkef F'(x).

Zavérem. Z pohledu zkousky se jedna o rozdéleni pravdépodobnosti, které umozinuje vyzkouset principy
s pomoci jednoduchych vypocétu. Proto je velmi dilezité. Lze jen doporucit provést vypocty i pro
po &astech rovnomérné rozdéleni (jeho hustota je po ¢dstech konstantn{ - graf pfipoming histogram),
které zde zamérné nebylo zminéno.
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2. Normalni rozdéleni

Znaéeni. Skutecnost, Ze ndhodnd veli¢ina X ma normdln{ rozdéleni, znac¢ime X ~ N (u,0?), kde p, 02 €
R a 02 > 0. V zahranién{ literatuie najdeme nazvy rozdélenf: Gaussovo (Némecko), Laplaceovo (Francie -
to ovSem spravné vyhrazujeme pro dvojité exponencidlni rozdélenf). My se pfidrzime ,,¢esko-anglického”
nazvu. Zavérem poznamenejme, ze pro ndhodny vektor se zavadi vicerozmérné normélni rozdéleni.

Pouziti. Normalni rozdéleni je pouzivanym modelem v aplikacich, které interpretuji nahodné vysledky
jako aditivni vysledek mnoha nezavislych vliva (napf. chyba méfeni, odchylka rozméru vyrobku
od pozadované hodnoty, apod.).

Funkéni charakteristiky. Jestlize jsme se dosud odkazovali na predchozi znalosti, piipadné ,zdravy
rozum” &tendfe, ted pouze konstatujeme, Ze hustota normalniho rozdéleni pravdépodobnosti je definovana
nize. Pokud na laskavého a neinformovaného ¢tendie pusobi vzorec jako blesk z ¢istého nebe a vede k
reakci ,,Kde se to vzalo?”, je to reakce spravna a odpovidad popularité a jisté tajemnosti obklopujici N
rozdéleni. My vSak budeme pomeérné necitelni a ¢ast tajemstvi kolem tohoto rozdéleni ¢tenaium odhalime.

Hustota:

: (= p)?
202
= R
f(z) py e , T € (33)
Distribuéni funkce:
T 1 _ (t — /“)2
52
Flz) — / e 27 4  azeR (34)
oV 2T

— 00

Na obr. 12 jsou grafy hustot pravdépodobnosti a na obr. 13 grafy odpovidajicich distribu¢nich funkeci

norméalniho rozdéleni pro riizné hodnoty parametri i a 2.

08 =0,0=05
. " —pu=0,0=1

1
T

Obrazek 13: F(x)
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Ciselné charakteristiky.

stfedni hodnota: EX) = u (35)
rozptyl: D(X) = o° (36)
modus: & = m (37)
median: Tos = M (38)
koeficient sikmosti: AX) = 0 (39)

Vlastnosti i priklady. Vlastnosti hustoty normélniho rozdéleni 1ze zkoumat i z pohledu matematické
analyzy (viz Matematika I — prubéh funkce). Doporuc¢ujeme ¢tendii ovérit vie vliastnim vypoétem:

1) f(z) je spojita funkce nabyvajici vesmés kladnych hodnot (kdo chce hlubsi rozbor a komplikace,
necht ,,do toho §ldpne” a otevie napi. [7]).

2) f(z) je symetrickd podle osy = = u (viz zg5).

3) f(z) je diferencovatelnd na R (mé navic derivace vSech fadu), rostouci pro x < u, klesajici pro = > p.
V bodé 2 = p nabyvé svého lokdlniho maxima, které je zdroven globalnim (viz z).

4) Asymptotické chovani f(x) je popsdno vztahy lim fl@)=0a lim f(x)=0.

5) f(x) mé inflexn{ body p — o a p + 0. Je konkdvni na intervalu (@ — o, 4 + o) a konvexni vné tohoto
intervalu. Pfipomindme samozfejmost, ze 0 = Vo2, kterd pozdgji u jinych feckych pismen a jinych
rozdéleni nemusi byt tak ziejma.

6) Jednou z poslednich otdzek, nikoliv v8ak vyznamem, je: ,pro¢ v zdpise F'(x) vystupuje integral? Proc
neni vypoéitany?” Odpovéd je prostd: K integralu, kterym je dana distribuéni funkce F(z),
neexistuje primitivni funkce v koneéném tvaru. K vypoctu hodnoty F(x) lze ale pouzit napf.
nekonecné rady.

7) V aplikacich (pfi fizeni jakosti vyroby, apod.) se ¢asto uzivé tzv. pravidlo t¥i sigma (plus/minus
30), zalozené na tom, Ze:

pu+3o (z — N)Q

P(XG</~L—3U,/L+3a>):F(u+3g)_F(M_3J):/ 1~ g7

e
oV 2w
pn—30

dz = 0,997

Toto pravidlo znamend, ze pii velkém pocCtu pozorovani ndhodné veli¢iny X s normalnim rozdélenim
N(u,0?) mizeme ocekdvat, ze cca 99, 7% pozorovanych hodnot x bude lezet v intervalu (u — 30, 1+ 30).

Normované (zdkladni, standardni) normalni rozdéleni. Velmi dulezitym piipadem je situace,
kdy p =0 a 02 = 1, tedy U ~ N(0;1). Rikdme, 7e ndhodna veli¢ina U m4 normované normaln{
rozdéleni. Znaceni odlisujici obecné a normované rozdéleni je vhodné pii uvadéni dalsich poznatki.

Funkéni charakteristiky. Hustotu ¢(u) (40) i distribuéni funkei ®(u) (41) normovaného normdlniho
rozdéleni N(0;1) ziskdme dosazenim p =0 a 02 =1 do (33) a (34):

Hustota:
u?
L =2
o(u) = Jn e , uweR (40)
Distribuéni funkce:
o t?
1 =9
O(u) = / T e dt, welR (41)
T
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Obrazek 14: software Statistica: U ~ N(0;1), ¢(u), ®(u), up.

Vlastnosti. Vlastnosti hustoty norméalntho rozdéleni N (u,s?) uvedené vyse lze pifmo aplikovat na nor-
mované norméln{ rozdéleni N (0;1): E(X) =% =205 =0,D(X) = /D(X) =1, A(X) =0.

1) Zakladn{ otdzkou je, zda pro vypocty ®(u) a up potfebujeme pocitat vyse uvedené integraly.
Piekvapivd odpovéd zni, Ze nikoliv. K vypoétu hodnot ®(u) a kvantili up lze pouzit statistické
tabulky (viz www.mat.fme.vutbr.cz, kde hodnoty distribuéni funkce ®(u) normované ndhodné veli¢iny
U jsou tabelovany v tabulce T1; dalsf zdroje jsou [2], [14], [13]). Je mozné rovnéz pouzit vhodny software
(napf. Statistica, Statgraphics, Minitab, Excel aj.). Obvykle 1ze s vyhodou redukovat rozsah tabulek a
vyuzit symetrie zminéné diive, diky které plati ®(—u) = 1—®(u) a pro kvantily U plati u1_p = —up, 0 <
P < 1. Otdzkou tedy je, jak urcit obecné hodnoty F(z) a xp. Vsimnéme si dalsich poznatku:

2) Jestlize ndhodna veli¢ina X m4 normaln{ rozdéleni N(u,o?), pak ndhodn4 velicina Y = aX + b, kde
a,b € R, a # 0, ma normalni rozdéleni N (ap + b, a%0?).

3) Aplikaci 2) zjistime, Ze transformac{ ndhodné veli¢iny X s normédlnim rozdélenfm N (p, 02) na ndhodnou
velicinu U = % dostaneme normované normalni rozdéleni N(0;1) s distribuéni funkei ®(u).

4) Pro vypocty je diilezité, ze jestlize nahodnd veli¢ina X m4 normdln{ rozdéleni N (i, %), potom jejf
distribuéni funkce F'(z) = ®(*>F) a jeji kvantily jsou 2p = p+ oup,0 < P < 1.

5) Staéi tedy pFevést problém vypoétu pravdépodobnosti P(X € B) pro X ~ N(u,0?) na
hledéni hodnot distribuéni funkce F(z), po transformaci ®(u) a nakonec hledat v tabulkach.

Priiklady:

(1) Pro ndhodnou veli¢inu X s rozdélenim N (0; 1), urcete pravdépodobnost, ze nabude hodnoty: a) véts
nez 2,68 , b) mensi nebo rovné 1,73, ¢) vétsi nebo rovné —0, 66, d) mensi nez —1, 88, e) v mezich
od 1,05 do 1,65, f) v mezich od —0,05 do 1,05. Reste pomoci hledéni ve statistickych tabulkdch
(viz T1).

(2) Zivotnost baterie je ndhodnou veli¢inou s normélnim rozdélenfm s parametry p = 300 hod. a o = 35
hod. Urcete a) pravdépodobnost, Ze baterie bude mit zivotnost vétsi nez 320 hodin, b) jakou hodnotu
prekroci zivotnost baterie s pravdépodobnosti vétsi nez 0, 75.

Zajimavosti. Vratme se nyni k diskusi o ndzvu rozdéleni. Nejprve pfipomeiime nékteré poutavé nazvy:
Neutralni nazev graf hustoty normdlniho rozdéleni byva v souvislosti s 1Q testy anglicky piSicimi autory
nahrazovan ndzvem ,the bell curve” (zvonovita kiivka), viz obr. 15. Francouzi pouzivaji ndzev k¥ivka
policejniho (Napoleonského) klobouku viz obr. 15. Vynechejme déle neortodoxni nazvy a spiSe se
zeptejme na to, ktery nazev byl pouzit jako prvni, zda normalni nebo Gaussovo rozdéleni. Jestlize ¢ekame,
Ze ruzné nazvy prosazovaly ruzné skupiny jejich pfizniveu, nebo dokonce Gauss sam, hluboce se mylime.
Zpusobil to jeden ¢lovek, byt statisticky velikdn — Karl Pearson, ve svych pracich z obdobi 1893-97 dospél
od pojmenovani normalni kiivky k normalnimu rozdéleni, aby v roce 1905 uvedl pojem Gaussova kiivka.
A dvojznaénost byla na svété. Navic jesté neddvno byla podlozena ,tvrdou ménou”. (Poznamenejme, ze
pretisk sice bankovku hyzdi, ale dovoluje zvefejnéni obrazku 15. Véiim, ze zajimajici se ¢tenai najde na
internetu i puvodni vyobrazeni.) Dals{ logickou otdzkou muze byt, kdo si v§iml normélniho rozdélent,
byt tehdy bez ndzvu, jako prvni. Pierre-Simon Laplace (1749-1827) francouzsky matematik zabyvajici se
teorii pravdépodobnosti vice nez 50 let je zminil v ,, Théorie Analytique des Probabilités” v roce 1812.
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Obrazek 15: zvonova kiivka, dvakrat napoleonsky klobouk, ,, Gaussova” bankovka

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) jeden z nejvétsich matematiku vsech dob sice zvefejnil své poznatky
pozdéji, ale dolozitelné se rozdélenim zabyval kolem roku 1809, kdy postavil puvodné Legendreovu me-
todu nejmensich ¢tvercua na pevné ziklady analyzy normélniho rozdéleni chyb. Protoze své vysledky
ale poskytl ve zna¢né mlhavé podobé, Legendre jej obvinil z plagiatorstvi. Proto se Laplace v pracich
obdobi 1810-1812 snazil Gaussovy postupy upfesnil. Nicméné pro Gausse v dnesni dobé plné potieby
ohlasu v médiich hovoii fenomendlni tuspéch pii predpovédi, kdy na zdkladé mala historickych dat a
svych znalosti nebeské mechaniky urcil kde ocekavat tehdy objevenou planetku Ceres. Drama-
ticky pfibéh zacind 1.1. 1801, kdy italsky astronom Piazzi spatfil novy svétly bod. Probéhla pozorovani,
formulace predpovédi kde bude ke spatfeni pristé, ale v 1été 1801 nikdo nic nenaSel. Az v prosinci se
objevil text mladého Gausse, kterym predcil dalsi velkd jména (Eulera, Laplace, Lagrange, atd.) a navrhl
hledat planetku dplné jinde (6 dhlovych stupnu se tak jevi v astronomii). 24lety mladik uspél a ,trefil
se”. Podle vlastniho sdéleni pouzil pfi vypoc¢tu i metodu nejmensich ¢tverci, kterou objevil jiz v 18ti
letech. Slava byla zarucena a dozivotni pozice profesora na université v Gottingenu také. Takze jak dale?
Budeme se konzervativné drzet neutralniho ndzvu normalni, protoze po Gaussovi je pojmenovana rada
dalsich pojmu.

Obrazek 16: Ruzné staii Gaussové a hustota normélniho rozdéleni pro (X,Y).
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Zaveérem. Asi se shodneme se Ctendfem, ze muzeme shrnout, ze normalni rozdéleni je velmi dalezité,
ale jeho pouzivani je vlastné docela snadné (potfebujete statistické tabulky a pocitat linedrn{
transformace). N rozdélen{ predevsim predstavuje piiprava na matematickou statistiku. Samoziejmé v
pripadé snahy pochopit vSechny hluboké souvislosti je nutné kvalitni matematické zézemi.

3. Exponencialni rozdéleni

Znaceni. Skutecnost, ze ndhodnd velicina X mé exponencidln{ rozdéleni, znacime X ~ Exp(A,J), kde
AeRad > 0.V literatufe a programech se vyskytuje i jednoparametricka varianta rozdéleni, kdy A = 0.

Pouziti. Exp rozdéleni je vhodnym modelem, kdy nas zajimé rozdéleni doby X do poruchy néjakého
zafizeni, a pritom pravdépodobnost poruchy v nésledujicich x hodindch neni ovlivnéna piedchazejici
historii zafizeni. Rozdéleni se také nazyva rozdélenim ,,bez paméti”. Exponencialni rozdéleni popisuje
dobfte rozdéleni zivota zatizeni, u nichz dochézi k poruse z ndhodnych p#i¢in, nikoliv v dusledku
opotiebeni nebo tnavy materidlu.

Funkéni charakteristiky. Uvddime pouze hustotu f(z), distribu¢ni funkci F'(x) doporuc¢ujeme ¢tendii
spocitat samostatné. Rovnéz doporuc¢ujeme, aby si ¢tendr sdm nacrtl grafy f(z) a F(z) pro vhodnou volbu
parametru rozdeéleni.

Hustota:
1 — an= /A

_ 563 pro z>A 42
f@) { 0  jinde (42)

Ciselné charakteristiky.
stfedni hodnota: EX) = A+4 (43)
rozptyl: D(X) = ¢ (44)
koeficient Sikmosti (asymetrie): A(X) 2 (45)

Priklady:

(1) Krome vlastniho odvozeni f(z), F(z), E(X), D(X), A(X) doporuc¢ujeme odvodit z¢ 5.

(2) Urcete rozdélen{ transformované ndhodné veli¢iny Y = XT’A, kdyz vite, ze X ~ Exp(A,9).

(3) Projdéte si dosud probrand rozdéleni pravdépodobnosti a zamyslete se nad tim, jak souvisi parametry
rozdéleni (obvykle zadané) s ¢iselnymi charakteristikami (obvykle vypoétenymi na zdkladé vzorcu).

(4) Seznamte se s Laplaceovym rozdélenim (dvojité exponencidlnim, rozdélenim ;s tézkymi konci”)
a po probrani regresni analyzy a metody nejmensich ¢tvercu hledejte k jakému kritériu povede
situace, kdy chybové ¢leny budou mit Laplaceovo rozdéleni.

Zavérem. Exponencidlni rozdéleni je vyucujicimi velmi cenéno, protoze je vhodné pro zadani ke zkousce.

4. Weibullovo rozdéleni

Znaceni. Skutecnost, ze ndhodnd velicina X md Weibullovo rozdéleni, zna¢ime X ~ W(9,b, k), kde

beRadk >0.V literatufe a programech se vyskytuje i dvouparametrickd varianta rozdéleni, kdy
b=0.

Pouziti. Weibullovo rozdélent je vhodnym modelem pro tlohy, kdy zkoumame zivotnost néjakého zatizeni.
Jestlize X znaci zivotnost zafizeni, pro k£ > 1 je vhodnym modelem pro Zivotnost zatizeni
podléhajiciho opotiebeni nebo tinavé, pro k < 1 je vhodnym modelem pro zivotnost zafizeni,
u néhoz dochazi k porucham v dusledku vad, pro k = 1 dostaneme exponencidlni rozdéleni (viz
jeho pouziti).
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Funkéni charakteristiky. Uvéadime hustotu f(z), pro ¢tendfe muze byt zajimavym ikolem najit
zdtivodnéni jejtho tvaru. Déale uvadime grafy f(z) a F(z) prob= 0,8 =1 a k = 0,5;1;3. Ciselné cha-
rakteristiky neuvadime, fada z nich je vyjadiena pomoci I' funkce, a proto jejich vyhledani ponechdvame
na zajimajicim se ¢tenari.

Hustota:

Obrézek 17: software Statistica: Weibullovo rozdéleni b = 0,6 = 1 a bréno zleva k = 0,5;1; 3.

Zajimavosti. Svédsky statistik Wallodi Weibull (1887-1979) pusobil mnoho let jako ndmoin{ distojnik
a inzenyr zabyvajici se zkoumanim moiského dna. Prvni ¢lanek o W rozdéleni publikoval v roce 1939.
Ptes mnohd ocenéni, kterd obdrzel, jeden z jeho zaku v roce 2000 konstatoval, Ze pouze 3 univerzity
v USA zahrnuly do vyuky statistiky Weibullovo rozdéleni (na FSI VUT je vyucovdno a pouzivdno od
osmdesétych let minulého stoleti ...).

Zavérem. Weibullovo rozdéleni je uvedené jako dulezité vice pro inzenyrskou budoucnost ¢tenare nez ve
vztahu ke zkousce.

5. Néktera dalsi spojita rozdéleni

Poznamka. Podobné jako u diskrétnich rozdéleni i v tomto odstavci uvedeme nazvy a aplikacni ob-
lasti pro nektera spojitd rozdéleni pravdépodobnosti. Cauchovo (Lorentzovo) rozdéleni se pouziva ve
fyzice, pro nds ma tu zajimavou vlastnost, ze E(X) neni definovand (ovéite sami, viz [20]). Dalsi ap-
likace v pfirodnich a technickych védach maji Maxwellovo a Rayleighovo rozdéleni. Beta rozdéleni a
trojahelnikové rozdéleni se ¢asto pouzivaji pii fizeni projektu metodami stochastické optimalizace.
V jiné oblasti opera¢niho vyzkumu (teorie front) se pouzivéd Erlangovo rozdéleni, které je specidlnim
piipadem Gamma rozdéleni, které je zobecnénim nékolika dalsich rozdéleni. Zajimavou konstrukei jsou
useknutd rozdéleni (napf. useknuté normadlni), kterd se snazi vyloucit odlehlé nerealistické hodnoty.
Paretovo (Bradfordovo) rozdéleni bylo uréeno pro ekonomické aplikace a ptivodné popisovalo distribuci
bohatstvi ve spole¢nosti.

6. Pearsonovo y? rozdéleni

Znaéeni. Skutecnost, ze ndhodnd velicina X md Pearsonovo x? rozdéleni, znacime X ~ y%(k), kde
k € N. Parametr k se nazyva pocet stupiiu volnosti a ve statistice je obvykle volen jako pocet nezdvislych
informacnich jednotek (napf. pocet méfenf minus pocet odhadnutych parametrii). Zdiraznéme, ze x2 je
jeden symbol!

Pouziti. Toto a dalsi dvé rozdéleni (¢t a F) jsou pfiklady rozdéleni pouzivanych pozdéji v mate-
matické statistice (viz intervalové odhady a testovani hypotéz). Pouzivaji se zejména jejich kvantily,
ale jejich potfebné hodnoty jsou bud tabelovany (viz T3 v [2]) nebo je poskytne statis-
ticky software. Muzeme tedy fici, ze pro studenty Matematiky 4 by bylo uvedeni hustot rozdéleni
pravdépodobnosti pouze informativni a proto uvedeme jen obrazky hustot a jakou transformaci piislusné
rozdéleni vznikd, zdjemce odkazujeme na [2].
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Obrazek 18: Grafy hustot x? rozdéleni a jeho autor.

Vlastnosti. Jestlize Uy, ..., Uy jsou nezavislé nahodné veli¢iny s normovanym normalnim rozdélenim
N(0;1), pak ndhodné veli¢ina Zle U? mé Pearsonovo rozdéleni x?(k). Jeho zdkladn{ éfselné charak-
teristiky jsou E(X) =k, D(X) = 2k.

Zajimavosti. Karl Pearson (1857-1936) byl anglicky statistik, zék sira Francise Galtona. Dilezité jsou
jeho vysledky v oblasti korelaéni a regresni analyzy, v klasifikaci rozdéleni pravdépodobnosti vcetné
zavedeni x? rozdéleni pro x? test.

Zavérem. Pearsonovo x? rozdéleni je velmi dilezité pro matematickou statistiku, a proto je nutné si
osvojit hleddni hodnot kvantila v tabulkach.

7. Studentovo t rozdéleni

Znaceni. Skutecnost, Ze ndhodn4 velicina X mé Studentovo ¢ rozdéleni, znac¢ime X ~ S(k), kde k € N.

Pouziti. Studentovo ¢ rozdéleni je piikladem rozdéleni pouzivaného pozdéji v matematické statistice (viz
intervalové odhady a testovani hypotéz). Pouzivaji se zejména jeho kvantily, ale potfebné hodnoty
jsou bud’ tabelovany (viz T2 v [2]) nebo je poskytne statisticky software. Opét vynechdme
zavedeni hustoty, zdjemce odkazujeme na [2].

Obrazek 19: ,Student” a grafy hustot ¢ rozdéleni.

Vlastnosti. Graf hustoty ¢ rozdéleni je symetricky vzhledem k x = 0. Jeho zdkladn{ ¢iselné charakteris-
tiky jsou: E(X) = 0 pro k > 1 (pro k = 1 dostaneme Cauchyho rozdélenf), D(X) = % pro k > 2,
A(X) =0pro k > 3, zo5 = 0. Jestlize U a V jsou nezdvislé ndhodné veliCiny, pficemz U mé normo-
vané normaln{ rozdéleni N(0;1) a V ma Pearsonovo rozdéleni x2(k), pak ndhodn4 veli¢ina %\/E mé
Studentovo rozdéleni S(k).
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Zajimavosti. Ctenaii jisté vrtd hlavou, kdo je ten vousaty pan na obrézku a zda se jmenoval Student.
Odpovéd je nikoliv, byl to pan William Gosset (1876-1937), ktery publikoval pod pseudonymem Student.
Naskyta se otdzka pro¢, kdyz jména vyznaénych statistikii nachdzime u mnoha pojmu. Pro¢ ta skromnost,
kdyz jeho rozdéleni umoznuje efektivné pracovat v ramci matematické statistiky s malymi statistickymi
soubory (viz t-test)? Odpovédi muze byt dnes jiz legenddrn{ bonmot anonymniho kolegy: ,, Vyzkum se délf
na publikovatelny a pouzitelny a obvykle jedno vylu¢uje druhé.” Pan Gosset totiz pracoval jako sladek
v pivovaru Guiness a po svych studijnich cestiach si nepral, aby se védélo, ze jeho pivovar
pouziva statistické metod. A tak pro nékteré v Anglii a Evropé bylo skute¢né jméno Studenta takovym
tajemstvim, jako pro jiné skutecnd totoznost Jacka Rozparovace. Nastésti dnes vime vice alespon o panu
Gossetovi a muzeme smeknout pied jeho aplikaénimi schopnostmi nad sklenici Guinessu.

Zavérem. Studentovo t rozdéleni je velmi dulezité pro matematickou statistiku, a proto je nutné si
osvojit hledédni hodnot kvantilu v tabulkach.

8. Fisherovo-Snedecovorovo F' rozdéleni

Znaceni. Skutecnost, ze ndhodn4 veli¢ina X m4 Fisher-Snedecorovo F rozdéleni, zna¢ime X ~ F(ky, ko),
kde k1, ks € N.

Pouziti. F rozdéleni je prikladem rozdélenf pouzivaného pozdéji v matematické statistice (viz intervalové
odhady a testovani hypotéz). Pouzivaji se zejména jeho kvantily, ale potFfebné hodnoty jsou bud
tabelovany (viz T4 v [2]) nebo je poskytne statisticky software. Opét vynechdme zavedeni
hustoty, zdjemce odkazujeme na [2].

14
08+ — k=2, k;=10
— Ky =10,k;= 10
06+ — Ky =10.K;= =0
04 T
02+
0 t t t t 1
0 1 2 3 4 5

Obrazek 20: Jeden z autora R.A. Fisher a grafy hustot F' rozdélen{

Vlastnosti. Jestlize V1 a V5 jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny, pticemz V; mé Pearsonovo rozdéleni x? (k1)

. = , . . 0529 Vi/k / o - ,
a Vo mé Pearsonovo rozdéleni x2(ks), pak nahodnd veli¢ina V;;k; ma Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni

F(ky, k2).

Zajimavosti. Anglican Ronald Aylmer Fisher (1890-1962) patfil k nejvyznamnéjsim statistikum 20.
stoleti. Ze spolupracovnika se stal Pearsonovym rivalem. Zabyval se genetikou, uspotradal vysledky v
oblasti testovdni hypotéz (proto F' rozdéleni), stdl u zrodu metody maximélni vérohodnosti, analyzy
rozptylu, planovani experimentu a neparametrickych testu.

George Wad'ell Snedecor (1882-1974) byl zakladatel prvniho statistického tistavu v USA. Spolupraco-
val s Fisherem zejména béhem a v ndvaznosti na jeho navstévu v USA, F test patii k jejich spole¢nym
vysledkum.

Zavérem. F rozdéleni je velmi dulezité pro matematickou statistiku, a proto je nutné si osvojit hledani
hodnot kvantilu v tabulkéch.
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C. Aproximace rozdéleni

Uvodem. V této ¢dsti se budeme krétce zabyvat moznostmi aproximovat jedno rozdéleni pravdépo-
dobnosti druhym. Koneéné uvidime, pro¢ hraje normélni rozdéleni tak vyznamnou roli.

K vypoétu hodnot pravdépodobnostnich funkef a distribuénich funkef binomického rozdéleni Bi(n, p),
hypergeometrického rozdéleni H(N, M, n) a Poissonova rozdéleni Po(\) na PC pouzivdme vhodny software
(napf. Statgraphics, Statistica, Minitab, Excel aj.). Tato diskrétn{ rozdéleni vSak muzeme za jistych
podminek také vzajemné aproximovat nebo aproximovat pomoci normalniho rozdéleni. Vychézime
pfitom z vlastnosti uvazovanych rozdéleni a tzv. limitnich vét z teorie pravdépodobnosti (viz [1], [8]).

1. Aproximace hypergeometrického rozdéleni

n

Postup. Pro malé hodnoty & (pfiblizné & < 0,1) Ize hypergeometrické rozdéleni H (N, M,n) aproxi-
movat rozdélenim binomickym Bi(n,p) s parametry n a p = %

Pro & <0,1, % < 0,1 an > 30 aproximujeme hypergeometrické rozdéleni H(N, M, n) Poissonovym

rozdélenim Po()), kde polozime A = %

Piiklad:

(1) V dodédvce 50 vyrobku je 5 zmetkt. Z dodévky jsou ndhodné vybrany 3 vyrobky. Pocet zmetki mezi
vybranymi vyrobky je ndhodnd velicina X. Predpokladejte nejprve, ze se vybrany vyrobek nevraci
nazpét do dodédvky, takze jde o ndhodny vybér bez vraceni a urcete p(z). Potom vypocet opakujte
pro pripad, ze vybrané vyrobky jsou vraceny. Obé pravdépodobnostni funkce porovnejte.

2. Aproximace binomického rozdéleni Poissonovym

Postup. Binomické rozdéleni Bi(n,p), kde p < 0,1 a n > 30, aproximujeme Poissonovym rozdélenim
Po(N), kde polozime \ = np.

Mozn4 se jiz ¢tenaf osmélil a je pripraven po tomto ryze praktickém navodu na trochu teorie. Nabidnéme
i

Véta (Poissonova): Méjme posloupnost X1, ..., X, ... ndhodnych veli¢in, které maji rozdéleni

Bi(j,p;),j =1,...,n,... Necht p, — 0 pro n — oo a pfitom lim np, = A, kde A > 0. Potom plati,
n—-maoo

ze

AI
lim ( Z )pi(l—pn)”_ize_/\ x=0,1,...

)

Muzeme pak Fici, ze za uvedenych podminek Poissonovo rozdéleni je limitnim rozdélenim binomického
rozdéleni.

Prakticky to znamend, ze pro dostatecné velké n a dostateéné malé p muzeme binomické rozdéleni apro-
ximovat rozdélenim Poissonovym. Pro n > 30 a p < 0,1 se dopoustime chyby mensi nez 10~2.

Priklad:

(1) Opakujeme n-krét nezdvisle tentyz pokus, jehoz kladny vysledek mé pravdépodobnost p.
a) Uvazujeme tfi varianty hodnot n a p:
(1) n=20,p=0,2; (2) n =200, p=0,02; (3) n = 2000, p = 0,002.

Pro v8echny tii varianty vypoctéte hodnotu pravdépodobnosti vzdy pro tu hodnotu z, kterd je pii
danych n pokusech nejpravdépodobnéjsi.

b) K témuz vypoctu pouzijte aproximaci pomoci Poissonova rozdélen{ pravdépodobnosti a vysledky
porovnejte.
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3. Aproximace binomického rozdéleni normalnim

Postup. Jestlize np(1 — p) > 9, muzeme binomické rozdéleni Bi(n,p) ndhodné veliciny X , aproximovat
normalnim rozdélenfm N (p,0?), kde klademe m = np a 02 = np(1 — p). Pro celd nezdporna &isla a,b
potom je (s ohledem na skutecnost, ze jde o diskrétni rozdélent)

P<a§X§b)W<M5—w>_¢<H5—w>,

np(1l — p) np(l —p)

Nabidnéme nyni slavnou vétu:

Véta (Moivre-Laplace): Necht Xi,...,X,, ... je posloupnost vzajemné nezdvislych ndhodnych veli¢in
takovych, ze Vi € N: X; ~ A(p). Pak ndhodn4 veli¢ina

1 n
Yn = Vnp(1—p) (; b np)

mé asymptoticky normalni rozdéleni N (0;1).

Protoze Z, = >, X; je ndhodn4 veli¢ina s rozdélenim Bi(n, p), plyne z Moivre-Laplaceovy véty, ze lze
rozdéleni Z,, aproximovat rozdélenim N (np, np(1 — p)). Vhodnost aproximace je tim lepsi, ¢im je p blizi
0, 5. Zlepsuje se s rostoucim rozptylem a rovnéz se zavad{ oprava na spojitost (viz vyse).

Priklad:

(1) Pravdépodobnost, ze vyrobek nebyl provéren technickou kontrolou je 0, 2. Urcete pravdépodobnost,
ze mezi 400 ndhodné vybranymi vyrobky bude 70 az 100 neprovérenych vyrobku. Napovéda X ma
binomické rozdéleni Bi(400;0, 2), které aproximujeme normélnim rozdélenim N (80;64).

Otazka: Kam to dale vede? Jak asi Ctenaf tusi, stoji tésné pred otevienim dveii do komnaty s
nddhernou a naro¢nou matematikou. Muze zustat klidny, dvefe neotevieme, pouze kapitolu uzavieme
pozndmkami, zdjemce si cestu ke zdrojum informaci jisté najde sam.

Formulace vySe uvedené Moivre-Laplaceovy véty zni zajimaveé, ale pozorny ¢tendf si vSimne, Ze jsme
nefekli co to je ,,asymptoticky” normélni rozdéleni. U¢inili jsme tak zamérné.

Zde naznacend oblast souvisi s pojmem konvergence, ale tentokrat nahodnych veli¢in. Lze opét
zavést fadu konvergenci: v distribuci a podle pravdépodobnosti [1].

Exaktni piistup pak umoznil formulovat fadu zobecnéni Moivre-Laplaceovy véty. Poznamenejme,
ze existujici obecnéjsi verze se nazyvaji centralni limitni véty a dokonce se nepozaduje, aby secitané
nahodné veli¢iny X; mély stejné rozdéleni pravdépoodobnosti, a pfesto za pomeérné slabych predpoklada
Ize ndhodnou veli¢inu ), X; aproximovat opét vhodnym normdlnim rozdélenim. A to je pii¢ina
té casté frekvence, se kterou se N rozdéleni objevuje v aplikacich. Mtizeme parafrdzovat Galtona: ,, Ve
spéje k normalu.”

Koneckoncu i tfada diive uvedenych rozdéleni pii urc¢itém chovani parametru opét konverguje k
normdlnimu rozdéleni. Jako ptiklad uvedme, Ze Studentovo rozdéleni S(k) konverguje k normovanému
normdlnimu rozdéleni N(0; 1) pokud k — oc.

Zajimavosti. Abraham de Moivre (1667-1754) uprchl do Anglie ve 20 letech. De Moivre studoval préci
Huygense a od roku 1711 zverejinoval své vysledky, nejznaméjsi je kniha , The Doctrine of Chances: or, a
Method of Calculating the Probability of Events in Play”. De Moivre ziskal normalni aproximaci
k binomickému rozdéleni a byl blizko k nalezeni Poissonova rozdéleni.

Pierre-Simon Laplace (1749-1827) psal o pravdépodobnosti mnoho let. Prvni knihou byla v roce
1774 ,Mémoire sur la probabilité des causes par les évenemens”. Laplace byl velice aktivni (viz vyse
uvedend Moivre-Laplaceova véta). Jak jeho ndstupci inovovali a zpFesniovali pojmy, jeho odkaz zacal byt
zapominan.
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tradice v pravdépodobnosti, na kterou pak navazovali, Markov, Lyapunov, Kolmogorov, Chinéin, Sirjajev
a dalsi. V roce 1867 Cebysev zvefejnil praci obsahujici tzv. CebySevovu nerovnost a vyuzil ji k dikazu
tzv. Zékona velkych ¢isel. Zobecnil rovnéz Moivre-Laplaceovu vétu diky jinému piistupu v dukazu.

D. Cviceni

Zikladni okruhy otazek. Népovéda: K prohloubeni znalosti 1ze vyuzit i skripta [2] str. 85-95:

a) Funkéni a éfselné charakteristiky pro vybrand diskrétn{ rozdéleni pravdépodobnosti: A, Bi, H, Po.
b) Typicka slovni zadén{ pro uvedend diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti.

¢) Funkén{ a ¢iselné charakteristiky pro vybrand spojitd rozdélen{ pravdépodobnosti: R, N, E.

d) Typickd slovni zadéni pro uvedend spojitd rozdéleni pravdépodobnosti.

e) Hledani ve statistickych tabulkach a transformace vysledku pro N rozdéleni.

f) Aproximace rozdéleni pravdépodobnosti.

Kontrolni otazky.

Uved'te 3 ptiklady na Bi rozdélen{ a popiSte vyznam jejich parametrii i éiselnych charakteristik.
Uved'te 3 piiklady na H rozdéleni a popiste vyznam jejich parametrt i éiselnych charakteristik.
Uved'te 3 ptiklady na Po rozdélenf a popiste vyznam jejich parametrii i éfselnych charakteristik.
Uved'te 3 piiklady na N rozdélen{ a popiste vyznam jejich parametrt i &fselnych charakteristik.
Pro¢ se pouzivaji aproximace rozdéleni pravdépodobnosti?

O W=

Typicka zadani. Na zdkladé slovniho zadani urcete typ rozdéleni pravdépodobnosti a vypocitejte:
a) hodnoty pravdépodobnostni funkece (pfipadné hustoty rozdéleni pravdépodobnosti);
b) hodnoty distribuén{ funkce a nacrtnéte jeji graf;
¢) vypoctéte vybrané ¢iselné charakteristiky (napf. stiedni hodnotu, modus, medidn, rozptyl, atd.);
d) vypoctéte pravdépodobnost zadaného ndhodného jevu.

Podékovani. Autor kapitoly dékuje doc.Zdenku Karpiskovi za mnoho let cennych diskusi a za nezistné
poskytnuti vlastnich textu i rozsdhlého osobniho archivu. Bez jeho pomoci by tato kapitola byla rozhodné
fadnéjsi a kratsi.

Autor dékuje nejmenovanym norskym kolegim, ktef{ mu pomohli obejit se bez rekonstrukce celého
textu a zachranili vétsinu dat po havérii opera¢niho systému pocitace na zahrani¢ni cesté a slibuje jim,
ze si opravdu bude prubézné zalohovat své soubory na dalsi média.

Autor dékuje svym kolegim, autorum dalsich kapitol této studijni opory vénované Matematice 4. Bez
jejich véasného a inspirujiciho zvladnuti zejména rozvrzeni a barevnosti jejich textu by tato kapitola
byla rozhodné ,,méné strakata”.
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