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Nahodny vybér
Matematicka statistika poskytuje metody pro popis veli¢in ndhodného charakteru pomoci jejich pozo-
rovanych hodnot, presnéji feceno jde o urceni dulezitych vlastnosti rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné
veli¢iny nebo nahodného vektoru z jejich hodnot ziskanych méfenim, statistickym Setfenim, nepfimym
pozorovanim apod. Tyto metody jsou v podstaté zaméfeny na feSeni dvou zakladnich tiloh matematické
statistiky:

e odhady parametri a rozdélent,
e testovdni statistickych hypotéz o parametrech a rozdélenich.

Tyto tlohy se dle potfeby kombinuji, kdyz napi. odhadujeme nebo testujeme ¢iselné charakteristiky
rozdéleni, vysetfujeme zavislosti ndhodnych veli¢in apod. Metody matematické statistiky jsou zaloZeny
na nasledujicich pojmech.

1. Pojmy Opakujeme-li n-krat nezavisle pokus, jehoz vysledkem je hodnota ndhodné velic¢iny X s distri-
buéni funkei F (z,9), kde 9 je redlny parametr (pfipadné vektor parametri anebo jejich funkce) daného
rozdéleni pravdépodobnosti, pozorujeme vlastné ndhodny vektor X = (Xy,..., X,,) a pfedpokladame, ze
jeho slozky jsou nezavislé ndhodné veliéiny X; se stejnou distribuéni funkei (pravdépodobnostni funkci
anebo hustotou pravdépodobnosti) jako mé pozorovana ndhodné veli¢ina X . Nahodny vektor X se nazyva
nahodny vybér (z ndhodné veli¢iny X nebo z jejiho rozdéleni pravdépodobnosti) a ¢islo n je rozsah
nadhodného vybéru. Analogicky definujeme ndhodny vybér z nahodného vektoru.

2. Vlastnosti Néhodny vybér X = (X1,...,X,,) mé simultdnni distribuéni funkeci

F(x;9) =F (z1,...,2,;0) = HF(xi;ﬂ)

i=1
a simultanni pravdépodobnostni funkci

n

p(x9) =p(z1,...,2050) = Hp(mi;ﬁ),

i=1
kde p (z;;09) je pravdépodobnostni funkce i-té slozky, i = 1,...,n, jestlize pozorovani ndhodna veli¢ina
X je diskrétni, resp. simultanni hustotu pravdépodobnosti

n

F&x9) = f (21, 9) = [[ f (2330),

=1

kde f (x;;9) je hustota pravdépodobnosti i-té slozky X, jestlize pozorovana ndhodnd veli¢ina X je spojita.

3. Pojmy Ciselny vektor x = (z1,...,%,), ktery ziskdme pii realizaci ndhodného vybéru, kde x; je
pozorovand hodnota slozky, i = 1,...,n, je statisticky soubor s rozsahem n. Mnozina vSech hodnot
nédhodného vybéru, tj. mnozina vSech statistickych soubort, tvori vybérovy prostor.

4. Poznamka Statisticky soubor je jinak Feceno pozorovana hodnota ndhodného vybéru, coz znamen4,
Ze pii opakovanych realizacich ndhodného vybéru obdrzime obecné (a ndhodné) riizné statistické soubory.
Zpracovani statistického souboru je popsano v kapitole Popisna statistika.

5. Priklad Jestlize ndhodné veli¢ina X m4 binomické rozdéleni pravdépodobnosti Bi (1, p) s parametrem
p € (0;1), mé pravdépodobnostni funkci p(z) = p® (1 —p)l_x, kde x € {0;1}. Ndhodny vybér z tohoto
rozdéleni pravdépodobnosti mé simultanni pravdépodobnostni funkci

n
E T n—E T

p(x1,...,xn) =p=t (1—p) =1

doc. RNDr. Zdenék Karpisek, CSc. UM FSI v Brng, 16. listopadu 2006



Nahodny vybér 2

kde z; € {0;1}. Vybérovy prostor je mnozina vSech statistickych soubori x = (z1,...,2,), tj. mno-
zina {0;1}".

6. Pojmy Funkce ndhodného vybéru T (X1,...,X,) se nazyvd vybérova charakteristika nebo sta-
tistika. Jeji hodnota na statistickém souboru ¢t = T (z1,...,z,) je empirickd charakteristika nebo
pozorovana hodnota statistiky 7'.

7. Poznamka Vybérovou charakteristiku (statistiku) 7' (a tim také empirickou charakteristiku ¢) volime
tak, nabyvala na vybérovém prostoru s velkou pravdépodobnosti hodnot blizkych neznamé nebo pred-
pokladané teoretické charakteristice, napt. parametru ¥ pozorované ndhodné veli¢iny X. Z toho vyplyva
zakladni princip statistické indukce v matematické statistice, ktery je schematicky vyjadren na Obrazku 1.

_ Teoretickéd charakteristika
)

Vybérova charakteristika
T(X,... X,)

v
y Statisticky soubor —» Empirickd charakteristika
@B i) t=T(z, ..., x,)

Obrézek 1: Zékladni princip statistické indukce

8. Pojmy Pouzivame zejména tyto vybérové charakteristiky:

1. vybérovy primér X = X,

SI=

1

o
Il

(%: - X)",

-

o , 2 _ 1
2. vybérovy rozptyl §* = - )

©
Il

3. vybérova smeérodatna odchylka S = v/ 52,

33 ()T

4. vybérovy koeficient korelace R = — SX) 5 pro nahodny vybér z ndhodného vektoru

(X,Y), kde S (X) a S (Y) jsou vybérové smérodatné odchylky ndhodnych veli¢in X a Y.

9. Vlastnosti Zakladni vlastnosti vybérového priméru X a vybérového rozptylu S?jsou:

1. Jestlize pozorovand ndhodné veli¢ina X mé stfedni hodnotu E (X), pak

E(X)=E(X).
2. Jestlize pozorovana ndhodn4 veli¢ina X ma rozptyl D (X), pak

n—1

E(S?) = D(X).

n

Hodnoty vybérovych charakteristik jsou empirické charakteristiky, které ziskame po zpracovani sta-
tistického souboru. Napf. aritmeticky pramér T je pozorovani hodnota vybérového primeéru apod. Tyto
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hodnoty jsou vSak nahodné, jinak feceno empirické charakteristiky se pfi opakovanych realizacich néa-
hodného vybéru ndhodné méni. Avsak z predchézejiciho plyne, Ze napi. pro n — oo rozptyl vybérového
priméru D (Y) — 0, takze pro dostatecné velké n je takika jisté aritmeticky prtmér blizky neznamé
stfedni hodnoté. Pfitom ale o (X) — 0 pouze s rychlosti n'/2, coz znamen4, ze napf. pro dosazeni dvoj-
nasobné presnosti aproximace neznamé stiedni hodnoty F (X) aritmetickym primérem Z musime zvysit

rozsah ndhodného vybéru ¢tyrikrat atd. Ve statistické literatuie se hovoti o tzv. statisticke kletbé.

10. Poznamka Protoze an <1, je E (52) < D(X), takze empirické hodnoty s? se vzhledem ke
skutetnému (a obvykle nezndmému) rozptylu castéji vychyluji doleva (do mensich hodnot) od D (X).
Proto se mnohdy definuje vybérovy rozptyl S? ve tvaru

n

b2 M 2 1  37\2
S*n—15*n—1;(){l X)

a pro tento vybérovy rozptyl je E (32) = D (X). Odpovidajici rozptyl statistického souboru pak je

n
2 w_ = 1
ST = ST =

n—1 n—li

(SL'Z' — f)z.
1

Statistika 2 m4 viak vétsi rozptyl nez statistika S?, ale pro velkd n (fadové 100 a vice) je rozdil mezi
témito statistikami zanedbatelny. Analogicky definujeme vybérovou smérodatnou odchylku S a sméro-
datnou odchylku statistického souboru §. Rizné definice uvedenych charakteristik je nutno respektovat
pfi zpracovani statistického souboru na PC pomoci statistickych programi a také ve vzorcich jak pro
odhady parametrd, tak i pro testovani statistickych hypotéz.

Stochastické vlastnosti nejcastéji pouzivanych vybérovych charakteristik vyjadiuji jejich nasledujici
tzv. statistickd rozdéleni pravdépodobnosti. Potfebné hodnoty téchto rozdéleni jsou tabelovany
anebo se pocitaji na PC pomoci statistickych programt (napi. Statistica, S-Plus, Statgraphics, QCExpert,
Minitab, Adstat aj.) nebo statistickych funkci (nap¥. Excel).

1. Normalni rozdéleni pravdépodobnosti N (1, 02), kde p, 0 jsou redlnd ¢isla, o2 > 0, ndhodné ve-
liciny X (viz kapitolu Rozdéleni pravdépodobnosti pro aplikace), zejména pak normované norméalni
rozdéleni pravdépodobnosti N (0;1) ndhodné veliéiny U = X-it g distribuéni funkef ® (u), jejiz
hodnoty jsou tabelovény v tabulce T1. Pro kvantily up je up = —u;_p, kdeP € (0;1). Tabulka T'1
také obsahuje nejcastéji pouzivané kvantily pro P = 0,95; 0,975; 0,99; 0,995. Normalni rozdéleni
mé fadu velmi dulezitych vlastnosti. Napf. jestlize nezavislé ndhodné veli¢iny X; maji rozdéleni

n n n
N(us;02) pro , pak ndhodna veli¢ina . X; ma normdlni rozdéleni N (Z wi; > Uf).
i=1 i=1  i=1

2. Pearsonovo rozdéleni (chi-kvadrdt rozdéleni) x? (k ) s k stupni volnosti, kde k je piirozené é&islo,
ma hustotu pravdépodobnosti

1 —z k_q
- e"2x2 pro z € (0;00),
fla) =4 22
pro = € (—oo;0),

oo

kde I'(z ) = [t*"te~'dt, z > 0, je tzv. gama funkce. Graf hustoty pravdépodobnosti Pearsonova

0
rozdéleni, které je kladné asymetrické, je zndzornén na Obréazku 2 a jeho zakladni ¢iselné charakte-
ristiky jsou:
E(X)=k, D(X)=2k A(X)=4/V2k>0.

Jestlize Uy, ..., Uy jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s normovanym normalnim rozdélenim, pak na-
k
hodn4 veli¢ina Y U? m4 Pearsonovo rozdéleni. Kvantily x% tohoto rozdéleni jsou tabelovény v ta-

=1
bulce T3.
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Obréazek 2: Grafy hustoty pravdépodobnosti Pearsonova rozdéleni x?(k)

3. Studentovo rozdéleni (¢ rozdéleni) S (k ) s k stupni volnosti, kde k je pfirozené ¢islo, mé hustotu
pravdépodobnosti

BRGSO
f(x)fmr(g) (1+ > , T € (—00;00).

Graf hustoty pravdépodobnosti Studentova rozdéleni, které je symetrické vzhledem k = = 0, je
znazornén na Obrazku 3 a jeho zékladni ¢iselné charakteristiky jsou:

E(X)=0prok>1,D(X)=k/(k—2)prok >2, A(X)=0prok >3, z95=0.

Obrazek 3: Grafy hustoty pravdépodobnosti Studentova rozdéleni S(k)

Studentovo rozdéleni s jednim stupném volnosti je tzv. Cauchyovo rozdéleni. Pro k — oo kon-
verguje Studentovo rozdéleni k normovanému normdlnimu rozdéleni N (0;1). Jestlize U a V jsou
nezavislé ndhodné veli¢iny, pficemz U mé normované normélni rozdéleni a Vmé Pearsonovo rozdé-
leni x2(k), pak ndhodn4 veli¢ina %\/E mé Studentovo rozdéleni S(k). Kvantily ¢p tohoto rozdéleni
jsou tabelovany v tabulce T2 a pro je tp = —t1_p.

4. Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni (F rozdéleni) F (k1,ks) s k1, ko stupni volnosti, kde jsou pfi-
rozena ¢isla, ma hustotu pravdépodobnosti
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2 k1
f@)={ B(2%) (k)" o2 (14 1) pro z € (0;00),
pro = € (—o0;0),
1
kde B (z1,22) = [t} (1—t)>"'da = %, z1 > 0, z9 > 0, je tzv. beta funkce. Graf
0

hustoty rozdéleni, které je kladné asymetrické, je zndzornén na Obrazku 4 a jeho zakladni ¢iselné

charakteristiky jsou: F (X) = ko/(ka — 2) pro k2 > 2, D (X) = % pro ko > 4.

Ky=2, Kg=10
Ky = 1|:| H:: 1|:|
Ky = 10, H;.l= o

=
[=3]

Obrézek 4: Grafy hustoty pravdépodobnosti Fisherova-Snedecorova rozdéleni F(kq, k2)

Jestlize V1 a Va jsou nezavislé ndhodné veliciny, pticemz Vi mé Pearsonovo rozdéleni x?2 (k1) a Va

. o . e Vilky s o o
m4 Pearsonovo rozdéleni x? (kz), pak ndhodn4 veli¢ina V;; %, ma Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni.

Kvantily Fp(kq,k2) tohoto rozdéleni jsou tabelovany v tabulce T4 a pro P € (0;1) je Fp(ki, ko) =
=1/Fi_p(ks, k1).

Nejcastéji fesené tlohy pfi aplikacich metod matematické statistiky se tykaji pozorovanych nahodnych
veli¢in s normalnim rozdélenim pravdépodobnosti. Vyuzivame prfitom nasledujici vlastnosti tohoto roz-
déleni.

11. Vlastnosti Jestlize pozorovana nahodn4 veli¢éina Xm4 normalni rozdéleni N(u; 0?), pak plati:

1. X m4a normalni rozdéleni N(u; %2),

2. @ﬁ mé normélni rozdéleni N(0; 1),

3. ng v/n — 1 mé Studentovo rozdéleni S (n — 1),

2 7 v 7z
4. ™5 mé4 Pearsonovo rozdéleni x* (n — 1).
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12. Vlastnosti Jestlize pozorovana ndhodn4 veli¢ina Xmé normélni rozdéleni N (u (X)), 02 (X)) a pozo-
rovand nahodna veli¢ina Y ma normalni rozdéleni N (1 (Y), 02 (Y)), Xa Y jsou nezavislé a také nahodné
vybéry (X1,...,Xn,), (Y1,...,Ys,) jsou nezdvislé, pak statistika:

1. XX —p()
02(X) | o2(¥)

ma normalni rozdélent,

ny no
2. iii;((;()i)ig?(?) W m4 pro 02(X) = 0?(Y) Studentovo rozdéleni S (n; + na — 2),
ni na
ni SZ(X)
3. 7:5{72_(% m4 pro 02(X) = o?(Y) Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni F(n; — 1,1y — 1).
’ILQ—I
13. Vlastnosti Jestlize X, Xo, ... je posloupnost nezavislych nahodnych veli¢in s libovolnym stejnym

rozdélenim pravdépodobnosti (napi. i asymetrickym nebo diskrétnim), které ma stiedni hodnotu pg
a smérodatnou odchylku oy, pak posloupnost nahodnych veli¢in

n
% > Xi—po
i=1

0o

Vn

konverguje (v distribuci) k ndhodné veli¢iné U s normovanym normélnim rozdélenim N(0; 1).

7 predchazejici vlastnosti plyne, ze pfi dostatecné velkém rozsahu ndhodného vybéru n mizeme
rozdéleni pravdépodobnosti vybérového aritmetického primeéru pro libovolnou pozorovanou nadhodnou

2
veli¢inu X se stiedni hodnotou a rozptylem o3 aproximovat normélnim rozdélenim N (Mo; %) To také

znamend, ze pri dostateéné velkém rozsahu statistického souboru n ma smysl aproximovat napt. stfedni
hodnotu g aritmetickym priamérem .

14. Pi¥iklad Rozdéleni pravdépodobnosti vibérového priiméru X pro nahodny vybér z binomického

rozdéleni pravdépodobnosti (viz Ptiklad 5) lze pro dostateéné velky rozsah vybéru n dobfe aproximovat

rozdélenim normdlnim N(p; @), nebot g = p a 03 = p(1 — p). Tato aproximace rozdéleni pravdépo-

dobnosti vybérového primeéru je dostacujici pro n > ﬁ.
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