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PREDMLUVA

Tento text je urcen jako ucebni a metodickd pomiicka pro pfedméty Matematika IV (4M) a
Statisticky software (0SS) v bakalaifském studijnim programu a predmét Matematika I1I-B
(CM) v profesnim bakalarském studijnim programu ve druhém ro¢niku na Fakulté strojniho
inzenyrstvi Vysokého uceni technického v Brné. Vyuziva poznatky ziskané studenty
v 1. ro¢niku studia a rozSifuje je tak, aby studenti mohli v samostatném studiu pouzivat
stochastické pfistupy pro modelovani redlnych jevii a procest ve strojirenskych oborech.

Ptedlozeny text je zizenou piehledovou elektronickou verzi piivodné tiskem vydané
studijni opory pro kombinované bakalatské studium: Karpisek, Z. — Popela, P. — Bednat, J.:
Statistika a pravdépodobnost. Ucebni pomiicka - studijni opora pro kombinované studium.
Brno : FSI VUT v CERM, Brno 2002. Dopliiuje a metodicky rozsifuje zékladni studijni
materidl, kterym jsou skripta: KarpiSek, Z. Matematika 1V — Statistika a pravdépodobnost.
Ucebni text. FSI VUT v CERM Brno, Brno 2002 (prvni vydani), FSI VUT v CERM Brno,
Brno 2003 (druhé doplnéné vydani). V odkazech déle v textu je pro né pouZzivana zkratka
MIV-SP.

Kapitoly 1 az 9 obsahuji prehledy zdkladnich pojmi, vzorcl a vztahl, zdkladnich
poznatktl, seznamy kontrolnich otdzek a obsahy zadani typickych tloh. Zavérecné oddily maji
jiny charakter: kapitola 10 dopliiuje pfedchazejici text podrobnym vykladem programové
podpory statistickych metod pomoci néstrojti tabulkového procesoru MS Excel, pro manualni
vypocetni vyuziti textu jsou ureny kapitoly Dodatek — zékladni pojmy z kombinatoriky a
Statistické tabulky. Dal$i poznatky muze uzivatel Cerpat z dostupné literatury uvedené
v prehledu na zaveér textu.

Autofti se snazili promitnout do textu své dlouholeté zkusenosti z vyuky predméta se
stochastickym zamétenim a také zahrnout poznatky z aplikaci a potieb statistickych metod jak
ve vyzkumu, tak i v praxi. V tomto smyslu souvisi text s feSenim projektu MSMT Ceské
republiky ¢is. 1M06047 Centrum pro jakost a spolehlivost vyroby CQR.

Brno, duben 2006 Autofi

Upozornéni: UzZiti a Sifeni této elektronické verze ucebniho textu podiéha
v plném rozsahu zakonu Ceské republiky (autorskému zakonu) 121/2000 Sb. ze
dne 7. dubna 2000 a jeho Sifeni je mozné pouze po souhlasu autoru.



1. POPISNA STATISTIKA

1.1 Pfehled zakladnich pojmu a vztaht

Neroztiidény statisticky soubor: (xl yeees X, ) , rozsah n .
Usporddany statisticky soubor: (x(l), . 7 ) , kde X S X(y) PO vSechny indexy i.
Variacni obor: < x,;x,, >

Roztiidény statisticky soubor: (x S ) , X; e stied j-té tridy (x, <x,,),

Jf; absolutni Cetnost j-té tridy, j=1,...m, Z f,=n.
j=1

Relativni éetnost: L ,j=1...m (uvadi se tézZ v %).
n

Pocet tiid: m ~ 1+ 3,3logn pro symetricky soubor, Jn az \2n pro nesymetricky soubor.

, v, Xy — Xy
Délka tiidy: h ~ —————.
m

Kumulativni absolutni Cetnost: F, = ka F L =F+f,]= -1, F=f,F, =n.

k=1
L F, N
Kumulativni relativni etnost:, —, j=1,...,m (uvadi se téZ v %).
n

Cetnostni tabulka pro absolutni &etnosti:

* * *
X, X, . X,
/; /i . I
Aritmeticky primér:
X=— Z X, pro neroztiidény soubor,
= —Z fix; pro roztiidény soubor.

Vlastnosti arttmettckeho priuméru:
a) y=ax+b=>y=ax+b  prorealné konstanty a, b,

b) x+y=Xx+Yy,
C) X < X <X

d) X ma tentyZ rozmér jako znak X .

Medidan pro neroztiidény statisticky soubor:
x( L“] pro lichd n ,
2

1 X, . +x pro suda »
2168 G



Vlastnosti medidanu:
a) y=ax+b = y=ax+b proredlné konstanty a, b,

b) x, <x<x,,

c) X ma tentyZ rozmér jako znak X .

Modus: ¢islo x, v jehoz okoli je nejvice hodnot x,, resp. stfed x; ttidy s nejvétsi absolutni

¢etnosti fj .

Rozptyl (disperze, variance):

1 _ 1 _ PP

st =— ( X, — X )2 = (_ Z x; ] -x° pro neroztiidény soubor,
no nic

2 1 - 5 — 2 1 S *2 —2 M AN

sS==>1 ( X - x) == x?|-% pro roztiidény soubor.

nig n
Vlastnosti rozptylu:
a) >0,

b) y=ax+b=s" (y) =a’s’ (x) pro realné konstanty a, b,
) =0 x, ==X, resp.x; ==X,

2 r v , 7 v
d) s marozmér rovny kvadratu rozméru znaku X .

Smérodatna odchylka: s = \/s_2 .
Vlastnosti smérodatné odchylky:
a) s>0,

b) y=ax+b=s(y)= |a|s(x) pro realné konstanty a, b,

* *
c) s=0x, ==x, 185p. X, =" =X

m

d) s ma tentyZ rozmér jako znak X .

Variacni koeficient: V=

=l |«

Vlastnosti variacniho koeficientu:

a ,
a) v(ax)=—v(x) pro redlnou konstantu a #0,

g

b) v je bezrozmérné ¢islo.
Rozpéti: Xewy = Xq) -

Koeficient Sikmosti (koeficient asymetrie)

1 < 3
n 2. (x —=%)
A=—FH— pro nerozttidény soubor,

S

>/ (5 -%)

=1 T N
A=—1 5 pro roztiidény soubor.
s

I |~




Vliastnosti koeficientu Sikmosti:
a) A>0< hodnoty x, jsou koncentrovany pod X,

b) A4=0< hodnotyx; jsourozloZzeny soumérn€ vzhledemk Xx,

c) A<0< hodnoty x;, jsou koncentrovany nad X,
d) yv=ax+b= A(y)= | | A(x) pro realné konstanty a, b, a # 0,

e) A je bezrozmérné Cislo.

Neroztiidény statisticky soubor: ((x1 s V)5 (X, 0, )) ,rozsah n .

Roztiidény dvourozmérny statisticky soubor: stiedy (x;, Vi ) , absolutni Cetnosti |, ,

relativni Cetnosti Q (uvadi se téz v %), kumulativni Cetnosti F, , j =1

yeees T,

n
ak=1,.,m,(uvadi se téz v %).
Cetnostni tabulka:
Vi .
x; y ym2 f)g
xr .fil e ﬁmz f;cl
X, S . S my Som
fyk ]‘;;1 “ .. fy my n

Margindlni (okrajové) Cetnosti:
my

Sy = Z S S o z S (pfip. v relativnim nebo procentudlnim tvaru),

k=1 Jj=1
m my my
Zf)q zfyk Zijk_
Jj=1 j=l k=1

Koeficient korelace (korelacni koef cient):

—Zx—x yl nyl—xy

r= 50 = ( ) ( ) pro neroztiidény soubor,
s(x)s(y s(x)s(y
1 m_ ) _ my
2.2 =%)0i-7) D WALy
po ke ==

pro roztiidény soubor,

s(x)s() - s(x)s(»)

pricemz Citatelé ve vSech zlomcich vyjadiuji tzv. kevarianci cov.



Vliastnosti koeficientu korelace:

a)

b)
©)
d)
€)

u=ax+b,v=cy+d=r(uv)= ﬁr(x,y) pro realné konstanty a, b, ¢, d,
ac

a#0,c#0,

r(y,x)=r(x,y),

-1<r<l,

r=xl< y=ax+b,a#0,
r je bezrozmérné ¢islo.

1.2 Zakladni poznatky

Seznam (zaved’te zakladni pojmy, uved’te poZadované poznatky):
Zaved'te, pfipadné objasnéte, nasledujici zakladni pojmy a poznatky popisné statistiky
(Napovéda: Vyuzijte skripta MIV-SP str. 8 — 15):

a)
b)

c)
d)

e)
f)
g)

h)
D)
3

k)
D

Zakladni soubor (populace) a jeho prvky (nositelé znaki): statistické jednotky.
Sledované statistické znaky a jejich hodnoty (irovné znaku).

Jednorozmérné, dvourozmérné, vicerozmérné statistické znaky.

Kvantitativni (diskrétni a spojité¢) a kvalitativni (ordindlni a nominélni) statistické
znaky.

Vybér, jeho rozsah (maly a velky), reprezentativnost a homogenita.

Vybér s opakovanim a bez opakovani.

Vybér zamérny (typické jednotky), oblastni, systematicky a ndhodny.

Statisticky soubor (ziskany vybérem), znaceni ( x,,..., X, ), rozsah souboru 7.

Jednorozmérné, dvourozmérné a vicerozmérné statistické soubory. Tabulkovy zépis
vicerozmérného statistického souboru (fadky—statistické jednotky, sloupce— statistické
znaky). Pocet tadki (rozsah souboru) n a pocet sloupcii (rozmér souboru) £.

Usporadany statisticky soubor (x,,...,x, ), variatni obor <x,;x, >, rozp€ti

Xy ~Xqy -

Neroztiidény a roztiidény statisticky soubor.
Ttidy, délka tiidy 4 a pocet tiid m . Volba poctu tiid podle m ~ 1+ 3,3logn , ptipadné

m= na22\/;.

Stiedy trid xj., absolutni Cetnosti f;, relativni Cetnosti =, j=1,..,m, Cetnostni

n
tabulka.

Kumulativni absolutni ¢etnost F e kumulativni relativni ¢etnost —- .
n

Ciselné charakteristiky polohy, proménlivosti a soumérnosti. Zejména: aritmeticky
pramér, medidn, modus, rozptyl, smérodatna odchylka a varia¢ni koeficient.

Grafickd znéazornéni: krabicovy graf pro jednorozmérny statisticky soubor a
rozptylovy graf pro dvourozmérny statisticky soubor. Histogramy.

Cetnostni tabulka pro dvourozmérny statisticky soubor. Marginalni &etnosti.
Kovariance cov. Korela¢ni koeficient » pro neroztiidény a roztfidény dvourozmérny
statisticky soubor.



1.3 Kontrolni otazky

Popiste typy statistickych znakt a uved’te konkrétni ptiklady.

Co je vybér, jaké ma vlastnosti a jak jej provadime?

Definujte statisticky soubor a uved’te, jak souvisi se zékladnim souborem.

Popiste rozttidéni jednorozmérného statistického souboru s kvantitativnim znakem.

Uved’te charakteristiky polohy jednorozmérného statistického souboru s kvantitativnim

znakem, jejich vlastnosti a vyznam.

Uved’te charakteristiky variability a soumérnosti jednorozmérného statistického souboru

s kvantitativnim znakem, jejich vlastnosti a vyznam.

7. Popiste grafickd zndzornéni jednorozmérného statistického souboru s kvantitativnim
znakem.

8. Popiste roztfidéni dvourozmérného statistického souboru s kvantitativnimi znaky a jeho
grafickd znazornéni.

9. Uvedte ¢iselné charakteristiky dvourozmérného statistického souboru s kvantitativnimi
znaky.

10. Jaké vlastnosti a vyznam ma koeficient korelace?

11. Popiste zpracovani a grafickd zndzornéni statistickych soubort s kvalitativnimi znaky.

M

&

1.4 Typické ulohy

Zadani (vysvétlete zakladni pojmy na prikladech):

Zékladni pojmy uvedené v odstavci z 1.2 vysvétlete na vlastnich piikladech. Néapovéda:
Inspirujte se ptiklady z MIV-SP, pouzijte bézné¢ dostupné udaje (vyska studentli ve studijni
skuping aj.).

Zadani (zpracujte neroztridény jednorozmérny soubor):
Zpracujte zadany neroztfidény jednorozmérny statisticky soubor. Vypoctéte vSechny Ciselné
charakteristiky uvedené v odstavci 1.2 bod o).

Zadani (zpracujte roztiidény jednorozmérny soubor):
Zpracujte zadany roztfidény jednorozmérny statisticky soubor (pfipadné neroztiidény soubor
nejprve roztiidit). Vypoctéte vSechny Ciselné charakteristiky uvedené v odstavci 1.2 bod o).

Zadani (zpracujte neroztiidény dvourozmérny soubor):
Zpracujte zadany neroztfidény dvourozmérny statisticky soubor. Vypoctéte vSechny Ciselné
charakteristiky uvedené v odstavci 1.2 body o) ar).

Zadani (zpracujte roztiidény dvourozmérny soubor):

Zpracujte zadany roztifidény dvourozmérny statisticky soubor. Vypoctéte vSechny ciselné
charakteristiky uvedené v odstavci 1.2 body o) a r). Vyuzijte Cetnostni tabulku podle odstavce
1.2 bod q).



2. PRAVDEPODOBNOST A JEJi VLASTNOSTI
2.1 Piehled zakladnich pojmu a vztaht

Relativni ¢etnost (nastoupeni ndhodného jevu A): M
Pravdépodobnost P(A), kde A je z jevového pole Z na zdkladnim prostoru Q:
1. P(A4) = 0 pro vSechny ndhodné jevy 4 € X.
2. P(QY)=1.
3. Pro kazdou posloupnost disjunktnich ndhodnych jevii 4, € 2, i=1, 2,..., je

P[QAI.J:Z::P(A,.).

Zakladni vlastnosti pravdépodobnosti:
a) P(A)=1-P(A4); P(@)=0; 0<PUA)<1;
b) A< B = P(A)<P(B); P(B—A)=P(B)-PA),
¢) P(4U..u4,)=1-P(4N.N4,)=

- Zn:P(A,.)— zn“P(A,. NA)+.+(=1)" P(4n.nd), n=2
i=1

ij=1
ilj

specidlng pron=2 je P(AUB)=1-P(ANB)=P(A)+P(B)-P(ANB).

d) Pro konecny nebo spocetny zakladni prostor Q2
P()- (o))

e) Pro kone¢ny zékladni prostor Q s n stejn¢ pravdépodobnymi elementarnimi jevy a
nahodny jev A4 sestdvajici z m elementdrnich jevii

P(A) =%.

P(AN B)

Podminénd pravdépodobnost: P(A|B) = pro P(B) # 0.

Vlastnosti podminéné pravdépodobnosti:
a) P(4N..nA)=P(A4)P(4|4) P4, |4N..n4,),

specialng pron=2je P(ANB)=P(A)P(B|A)=P(B)P(4|B).

b) Prondhodny jev A4 c UBi , resp. U B, =Q, kde B; jsou disjunktni ndhodné jevy,
i=1 i=1
i=1,...,n, jetzv. uplnd pravdépodobnost

P(4)=) P(B)P(4|B)
i=1
a pro P(A) # 0 Bayesuv vzorec
P(B)P(A|B,
P(B; | A) = (B)P(4]18) , j=1,...,n.

n

2 P(B)P(A|B)

Nezavislé nahodné jevy:
a) A, B jsou nezavislé, pravé kdyz P(A N B)=P(A)P(B).

-10 -



b)

Jestlize A, ..., 4, jsou vzajemn¢ nezavislé, pak:
e P(4n...n4,)=P(4)-P(4,).

o P(4v...u4,)=1-[1-P(4)]-[1-P(4,)], kde néhodné jevy By, ..., B, jsou

vzajemn¢ nezavislé pro libovolné varianty B, = 4., 4, Q.

2.2 Zakladni poznatky

Seznam (zaved’te zakladni pojmy, uved’te poZadované poznatky):
Zaved'te, ptipadné objasnéte, nasledujici zadkladni pojmy a poznatky teorie pravdépodobnosti
a podminéné pravdépodobnosti (Napovéda: Vyuzijte skripta MIV-SP str. 30-36):

a)
b)

¢)
d)

¢)
f)

g)
h)
i)
),
k)
)

Nahodny pokus. Hromadnost, stabilita, rozpoznatelnost.

Zékladni prostor: mnozina moznych vysledki ndhodného pokusu Q.

Urcovani poctu vsech vysledkli ndhodného pokusu pomoci kombinatorickych vzorct.
Nahodny jev 4 jako podmnozina zékladniho prostoru. Jev jisty a jev nemozny.
Elementarni ndhodné jevy. Jev jako matematicky model tvrzeni o vysledcich
nahodného pokusu.

Pocet prvki (ptiznivych vysledkil) ndhodného jevu pomoci kombinatorickych vzorci.
Vztahy mezi jevy. Naslednost jevli pomoci mnozinové inkluze, rovnost nahodnych
jevu.

Operace s nahodnymi jevy (opacny jev, prunik jevi, sjednoceni jevi, rozdil jevl) a
jejich souvislost s logickymi spojkami (negace, a, nebo).

Disjunktni (neslucitelné) jevy.

Opakovani vlastnosti mnozinovych operaci a jejich vyuziti pro operace s ndhodnymi
jevy. Vennovy diagramy pro vysvétleni.

Mnozina uvazovanych jevii modelovand pomoci jevového pole X.

Statistické zavedeni pojmu pravdépodobnost. Souvislost s relativnimi ¢etnostmi.
Axiomatické zavedeni pojmu pravdépodobnost.

m) Formélni model ndhodného pokusu: pravdépodobnostni prostor (Q2,%, P).

n)

0)

p)

)

Moznosti uréeni pravdépodobnosti elementarnich jevi (Gvahy o symetrii, statistické
zjistovani, stanovisko expertl).

Klasicka pravdépodobnost, vypoctovy vzorec P(A) = M a podminka jeho pouziti
n

(stejné pravdépodobné elementarni jevy).
Vyuziti zékladnich vlastnosti pravdépodobnosti: vypocet pravdépodobnosti opaéného
jevu, vypocet pravdépodobnosti sjednoceni disjunktnich (neslucitelnych) jeva,
vypocet pravdépodobnosti obecného sjednoceni jevi.
Vypocty pravdépodobnosti pro ndhodné vybéry: 1) s vracenim a zaleZi na potadi, 2)
bez vraceni a zalezi na potadi, 3) s vracenim a nezalezi na pofadi, 4) bez vraceni a
nezalezi na potadi. Vyuziti potfebnych kombinatorickych vzorct.
P(ANB)

P(B)
Vypocet pravdépodobnosti pruniku dvou nahodnych jevit P(4 B) = P(B)P(A|B) a
zobecnéni pro vice ndhodnych jevi.
Vzorec Uplné pravdépodobnosti a jeho pouziti.
Bayestiv vzorec a jeho pouziti.
Stochasticka nezavislost nahodnych jevi P(4 N B) = P(A)P(B) a P(A|B) = P(4).

Zavedeni podminéné pravdépodobnosti a vzorec P(A4 | B) =

-1 -



2.3 Kontrolni otazky

V ¢em spociva nahodnost ndhodného jevu? Uved’te konkrétni ptiklad.

Co vyjadiuje P(A) vzhledem k nastoupeni jevu A4 pti opakovani pokusu?

Jaky je vztah mezi jevy 4 a 9, jestlize P(4)=07?

Uved’te ptiklad, kdy nelze pouzit tzv. klasickou pravdépodobnost.

Vypoctéte P(AUBUC) pomoci pravdépodobnosti jevi 4, B, C a jejich praniki.
Aplikujte tiplnou pravdépodobnost a Bayestiv vzorec na problém z Vaseho okoli.
Uved’te konkrétni ptiklad na nezavislé nahodné jevy.

Jaky je vztah mezi disjunktnimi jevy a nezavislymi jevy?

Vyjadtete P(AUB) pro (a) nezdvislé (b) “zavislé” ndhodné jevy.

WX h W=

2.4 Typické ulohy

Zadani (vyuziti zakladnich vlastnosti pravdépodobnosti):
S vyuzitim vypoctu pravdépodobnosti opacného jevu a pravdépodobnosti sjednoceni jevl
teste slovni zadani zahrnujici slova ,,alesponi* a ,,nebo*.

Zadani (vybéry s vracenim a bez vraceni):
V krabici je N vyrobkli, znich je M vadnych. Ndhodné vybiradte postupné n vyrobki.
Vypoctéte pravdépodobnost toho, ze:

a) mezi vybranymi vyrobky je pravé x vadnych, kdyz vybrané vyrobky nevracite;

b) mezi vybranymi vyrobky je alespoinl x vadnych, kdyZ vybrané vyrobky nevracite;

¢) mezi vybranymi vyrobky je pravé x vadnych, kdyz vybrané vyrobky vracite;

d) mezi vybranymi vyrobky je alesponi x vadnych, kdyz vybrané vyrobky vracite.
(Napoveéda: Lze téz vyuzit vztahy pro hypergeometrické a binomické rozd€leni
pravdépodobnosti ndhodné veliciny).

Zadani (premist’ovani mezi krabicemi):
Uvazujeme dvé krabice s vyrobky. V prvni krabici je a kvalitnich vyrobki a » nekvalitnich.
V druhé krabici je ¢ kvalitnich vyrobki a d nekvalitnich. Nahodné vybereme jeden vyrobek
z prvni krabice a vlozime jej do druhé krabice. Potom z druhé krabice vybereme opét jeden
vyrobek. Vypoctéte pravdépodobnost toho, ze:

a) z prvni krabice byl vybran kvalitni vyrobek;

b) zprvni i druhé krabice byly vybrany jen kvalitni vyrobky;

¢) z druhé krabice byl vybran kvalitni vyrobek;

d) z prvni krabice byl vybran kvalitni vyrobek, kdyZ vime, ze z druhé krabice byl vybran

kvalitni vyrobek.

Zadani (testovani kvality vyrobku):
Mame skupinu N vyrobki, z nich je M vadnych, zbyvajici vyrobky jsou kvalitni. Nahodné
vybirdme jeden vyrobek. Test jakosti vyrobku oznaci vybrany vadny vyrobek jako vadny
s pravdépodobnosti p a vybrany kvalitni vyrobek oznaci jako vadny s pravdépodobnosti g.
Vypoctéte pravdépodobnost toho, ze:

a) nahodné vybrany vyrobek je kvalitni;

b) nadhodné vybrany vyrobek je kvalitni a je oznacen jako kvalitni;

¢) nahodné vybrany vyrobek je oznaen jako kvalitni;

d) nahodné vybrany vyrobek, ktery byl oznacen jako kvalitni je skute¢né kvalitni.
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3. NAHODNA VELICINA A JEJi CHARAKTERISTIKY

3.1 Prehled zakladnich vztahu

Distribucni funkce: F(x)=PX<x)= P (X € (—ox; x)) pro vSechna xe(—oo;+00).
Vlastnosti distribucni funkce:
a) 0<F(x)<1 provsechna xe(—o0;+o),
b) F(x) je neklesajici, zleva spojitd a ma nejvySe spocetné mnoho bodi nespojitosti
na (—o0;+0),
¢) lim F(x)=0, lim F(x)=1,
d) P(a<X<b)=F(b)—-F(a) pro libovolna redlna ¢isla a < b,
specialné P(a< X)=1—- F(a), PX<b)=F(b), P((0<X)=P(X<o)=1,
e) P(X =c)=limF(x)—-F(c) pro libovolné realné Cislo c.

Zakladni druhy nahodnych velicin: diskrétni, spojité.

Pravdépodobnostni funkce diskrétni nahodné veliciny: p (x) =P (X = x) >0, x=Xx,,X,,....
Vlastnosti pravdépodobnostni funkce:

a) > p(x)=1,

b) F(x)=) p(r) pro viechna x € (-00;+o0),

<x

c) P(X eM ) = Z p(x) pro libovolnou mnozinu redlnych cisel M.

xeM

Hustota pravdépodobnosti spojité nahodné veliciny: takova nezdporna funkce f(x), ze pro
vSechna xe(—o0;+00) je

F(x)= [ f(e)t.
Vlastnosti hustoty pravdépodobnosti:
a) [ f(xde=1,

b) fix)= F'(x), pokud derivace existuje,
¢) Pla<X<b)y=Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pa<X<b)=

b
= If(x)dx = F(b)— F(a) pro libovolna redlna ¢isla a < b,
d) P(X=c)=0 pro libovolné realné cislo c.

Stiedni hodnota:
E(X)= pr(x) pro diskrétni nahodnou veli¢inu X (pokud fada konverguje absolutn¢),

E(X)= J. xf (x)dx pro spojitou ndhodnou veli¢inu X (pokud integral konverguje absolutng).
Vlastnosti stiedni hodnoty:
a) E(aX+ b)=aE(X)+ b pro libovolna realna ¢isla a, b,
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b) E(ZX}} = ZE (X,.) pro ndhodné velic¢iny Xi,..., X,,
¢) E(X) ma tentyz rozmér jako ndhodna veli¢ina X.
Rozptyl (disperze, variance):
D(X)=E([X -EX)]).

Viastnosti rozptylu:
a) D(X)= Z(x E(X))’ p(x) Zx p(x)—(E(X))’ pro diskrétni nahodnou veli¢inu

X (pokud rada konverguje),
b) D(X)= j (x — E(X))? f(x)dx = j x> f(x)dx — (E(X))* pro spojitou nahodnou

veli¢inu X (pokud integral konverguje),

c) DX)=0,
d) D(aX+ b)=d* DX) pro libovolna reédlna Cisla a, b,

e) D (Z X ij ZD pro nezavislé ndhodné veli¢iny X, ..., X,
i=1

f)  D(X) ma rozmér rovny kvadratu rozméru ndhodné veli¢iny X.

Smérodatnd odchylka: o(X)=/D(X).
Vliastnosti smérodatné odchylky:

a) o(X)=20,
b) o(aX+ b)=|a| o(X) pro libovolna redlna ¢isla a, b,
c) o(X) ma tentyz rozmér jako ndhodna veli¢ina X.

E(X -EX)T)

Koeficient Sikmosti (koeficient asymetrie): A(X) = 3
[o(X)]

Vliastnosti koeficientu Sikmosti:
a) Pro symetrické rozdé€leni je A(X) =0, pro rozd€leni protahlejsi smérem nalevo je
A(X) < 0 apro rozdéleni protahlejsi smérem napravo je A(X) > 0.

c) A(X) je bezrozmérné Cislo.

b) A(aX +b)= A(X) pro realné konstanty a, b, a # 0,

P-kvantil (100P %-kvantil):
1. xp=inf {x; F(x) 2 P} pro0< P < 1,
2. specialné€ pro spojitou ndhodnou veli¢inu X s rostouci distribucni funkei je F(xp) = P,
3. X5 je medidn.

Modus: hodnota x, v niZ nabyva pravdépodobnostni funkce nebo hustota pravdépodobnosti
maximum, piip. suprémum.
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3.2 Zakladni poznatky

Seznam (zaved’te zakladni pojmy, uved’te poZadované poznatky):
Zaved'te, piipadné objasnéte, nasledujici zakladni pojmy a poznatky problematiky ndhodnych
veli¢in a jejich rozdéleni pravdépodobnosti (Napoveéda: Vyuzijte skripta MIV-SP str. 51-56):

a)
b)
©)

d)

k)

Néhodna veli¢ina a jeji rozdéleni pravdépodobnosti.

Diskrétni a spojita ndhodna veli¢ina.

Zakladni funkéni charakteristika diskrétni ndhodné veli¢iny: pravdépodobnostni
funkce, jeji graf a vlastnosti.

Distribu¢ni funkce diskrétni ndhodné veliCiny, jeji graf a vlastnosti. Vztahy mezi
pravdépodobnostni a distribu¢ni funkci.

Zakladni funkéni charakteristika  spojité ndhodné veliiny: hustota rozdéleni
pravdépodobnosti, jeji graf a vlastnosti.

Distribu¢ni funkce spojité ndhodné veliCiny, jeji graf a vlastnosti. Vztahy mezi
hustotou a distribu¢ni funkei.

Shrnuti obecnych vlastnosti distribu¢ni funkce ndhodné veliciny.

Vypocty pravdépodobnosti ndhodnych jevii pomoci pravdépodobnostni funkce nebo
hustoty.

Vypocty pravdépodobnosti ndhodnych jevli pomoci distribu¢ni funkce.

Ciselné charakteristiky nahodné veli¢iny, zejména: stiedni hodnota, modus, medidn,
rozptyl, smérodatnd odchylka a kvantily. Geometricka interpretace n¢kterych
charakteristik.

Vypocty uvedenych Ciselnych charakteristik, samostatné vztahy pro diskrétni a spojita
rozdéleni pravdépodobnosti. Zjednoduseni vypoctu pro rozptyl.

3.3 Kontrolni otazky

e Al

Uvedte 3 konkrétni piiklady na diskrétni a spojité ndhodné veli¢iny.

Nacrtnéte graf distribu¢ni funkce a popiste jeji vlastnosti.

Jakymi funk¢nimi charakteristikami se popisuje diskrétni ndhodna veli¢ina?
Jakymi funkénimi charakteristikami se popisuje spojitd ndhodna veli¢ina?
Které Ciselné charakteristiky vyjadiuji polohu rozdéleni pravdépodobnosti?
Které ¢iselné charakteristiky vyjadiuji variabilitu rozdéleni pravdépodobnosti?
Jaké zékladni vlastnosti ma stiedni hodnota ndhodné veliCiny? Interpretujte je!
Jaké zakladni vlastnosti mé rozptyl ndhodné veli¢iny? Interpretujte je!

Co znamena D(X) = 0?

10. Jaké zékladni vlastnosti ma koeficient Sikmosti nahodné veli¢iny? Interpretujte je!

11. Urcete stfedni hodnotu a median ceny vyrobku v €, jestlize je zndma jeho cena v K¢.

12. Urcete rozptyl a smérodatnou odchylku ceny vyrobku v US $, jestlize je znama jeho cena
v K¢.

13. Co vyjadiuje median ndhodné veliciny?

14. Co vyjadiuje modus ndhodné veliciny?

3.4 Typické ulohy

Zadani (Skolsky priklad na diskrétni nahodnou veli¢inu):
Tabulkou je zadéna realnd funkce realné proménné p(x) (méd nenulové funkcéni hodnoty

v kone¢né mnoha bodech). Vyfeste nasledujici problémy:

a)

urete neznamou konstantu c tak, aby funkce p(x) byla pravdépodobnostni funkci,
nacrtnéte jeji graf;
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b) pro funkci p(x) vypoététe distribuéni funkci F(x). Reseni zapiste formou tabulky a
nacrtnéte graf distribucni funkce;

c) vypoctéte vybrané cCiselné charakteristiky (n€které ze seznamu: stfedni hodnota,
modus, median, rozptyl, smérodatna odchylka);

d) vypoctéte pravdépodobnost zadaného slozeného jevu (priniku, sjednoceni jevi).

Zadani (Skolsky priklad na spojitou nahodnou veli¢inu):
Je zadédna redlné funkce realné proménné f(x) (obvykle je definovana po Castech). Vyfteste
nasledujici problémy:
a) urcCete neznamou konstantu c tak, aby funkce f(x) byla hustotou rozdé€leni
pravdépodobnosti, nacrtnéte jeji graf;
b) pro funkci f(x) vypoltéte distribuéni funkci F(x). ReSeni piehlednd zapiste a
nacrtnéte graf distribu¢ni funkce;
c) vypoctéte vybrané Ciselné charakteristiky (nekteré ze seznamu: stfedni hodnota,
modus, median, rozptyl, smérodatna odchylka);
d) vypoctéte pravdépodobnost zadaného slozeného jevu (priiniku, sjednoceni jevit).
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4. NAHODNY VEKTOR A JEHO CHARAKTERISTIKY
4.1 Piehled zakladnich pojmu a vztaht

Simultanni (sdruZena) distribucni funkce:
F(x,y)=P(X <x,Y <y)=P((X,Y) € (—0; x) x (-o0; y)) pro libovolné (x, y) & (—o0;+o0),

Viastnosti simultanni distribucni funkce:

a) 0<F(x,y) <1 pro vSechny dvojice (x,y) € (—o0;+00),

b) F(x,y) je neklesajici a zleva spojita v kazdé proménné x a y,

C) limF(x,y):F(—oo,y)=limF(x,y):F(x,—oo)=0,

X—>—w0 y—>—o
lim )F(x,y) = F(+00,40) =1 .

(x,y)~>(+oo,+oo

Simultanni pravdépodobnostni funkce:

px,y) = P(X=x,Y=y) >0 pro (x,y) = (x1, y1), (X2, y2),... .
Vlastnosti simultanni pravdépodobnostni funkce:

a) > p(x,y) =1,

b) F(x,y)=>.> p(u,v) pro viechny dvojice (x, y) €(—o0;+00),

u<x v<y

c) P((X,Y)EM): ZZp(x,y) pro Mc (—oo;+oo)2.

(x.y)eM

Margindlni pravdépodobnostni funkce:

pr(x) =Y p(x, ), py(¥)=D.p(x, ).

Margindlni distribucni funkce:

Fo(x)=)pe (=D p(t,y) = F(x,+®),

1<x t<x y

F,(3)=D py ()= p(x,1) = F(+0,y).

t<y X 1<y

Podminéné pravdépodobnostni funkce:

(x| y)= P(X =x|¥ = y)= PY)
Py (»)

Py X)=P(Y = y| X = x)= 22Y).
px(x)

Nezavislé nahodné veliciny (X a Y):
F(xy) = FXX)Fy(y) a p(x.y) = pxx)px(y) pro viechny dvojice (x,y) € e (-o0;+e0)” .

Stied (centrum):

(E(X), E(V), kde E(X) =D ap,(x) =D > xp(x,y), E(Y) = yp,(»)=2. > yp(x,y).

Kovariance:
cov(X,Y) = E([x—E(X)][y —E(Y)]) =E(XY)-E(X)E(Y).
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Vliastnosti kovariance:

a) cov(X,Y)=> > [x—EX)Iy-EX)p(x,y) =)D xyp(x,y)— E(X)E(Y),

pokud fady konverguji absolutné,

b) cov(X, Y) = cov(Y, X),

¢) cov(X, X) = D(X), cov(¥, Y) = D(Y),

d) DX+ Y)=DX)+D(Y) + 2cov(X, ),

e) X, Ynezavislé = cov(X, Y)=0 a E(X, Y)=EWXE(),

f) cov(aX+ b, cY+ d)=ac cov(X,Y) pro libovolna realna ¢isla a, b, ¢, d,

g) cov(X, Y) ma rozmér rovny soucinu rozméri X a Y.

L ( D(X) COV(X,Y)]
Kovariacni matice: cov(X,Y)= .
cov(Y, X) D(Y)

Koeficient korelace (korelacni koeficient):
p@KY)Z“W(X—ELXXY—EUQJZawL&Y): aw@&Y)‘
o(X) o) o(X)o(Y) /D(X)D(Y)

Vliastnosti koeficientu korelace:

a) pX,Y)=p(Y, X),

b) A, X) = (Y, ) =1,

¢) ~l<pX N<l,

d) p(aX +b,cY +d)= ﬁp()(, Y) pro libovolna redlna Cisla a, b, ¢, d, kde ac # 0,
ac

e) Y=aX+b < |pX, Y)=1,kdea, bjsouredlna ¢isla, a # 0,
f) X, Ynezavislé = po(X, Y)=0,
g) p(X, Y) je bezrozmérmé Cislo.
oo 1 pX,Y)
Korelacni matice: p(X,Y) = .
pY,X) 1

Nekorelované nahodné veliciny (X a Y):
a) p(X,Y)=0,resp. cov(X, ¥)=0,
b) nezavislé ndhodné veli¢iny jsou nekorelované, ale nekorelované ndhodné veliciny
nemusi byt nezavislé.

4.2 Zakladni poznatky

Seznam (zaved’te zakladni pojmy, uved’te poZadované poznatky):
Zaved'te, piipadné objasnéte, nasledujici zdkladni pojmy a poznatky problematiky diskrétniho
nahodného vektoru (Napovéda: Vyuzijte skripta MIV-SP str. 67-75):
a) Nahodny vektor. SloZzky a populace.
b) Dvourozmérny ndhodny vektor. Diskrétni sdruzené rozdéleni pravdépodobnosti.
¢) Sdruzena pravdépodobnostni funkce p(x,y), jeji graf a vlastnosti.
d) Sdruzena distribu¢ni funkce F(x,y),jeji graf a vlastnosti.
e) Vypocet pravdépodobnosti ndhodného jevu pomoci sdruzené pravdépodobnostni
funkce nebo sdruzené distribu¢ni funkce.
f) Marginalni rozdéleni pravdépodobnosti, margindlni pravdépodobnostni funkce
Py (x), py(y) amargindlni distribucni funkce F, (x), F, (»).
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g) Vztahy mezi sdruzenymi a  margindlnimi  funkénimi  charakteristikami
(pravdépodobnostni a distribuéni funkci).

h) Podminéné rozdéleni pravdépodobnosti, podminénd pravdépodobnostni funkce

Px(x]y), py(¥|x) apodminénd distribuéni funkce F, (x|y),F,(y]x).

1) Nezavislost nahodnych velicin.

j) Ciselné charakteristiky diskrétniho nahodného vektoru. Vyuziti &iselnych charakteristik
nahodnych velicin (stiedni hodnota, rozptyl).

k) Kovariance, kovarian¢ni matice, koeficient korelace, korelaéni matice. Nekorelovanost
a nezavislost nahodnych velicin.

4.3 Kontrolni otazky

=00k

Proc je nutno k popisu dvojice nahodnych veli¢in pouzit ndhodny vektor?

Uved'te asponi 3 konkrétni ptiklady na diskrétni ndhodny vektor.

Uved’te asponl 3 konkrétni piiklady na spojity nahodny vektor.

Jaké simultanni funkéni charakteristiky popisuji ndhodny vektor?

Jaké marginalni a podminéné funkcni charakteristiky popisuji nahodny vektor?

Kdy jsou slozky ndhodného vektoru nezavislé?

Uved'te zékladni ¢iselné charakteristiky nahodného vektoru.

Jaké vlastnosti ma koeficient korelace?

Jaky je vztah mezi nekorelovanymi slozkami a nezavislymi slozkami nahodného vektoru?

. Jak se zméni kovariance a koeficient korelace ceny v K¢ a mnozstvi v kg, jestlize cenu

vyjadiime v halétich a mnoZstvi v tunach?

4.4 Typické ulohy

Zadani (diskrétni nahodny vektor):
Tabulkou je zadana realna funkce dvou realnych proménnych p(x,y) (ma nenulové funkcéni
hodnoty v kone¢n¢ mnoha bodech). Vyteste nasledujici problémy:

a) urcete nezndmou konstantu £ tak, aby funkce p(x,y) byla pravdépodobnostni funkci;

b) pro funkci p(x,y) vypoctéte distribucni funkci F(x,y) a feSeni zapiSte formou
tabulky;

c) vypoctéte marginalni pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce;

d) posud’te nezavislost slozek ndhodného vektoru;

e) vypoctéte nékteré zadané podminéné pravdépodobnostni funkce;

f) vypoctéte koeficient korelace;

g) vypoctéte pravdépodobnost zadaného slozeného jevu.
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5. ROZDELENi PRAVDEPODOBNOSTI PRO APLIKACE

5.1 Piehled zakladnich pojmu a vztah
Binomické rozdéleni Bi(n, p), kde n je ptirozené ¢islo, p je redlné Cislo, 0 < p < 1:
n n-x
p(x)= [xjpx (I-p)", x=0,1,...,m

1-2p

E(X) =np; D(X)=np(l - p); A(X)=m; (n+tDp-1<x<(n+l)p.

Hypergeometrické rozdéleni H(N, M, n), kde N, M a n jsou takova pfirozend Cisla, Ze
1<n<N,1<M<N:

o)
AiPAN x=max {0, M— N+ n}, ..., min {M, N};

p(x) = N )
)
E(X)ZWM; D(X)=HM(1—MJN_H; a—1<x <a,kde a:(M+l)(n+1)'
N N N ) N-1 N+2

Poissonovo rozdéleni Po(A), kde A je redlné Cislo, 4> 0:

X

—A _ .
, x=0,1,...;

A
px)="=e
X.

EQO =4 D)= 2; A(X)=%; a-1

IA
=>
IA
N

Rovnomérné rozdéleni R(a, b), kde a, b jsou redlna Cisla, a < b:
1

f(x)=<b-a
0 pro xe<a;b>;

pro x e <a; b>,

0 pro xe(-»;a),
F(x)= x-4a pro x €{a;b),
b—a

1 pro xe(b;+x);

_ . _a+b _(b-ay
E(X)= x5 =52 D) =220 AX)=0.

Normadlni rozdéleni N(u, o ), kde 1, o jsou redlna Cisla, o> 0:

1 (x-) .
f(x)—o_\/ﬂexp{ . },xe( , +o0);

B(X) =xo5= £=p; DX)= 0% A(X)=0.
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Zakladni vlastnosti normdlniho rozdéleni N(u, 02) a N(0;1):
X-u
o

(zdkladni) normadlni rozdéleni N(0;1) s distribucni funkci @(u) - viz tabulku T1.
b) d(-u)=1- NAu),

c) u_,=-u,, 0<P<I,
d) F(x)ch(x_”j,
O

e) x,=pu+0ox,, 0<P<I.

a) nédhodna veli¢ina U = , kde X ma normalni rozdéleni N(z, 0%), mé normované

Aproximace rozdéleni:

a) Binomické rozdéleni Bi(n, p), kde p<0,1 a n>30, aproximujeme Poissonovym
rozdélenim Po(A), kde polozime A = mp. Jestlize np(1 — p) > 9, mizeme binomické
rozd&leni nahodné veli¢iny X aproximovat normalnim rozd&lenim N(z, o%), kde klademe
1=np a o= np(l — p). Pro celd nezaporn4 &isla a, b potom je

1 1
b+——np a———np
P(a<X <h)~®| ——2 —p| ——2

vnp(l-p) vnp(1-p)

b) Hypergeometrické rozdéleni H(N, M, n) pro n/N<0,1 aproximujeme binomickym
rozdélenim Bi(n, p), kde klademe p = M/N, anebo je pro n/N < 0,1, M/N<0,1 a n>30
aproximujeme Poissonovym rozdélenim Po(A), kde polozime A = nM/N.

c) Poissonovo rozdéleni Po(4) ndhodné veli¢iny X je kladn¢ asymetrické, avSak pro 4> 9 je
miZeme aproximovat normalnim rozd&lenim N(z, o), kde klademe x= o*= A. Pro cela
nezapornd ¢isla a, b potom je

prr-a] fa-t-z
Pa<X<h)~® —2 || —2

Vi JA

5.2 Zakladni poznatky

Seznam (zaved’te zakladni pojmy, uved’te poZadované poznatky):
Zaved'te, piipadné objasnéte, nasledujici zakladni pojmy a poznatky problematiky ndhodnych
veli¢in a jejich typickych rozdéleni pravdépodobnosti (Napovéda: Vyuzijte skripta MIV-SP
str. 85-95):
a) Funkéni a ¢iselné charakteristiky pro vybrand diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti:
alternativni, binomické, hypergeometrické, Poissonovo.
b) Typicka slovni zadani pro uvedena diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti.
c) Funkéni a Ciselné charakteristiky pro vybrand spojitd rozdéleni pravdépodobnosti:
rovnomérné, normalni, exponencialni.
d) Typicka slovni zadéni pro uvedend spojita rozdéleni pravdépodobnosti.
e) Hledani ve statistickych tabulkach a transformace vysledki pro normalni rozdéleni
pravdépodobnosti.
f) Aproximace rozdéleni pravdépodobnosti.
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5.3 Kontrolni otazky

1.

2.

3.

4,

5.

Uved’te aspont 3 konkrétni ptiklady na binomické rozdéleni pravdépodobnosti a popiste
vyznam jejich parametrl i ¢iselnych charakteristik.

Uved’te asponi 3 konkrétni priklady na hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti a
popiste vyznam jejich parametrii i ¢iselnych charakteristik.

Uved’te aspon 3 konkrétni priklady na Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti a popiste
vyznam jejich parametrl i ¢iselnych charakteristik.

Uved’te aspont 3 konkrétni ptiklady na normalni rozdéleni pravdépodobnosti a popiste
vyznam jejich parametrl i ¢iselnych charakteristik.

Proc¢ se pouzivaji aproximace rozdéleni pravdépodobnosti.

5.4 Typické ulohy

Zadani (typické rozdéleni pravdépodobnosti):
Na zakladé€ slovniho zadani urcete typ rozdéleni pravdépodobnosti a vypocitejte:

a) hodnoty pravdépodobnostni funkce (pfipadné hustoty rozdéleni pravdépodobnosti);

b) hodnoty distribu¢ni funkce F'(x) a nacrtnéte jeji graf;

c) vypoctéte vybrané Ciselné charakteristiky (napf. stfedni hodnota, modus, medidn,
rozptyl, smérodatna odchylka);

d) vypoctéte pravdépodobnost zadaného ndhodného jevu.
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6. Nahodny vybér

6.1 Prehled zakladnich vztaht

Zakladni ulohy matematické statistiky:
o odhady parametru a rozdéleni,

e testovdni statistickych hypotéz o parametrech a rozdélenich.

Ndhodny vpbér: ndhodny vektor X = (X,....X, ) s nezavislymi slozkami X;, které maji stejné

rozdéleni jako pozorovand ndhodna veli¢ina X s distribu¢ni funkci F (x, 9) .

Simultdnni distribu¢ni funkce ndhodného vybéru: F (x;9)=F (x,,....x,;9) = ﬁ F(x;9).

i=1
Statisticky soubor x = (x] yeeesX, ) : pozorovana hodnota ndhodného vybéru X = (X .6 ) .
Vybérovy prostor: mnozina vSech statistickych souborti.
Vybérovd charakteristika (statistika): funkce ndhodného vybéru T(X,,...X, ).
Empiricka charakteristika (pozorovand hodnota statistiky T): t =T (x1 yeeesX, )

Zakladni princip matematické statistiky (statistické indukce):

Néhodna veli¢ina Teoreticka charakteristika
X 9
A
v
Nahodny vybér Vybérova charakteristika
e e T > ik L X
N Statisticky soubor Y Empiricka charakteristika [ |
(X190009 Xn) t=T(X150009 Xn)

DuleZité vybérové charakteristiky:
- 1¢
1) vpbérovy primér X ==Y X,,
n g

2) vpbérovy rogpiyl  S* =1 M(x,-X),

i=1

3) vybérovd smérodatnd odchylka S =~/S*,

IS (x,-X)(v,-7)

W)

4) vybérovy koeficient korelace R = —=
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Zikladni viastnosti vybérového priméru X a vybérového rozptylu S* :
a) E(X)=E(X),

-1

n

b) D()_()=¥, a(f): D(X).

Nevychyleny vybérovy rogpyl: §* = ——§° = ! IZ(Xi —)?)2 .
n —

Rozdéleni pravdépodobnosti vybérovych charakteristik (statistickd rozdéleni):

1. Normdlni rozdéleni N(u; %), kde p, o jsou redlna &isla, o > 0 - viz tabulku T1 pro
N(0;1).

2. Pearsonovo rozdéleni (chi-kvadrdt rozdéleni) y(k) s k stupni volnosti, kde k je pfirozené
¢islo - viz tabulku kvantila T3.

3. Studentovo rozdéleni (t rozdéleni) S(k) s k stupni volnosti, kde k& je ptfirozené Cislo - viz
tabulku kvantili T2.

4. Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni (F rozdéleni) F(ky, k») s ki, kz stupni volnosti, kde ki, k>
jsou piirozena ¢isla - viz tabulku kvantila T4.

Zikladni viastnosti pro X s rozdélenim N(u; °):
2

a) X ma normalni rozdéleni N(u;i),
n

X —
b) £ Jn ma normalni rozdéleni N(0;1),
o
X—u . .
c) vn—1 ma Studentovo rozdéleni S(n — 1),
nsS* CToawd o2
d) - ma Pearsonovo rozdéleni y (n —1).
1 n
" ZX i My
Asymptotickd vilastnost vybérového priiméru: posloupnost B Jn,kde X X,

Oy
jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny s libovolnym stejnym rozdélenim pravdépodobnosti (se
sttedni hodnotou g, a smérodatnou odchylkou o), konverguje pro n — o k ndhodné
veli¢in€ s rozdélenim N(0;1).

6.2 Zakladni poznatky

Seznam (zaved’te zakladni pojmy, uved’te poZadované poznatky):
Zaved'te, ptipadné objasnéte, nasledujici zékladni pojmy a poznatky problematiky ndhodného
vybéru (Napovéda: Vyuzijte skripta MIV-SP str. 102-109):
a) Pozorovand ndhodné veli¢ina (zdkladni soubor), ndhodny vybér a statisticky soubor
jako realizace ndhodného vybéru, vybérovy prostor.
b) Vybérova charakteristika (statistika) a jeji pozorovana hodnota (realizace statistiky).
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c) Typické vybérové charakteristiky: vybérovy primér, vybérovy rozptyl, vyb&rova
smérodatnd odchylka, vybérovy koeficient korelace.

d) Zakladni vlastnosti vybérovych charakteristik nezavislé na rozdéleni pravdépodob-
nosti zakladniho souboru.

e) Vybrané vlastnosti vybérovych charakteristik zavislé na rozdéleni pravdépodobnosti
zakladniho souboru. Statisticka rozdé€leni: Pearsonovo, Studentovo, Fisherovo—Sne-
decorovo.

f) Zakladni asymptoticka vlastnost vybérového priimeéru.

6.3 Kontrolni otazky

Jaké dv¢ zakladni ulohy se fesi v matematické statistice? Uved’te konkrétni piiklady.
Definujte ndhodny vybér, jeho realizaci a popiste jeho simultanni funkéni charakteristiky.
Definujte vybérovou charakteristiku a empirickou charakteristiku.

Popiste princip statistické indukce.

Popiste zakladni vlastnosti vybérového pruméru a vybérového rozptylu.

Jaka zakladni tzv. statistickd rozdéleni pravdépodobnosti pouzivame?

Jaké rozdéleni pravdépodobnosti ma vybérovy primér, jestlize pozorovanad nahodna
veli¢ina ma normalni rozdéleni?

8. Jakym rozdélenim pravdépodobnosti mizeme pro dostatecné velky rozsah ndhodného
vybéru aproximovat rozdéleni vybérového priiméru, jestlize pozorovana ndhodnd veli¢ina
ma znadmou stfedni hodnotu i rozptyl?

Nk W=
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7. ODHADY PARAMETRU
7.1 Piehled zakladnich pojmu a vztaht

Odhad parametru 9 : statistika 7(X,..., X,), kterd nabyva hodnot blizkych parametru 9.
Nestranny (nevychyleny) odhad: E(T) = 8.

Nejlepsi nestranny odhad: nestranny odhad s nejmensim rozptylem.
Konzistentni odhad: limP(|T - 8|( g) =1 pro libovolné redlné ¢islo € ) 0.

n—>0

Vlastnosti:
a) X je nestranny konzistentni odhad stfedni hodnoty E(X),

b) Ll S* je nestranny konzistentni odhad rozptylu D(X).

Bodovy odhad parametru $: pozorovana hodnota =T (xl,...,xn) na statistickém souboru
(%1, ).

Bodové odhady zdkladnich Ciselnych charakteristik:

E(X)=%,D(X)= n” lsz,O'(X)z\/Zs,p(X,Y):r.

Interval spolehlivosti (konfidencni interval) pro parametr 9 se spolehlivosti 1 — « : dvojice
statistik (7;; 7, ), pficemz P (T, < 9<T,)=1-a pro a €(0;1).

Intervalovy odhad parametru 8 se spolehlivosti 1 —« : (tl;t2> , kde ¢,,¢, jsou hodnoty

statistik 7, 7, na statistickém souboru (x, ,...,x, ).

Odhady parametri normdlniho rozdéleni:

a) Bodové odhady: u=7%, 0’ =——5*, 6=, |——s, p=r.
n—1 n—1

b) Intervalovy odhad stiedni hodnoty 1 pFi nezndmém rozptylu o” :

_ s s
R — ),
< " n—1 \/n—1>

kde #,_,, je (1 —%) - kvantil Studentova rozdé-leni S(k) s k& =n — 1 stupni volnosti -

I’lS2 . I’ZS'2
2 2 2 2
Zl—a/Z za/2

kde y; je P -kvantil Pearsonova rozdéleni y*(k) s k=n—1 stupni volnosti - viz
tabulku T3.
d) [Intervalovy odhad koeficientu korelace p pro n>10:

<tgh z,;tgh Zz> >

X+ g

viz tabulku T2.
¢) Intervalovy odhad rozptylu o’ :
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u u
n-—3 n-—3 2 1-r n-1

z -z 2z
e —e e” -1 . o . . o
tghz = = au ,, Je (I—Ej-kvantll normovaného normélniho

e+e” e +1
rozd€leni N(0;1) - viz tabulku T1. Pro 1 — a= 0,95 je u,4,; =1,960 apro 1l —a=
= 0,99 je 15 =2,576.

Odhady parametru binomického rozdéleni:

a) Bodovy odhad: p = X,
n

b) Intervalovy odhad p pro n > 30:

kde u,_,, Je (l - %) - kvantil normovaného normalniho rozdéleni - viz tabulku T1.

7.2 Zakladni poznatky

Seznam (zaved’te zakladni pojmy, uved’te poZadované poznatky):
Zaved'te, ptipadné objasnéte, nasledujici zdkladni pojmy a poznatky problematiky bodovych a
intervalovych odhadt (Napovéda: Vyuzijte skripta MIV-SP str. 111-118):

a) Pojem odhadu: nezndmy parametr, statistika (vybérova charakteristika) jako odhad.

b) Vlastnosti odhadu: nestrannost a konzistence.

¢) Bodovy odhad jako pozorovana hodnota odhadu.

d) Interval spolehlivosti pro parametr rozdéleni. Spolehlivost 1—¢ . Intervalovy odhad
jako pozorovand hodnota intervalu spolehlivosti.

e) Jednostranné a oboustranné intervalové odhady.

f) Souvislost piesnosti a spolehlivosti intervalového odhadu.

g) Odhady parametrii normalniho rozd€leni (jednorozmérny piipad): bodové odhady
sttedni hodnoty, rozptylu a smérodatné odchylky, intervalové odhady stfedni hodnoty,
rozptylu a smérodatné odchylky.

h) Bodovy a intervalovy odhad koeficientu korelace (dvourozmérné normélni rozdéleni).

1) Bodovy a intervalovy odhad parametru p binomického rozdéleni.

7.3 Kontrolni otazky

Definujte pojem odhadu parametru a jeho druhy.

Definujte bodovy odhad a uved’'te bodové odhady zakladnich ¢iselnych charakteristik.
Popiste interval spolehlivosti a intervalovy odhad parametrti.

Jaky vyznam ma spolehlivost intervalového odhadu?

Jaké druhy intervalovych odhadd pouzivame?

Jaky vliv ma zména spolehlivosti na velikost intervalového odhadu pii zachovani rozsahu
nahodného vybéru?

S e
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7. Jaky obecny vliv md zména rozsahu nahodného vybéru na velikost intervalového odhadu
pii zachovani jeho spolehlivosti?

8. Jakou spolehlivost ma bodovy odhad?

9. Co rozumime standardni chybou intervalového odhadu?

7.4 Typické ulohy

Zadani (jednorozmérny soubor, odhady parametri):
Zpracovanim zadaného jednorozmérného statistického souboru ziskaného vybérem z nor-
malniho rozdéleni urcete:
a) bodové odhady stiedni hodnoty, rozptylu a smérodatné odchylky;
b) pro zadanou spolehlivost 1—a vypoctéte intervalové odhady stfedni hodnoty,
rozptylu a smérodatné odchylky.

Zadani (jednorozmérny soubor, odhady parametrii):
Zpracovanim zadaného jednorozmérného statistického souboru ziskaného vybérem z bino-
mického rozdéleni Bi(1,p) urcete:

a) bodovy odhad parametru p;

b) pro zadanou spolehlivost 1 -« vypoctéte intervalovy odhad parametru p.

Zadani (dvourozmérny soubor, odhady parametrii):
Zpracovanim zadané¢ho dvourozmérného statistického souboru (nesetfidéného) ziskaného
vybérem z dvourozmérného normalniho rozdéleni urcete:
a) bodové odhady stiednich hodnot, rozptyli, smérodatnych odchylek a koeficientu
korelace;
b) pro zadanou spolehlivost 1—a vypoctéte intervalové odhady stfednich hodnot,
rozptylti, smérodatnych odchylek a koeficientu korelace.
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8. TESTOVANI STATISTICKYCH HYPOTEZ
8.1 Prehled zakladnich pojmu a vztaht

Statistickd hypotéza H: tvrzeni o vlastnostech rozdéleni pravdépodobnosti pozorované ndhod-
né veliCiny X s distribu¢ni funkei F (x,9).

Test statistické hypotézy: postup, jimz ovérujeme danou hypotézu.
Princip testovdni: proti testované nulové hypotéze H stavime alternativni hypotézu H .

Druhy hypotéz: dvoustranné, jednostranné, sloZené, parametrické, neparametrické.

Testovani hypotézy: testové kritérium T (X . ¢ ) , kriticky obor W, ajeho dopln¢k We,

hladina vyznamnosti o> 0.
Rozhodnuti o hypotéze H pomoci pozorované hodnoty testového kritéria =T (x1 yeees X, ) :

e te W, = zamitime hypotézu H a nezamitime hypotézu H na hlading vyznamnosti ¢,

o (e W.= nezamitime hypotézu H a zamitdme hypotézu H na hlading vyznamnosti a.

Chyba prvniho druhu: H plati, avSak ¢ € W, takze hypotézu H zamitame; pravdépodobnost
chyby je a =P(T eW,/H).

Chyba druhého druhu: H neplati, avSak ¢ ¢ W, takze hypotézu H nezamitame; pravdépo-
dobnost chyby je B =P (T W, /H).

H PLATI NEPLATI

ZAMITAME CHYBA 1.DRUHU | = -

NEZAMITAME | - CHYBA 2. DRUHU

Testy hypotéz o parametrech normdlniho rozdéleni:

a) Test hypotézy H : u = u, p¥i nezndmém rozptylu o :

(=Xt 1

S
a W, :<—t17a/2;t17a/2>, kde #_,, je (1—%) -kvantil Studentova rozdéleni S(k) s

k= n— 1 stupni volnosti - viz tabulku T2.

b) Test hypotézy H:o’ =0, :

a Wo= < Ko ;{f,a/2> , kde y; je P-kvantil Pearsonova rozdéleni y°(k) sk=n—1

stupni volnosti - viz tabulku T3.
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|¢1:

c) Test hypotézy H : p = p, pro n =10,

. ln1+r_1nl+po_ Lo n-3
l1-r l-p, n-1 2

aW,= <_ul—a/2; ulfa/2> s kde uy ), je (1 —%) -kvantil norméalniho rozdé€leni N(O; 1) -

viz tabulku T1.
d) Test hypotézy H : u (X ) = (Y ) pro dvojice (t - test pro pdrové hodnoty):

d
_s(d)m’

kde d a s (d ) jsou empirické charakteristiky rozdild d, = x, —y, pro dvojice

(x,9,),i=1L.,n,a W —< a2 b a/2> kde 7,_,, je (1—5) -kvantil Studentova
rozdéleni S(k) s k =n— 1 stupni volnosti - viz tabulku T2.

) M, pFi nezndamych rozptylech o (X ) =0’ (Y ) :

u(Y
X—y— i n ny(n, +n,—2)
Jm 8 (x)+n, 5 (v) \/ ot

aW,= <—tl_a/2; tl_a/2>, kde 7, je (1 - Ej -kvantil Studentova rozdéleni S(k) s k=

e) Test hypotézy H : ,u( )

t =

= n, + n, —2 stupni volnosti - viz tabulku T2.

f) Test hypotézy H : 1(X)— u(Y) = p, pFi nezndmych rozptylech o* (X) = o> (Y):

f=—a Yl
s(x)  s° ()
—1 n, —1
- i (")r( ERALE
a Wa=<—t1_a/2;tl_a/2>, kde 7, =— p (x)+s2(y) , 1(x), resp. #(),je

n -1 n,-1
(1 —%) -kvantil Studentova rozdé€leni S(k) s k = n; — 1, resp. n, — 1, stupni volnosti -
viz tabulku T2.
g) Test hypotézy H : c° (X) =0’ (Y) :

max [ 715G s’ ()
n—-1 n,-1

min[ 18" 125" ()
n—-1" n,-1
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kde W, = <1 s F_, /2> aF_,, je (1 —%) -kvantil Fishe-rova - Snedecorova rozdéleni

ns (1) | ms* ()
n—-1  n,-

anebo

F(ki, k2) se stupni volnosti k, =n, -1 a k, =n, -1 pro

2 2
k,=n,—1ak,=n—1 pro s (x) <3 W) viz tabulku T4.
n —1 n, —
Testy hypotéz o parametru binomického rozdéleni:

a) Test hypotézy H :p =py pro n>30:

aW,= <—u17a/2; ul—a/2> , kde u, ), je (1 —%) -kvantil normalniho rozdéleni N(0; 1) -

viz tabulku T1.

b) Test hypotézy H : p,=p, pro n, >50a n,> 50:
X Y

= nn,
NSA= ) Nm+m
- xX+y = ] ) . _ﬁ _ . F1or
pro f = p—— aWa —< Uy o5 ”17a/2>> kde u,_,, je (l 2] kvantil normalniho
rozdéleni N(0; 1) viz tabulku T1.

Testy hypotéz o rozdéleni (testy dobré shody):
a) Grafickda metoda: vynesenim bodl [x(,.);(i -0, 5)/n] anebo [x(,.); il(n+ 1)],

i =1,..., n, do kartézské souradné soustavy, kde grafem uvazované distribuc¢ni funkce
F(x,9) je pro libovolnou hodnotu 4 piimka.

b) Test chi-kvadrdt (Pearsoniiv test):

L (f;_/;/)z L sz
AT LZTJ

kde f; jsou pozorované absolutni etnosti, f] =n (F (x7)=F(x )) > 5 jsou teoretické
absolutni Cet-nosti, x; je pravy koncovy bod j-té tiidy pro j=1,..,m, x; =-o,
xh=+0,a W, = <0 ; ;(f_a> , kde x{, je (1 — @)-kvantil Pearsonova rozdgleni y°(k)

s k = m—q — 1 stupni volnosti - viz tabulku T3; ¢ je poc¢et odhadnutych parametra.
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8.2 Zakladni poznatky

Osnova (zaved’te zakladni pojmy, uved’te poZzadované poznatky):
Zaved'te, pfipadné objasnéte, nasledujici zdkladni pojmy a poznatky testovani statistickych
hypotéz (Napoveéda: Vyuzijte skripta MIV-SP str. 123-137):

a) Statisticka hypotéza jako tvrzeni o vlastnostech rozdéleni pozorované ndhodné veli¢iny.

b) Nulova hypotéza, alternativni hypotéza. Jednostranna a oboustrannd alternativni
hypotéza. Jednoducha a sloZzena hypotéza. Parametrické a neparametrické hypotézy.

c) Testové kritérium, kriticky obor, hladina vyznamnosti .

d) Pozorovana hodnota testového kritéria, zamitnuti a nezamitnuti hypotézy.

e) Chyby 1. a 2. druhu, jejich pravdépodobnosti.

f) Obvykly vypoctovy postup pii testovani: zadand hladina vyznamnosti, zpracovani
statistického souboru, vypocet pozorované hodnoty testového kritéria, pouziti oboru
nezamitnuti, zaver.

g) P-hodnota (pravdépodobnost piekroceni) a jeji pouziti ve statistickém software.

h) Souvislost intervalovych odhadi a testi hypotéz o parametrech.

1) Testy hypotéz o parametrech normalniho rozd¢€leni (jednorozmérny piipad): test hypotézy

1 = p, (pti neznamém rozptylu), test hypotézy o° = o, .

j) Testy hypotéz o parametrech normalniho rozdéleni (obecny dvourozmérny ptipad): test
hypotézy p = p,, t-test pro parové hodnoty.

k) Testy hypotéz o parametrech normélniho rozdéleni (dvourozmérny piipad, nezavislost X

a Y): testy rozdilu stfednich hodnot a podilu rozptylt.
1) Testy hypotéz o rozdéleni: chi-kvadrat test.

8.3 Kontrolni otazky

1. Definujte statistickou hypotézu a popiste jeji druhy.

2. Co je testové kritérium a kriticky obor?

3. Jakou konvenci pouZivame pfi testovani statistické hypotézy?

4. Popiste chybu 1. a 2. druhu pfi testovani statistické hypotézy. Jaky je jejich prakticky
vyznam?

5. Jaky je vztah mezi pravdépodobnostmi chyb 1. a 2. druhu a rozsahem ndhodného vybéru?

6. Jak souviseji intervalové odhady s testy parametrickych hypotéz?

7. Jakym zplsobem pouzivame tzv. P-hodnotu pfi testovani parametrické hypotézy
s dvoustrannou alternativni hypotézou na PC?
8. Jak testujeme hypotézu o rozdéleni pravdépodobnosti pozorované ndhodné velic¢iny?

8.4 Typické ulohy

Zadani (jednorozmérny soubor, hypotézy o parametrech norméalniho rozdéleni):
Zpracovanim zadaného jednorozmérného statistického souboru ziskaného vybérem z normal-
niho rozdéleni urcete:
a) bodové odhady stfedni hodnoty, rozptylu a smérodatné odchylky;
b) pro zadanou spolehlivost 1—a vypoctéte intervalové odhady stfedni hodnoty,
rozptylu a smérodatné odchylky;
¢) na hladiné¢ vyznamnosti « otestujte statistické hypotézy o stfedni hodnoté a
rozptylu.

Zadani (jednorozmérny soubor, hypotéza o parametru binomického rozdéleni):
Zpracovanim zadaného jednorozmérného statistického souboru ziskaného vybérem z bino-
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mického rozdéleni Bi(1,p) urcete:
a) bodovy odhad parametru p;
b) pro zadanou spolehlivost 1 —«a vypoctéte intervalovy odhad parametru p;
¢) na hladin€ vyznamnosti o otestujte hypotézu o parametru p.

Zadani (jednorozmérny soubor, hypotéza o typu rozdéleni):

Pomoci zpracovani zadaného jednorozmérného statistického souboru na hladiné vyznamnosti
a otestujte hypotézu, ze soubor byl ziskdn vybérem ze zadaného rozdéleni (klasického,
normalniho).

Zadani (dvourozmérny soubor, koeficient korelace):
Zpracovanim zadaného dvourozmérného statistického souboru ziskaného vybérem z dvouroz-
mérného normalniho rozdéleni urcete:
a) bodovy odhad koeficientu korelace;
b) pro zadanou spolehlivost 1 —«a vypoctéte intervalovy odhad koeficientu korelace;
¢) na hladin€ vyznamnosti « otestujte hypotézu, Ze ndhodné veli¢iny X a Y jsou
nezavislé.

Zadani (dvourozmérny soubor, parové hodnoty):
Zpracovanim zadaného dvourozmérného statistického souboru ziskané¢ho vybérem z dvou-
rozmérného normalniho rozdéleni urcete:
a) bodové odhady stfedni hodnoty a rozptylu;
b) pro zadanou spolehlivost 1-«a vypoctéte intervalové odhady stfedni hodnoty a
rozptylu;
¢) na hladiné¢ vyznamnosti « otestujte hypotézu, ze rozdil mezi sobé parovymi
hodnotami je statisticky nevyznamny.

Zadani (dvourozmérny soubor, srovnani vyrobnich postupii):

Zpracovanim dvou statistickych soubort ziskanych vybérem z normalniho rozdéleni urcete:
a) bodové odhady stiedni hodnoty a rozptylu;
b) na hladiné vyznamnosti & testujte rovnost stiednich hodnot a rozptyli.
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9. REGRESNi ANALYZA

9.1 Piehled zakladnich pojmu a vztaht

Regresni funkce: y =¢(x,p)=E(Y | X =x),x=(x,,..,x, ) vektor nezavisle proménnych,

y zavisle proménnd, B =(f,,..., 8, ) vektor regresnich koeficientii /3 .

Realizace n experimentii: (k + 1)-rozmérny statisticky soubor ((x1 1) seees (xn Y, ))

n
o , - v v o * 2
Rezidudlni soucet étvercii: S ="y, —o(x,,B)] .
i=1
Metoda nejmensich ctvercii: urCeni p minimalizaci rezidualniho souctu ¢tverci.

Linedrni regresni funkce: y =Y J,f,(x), f,(x) zndmé funkce neobsahujici f3,..., 3,,.
=
Linedrni regresni model:
1. Vektor x je nenahodny, takze funkce f,(x) nabyvaji nendhodnych hodnot f, = f,(x,)

pro j=1,...ma i=1,.,n

TR
2. Matice F=| : . @ |typu(m,n)sprvky f, mahodnost m<n.
fml ];nn
3. Nahodn4 veli¢ina Y, , kde E Z,B S a D(Y, =0">0 pro i=1,..,n

4. Nahodné veli¢iny Y, jsou nekorelovane a maji normalni rozdéleni pravdépodobnosti pro
i=1,...,n

Ekvivalentni model: Y, =Y B f,(x,)+E,, i=1,..,n, kde E, jsou nekorelované ndhodné
j=1

veli¢iny s normalnim rozd&lenim pravd&podobnosti N(0, &°).

Matice pro vypocty:
Zflifli Zflifmi b Zfliyi
i=1 i=1 1 M =l
H=FF' = : : ,b=| 1], y=|: |,g=Fy= :
n n b n
meifli meifmi " & meiyi
i=1 i =1

Bodovy odhad regresniho koeficientu ﬂ ebj=1,m,

kde matice b je feSeni soustavy normdlnich rovnic Hb = g .

Bodovy odhad linedrni regresni funkce: y = Zb S (X)

=
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Bodovy odhad rozptylu o” :

2 _ S,

S =

min

5
n—m

kde S . = Z[y, beﬂ] Zy, Zbgj a g; je prvek matice g.

i=1

Intervalovy odhad regresniho koeficientu [3; se spolehlivosti 1 — o

<bj —s\h7t, b, + s\ zl_a/2> :

kde h” je j-ty diagonalni prvek matice H™' pro j=1,....m, N [ (1 —%) -kvantil
Studentova rozdéleni S(k) s k = n — m stupni volnosti - viz tabulku T2.

Intervalovy odhad stiedni funkcéni hodnoty y se spolehlivosti 1 — o :
<Z b f;(x)~ ll—a/ZS\/hT; z b, f,(x)+ tl_a/ZS\/hT> ,
J=1 Jj=1

S1(x)
kde /" = f(x)"H'f(x), pficemz f(x) = : sat ,, Je (1 —%) -kvantil Studentova
S (X)

rozdéleni S(k) s k = n — m stupni volnosti - viz tabulku T2.

Intervalovy odhad individudlni funkcm hodnoty y se spolehllvostt 1 —a : v intervalovém
odhadu stfedni funkéni hodnoty misto #” vezmeme 1 + 4.

Test hypotézy H : 3, = p,, proti alternativni hypotéze H: B, # B
b T ﬂ 0

t= 5
s hjj

kde j je jeden pevné zvoleny index, j=1,...,m, W :<—tl_a/2;tl_a/2> a f,, Je

(1 —%) -kvantil Studentova rozdéleni S(k) s kK = n— m stupni volnosti - viz tabulku

T2.

*

S

min

> i-n(3)

Index (koeficient) determinace: r*, resp. 1100 %.

Koeficient vicendsobné korelace: r = \/ 1-

N

1 - 1 _

Regresni pifimka: y =, + p,x; F =( J, =1
xl e
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Explicitni vitahy pro regresni piimku:

BB

b) detH=nY ¥ —(3x), b BOYS DY) W

detH Y
. A
c) Smin:Z(yi_bl_bzx Zyl_bzyl bzxy,, _n—2’
2
d) hn:z i 22 n
detH detH
o W _1 (x f)z _l n(x—f)2
n z n detH
f)

9.2 Zakladni poznatky

Osnova (zaved’te zakladni pojmy, uved’te poZzadované poznatky):

Zavedte, ptipadné objasnéte, nasledujici zakladni pojmy a poznatky regresni analyzy

(Napovéeda: Vyuzijte skripta MIV-SP str. 143-151):

a) Regresni analyza, regresni funkce, regresni koeficienty. Linearni a nelinearni regresni

funkce.
b) Metoda nejmensich ¢tverct.

¢)

d)

Predpoklady: linearita regresni funkce, nenahodnost nezavisle proménné veliCiny, plna
hodnost matice F, nulova stfedni hodnota aditivni ndhodné chyby, konstantni rozptyl,
nekorelovanost ndhodnych chyb a normalita jejich rozdéleni pravdépodobnosti.

Soustava normalnich rovnic pro linearni regresni model, bodovy odhad regresnich

koeficienta ziskany jejim vyieSenim.
e) Bodovy odhad rozptylu.
f) Intervalovy odhad regresniho koeficientu.
g) Intervalovy odhad stiedni funkéni hodnoty a odpovidajici pas spolehlivosti.
h) Intervalovy odhad individualni funk¢ni hodnoty a odpovidajici pas spolehlivosti.
1) Test hypotézy o regresnim koeficientu.
7) Koeficient vicenasobné korelace, index determinace a jeho interpretace.

k) Explicitni vzorce pro regresni pfimku a jejich souvislost se vztahy pro obecny linedrni

model.

9.3 Kontrolni otazky

Jaky je statisticky princip regresni analyzy?

Na jakych predpokladech je zaloZen linearni regresni model?

Jaké odhady a testy statistickych hypotéz pouzivame v regresni analyze?

Jaky je rozdil mezi odhady stfedni a individualni funkéni hodnoty regresni funkce?
Jak posuzujeme vhodnost vypoctené regresni funkce?

Uved'te konkrétni piiklady linedrni a nelinedrni regresni funkce.

Nk LD —
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9.4 Typické ulohy

Zadani (regresni piimka):
Pro dvourozmérny statisticky soubor, zadany tabulkou dvojic méfeni veli¢in x a y, vySetiete
regresni model y = S, + f,x v nasledujicich krocich:
a) spocitejte bodové odhady b, a b, neznamych parametrli 5, a f,;
b) nacrtnéte graf zahrnujici métfeni a proloZenou regresni ptimku, spocitejte bodovy
odhad rozptylu o ;
¢) pro zadanou spolehlivost 1—a urCete intervalové odhady regresnich koeficientl
biapB;
d) pro zadanou hladinu vyznamnosti « testujte statistickou vyznamnost regresnich
koeficientl S, a f,;
e) pro zadanou spolehlivost 1—a a hodnotu proménné x urcete intervalové odhady
stitedni funk¢ni hodnoty a individualni funkéni hodnoty;
f) vypoctéte koeficient korelace a s vyuzitim grafu regresni pifimky posudte jeji
vhodnost.
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10. STATISTIKA V MS EXCELU

MS Excel je nyni nejpouzivanéjsi tabulkovy procesor. Ackoliv se nejednd specializovany
statisticky software, jako napt. ADSTAT, STATGRAPHICS, STATISTICA, S-PLUS,
QC—-EXPERT nebo MINITAB, obsahuje ptiblizné 80 statistickych funkci a 19 statistickych
procedur. Tyto procedury jsou v MS Excelu 97 souhrnné nazyvany Analytické ndstroje.

10.1 Statistické funkce

Statistické funkce slouzi ke statistickym analyzam oblasti dat. Zakladni seznam funkci
ziskame pomoci ikony f, ktera se nachazi ve standardnim panelu néstroji nebo v roletkovém
menu, piikazem VloZit/funkce.... Aktivaci tohoto ptikazu se objevi dialogové okno VieZit
Sfunkci, v jeho levé ¢asti v polozce Funkce: pak zvolime statistické (obr. 10.1). V pravé ¢asti
dialogového okna se objevi seznam statistickych funkci. V dolni ¢asti dialogového okna se
zobrazi stru¢ny popis aktivni funkce, chceme-li podrobnéjsi popis klavesou F1, vyvolame

napovedu.
¥lozit funkci EE |
Funkce: Mazew Funkce:
naposledy pouzité a| |GECMEAMN ﬂ
vEE HARMEAN
financni HYPGEOMDIST
daturn a Cas CHIDIST
ratematicks CHITMY —I
iskatiskicke: CHITEST
wyhledawvac IMTERCEPT
databaze KURT
bexk LARGE
logicke LINREGRESE
informacni =| |unTREND |

AY¥ERAGEA{hodnotal;hodnotaz;...)
Mrati pramérnou hodnoku Caritmeticks: primér) argumentd, Text a logicka

hodnota MEPRAYDS maji hodnotu 0, logicka hodnota PRAYDS ma hodnotu 1,
Argurnenty mohow byt Sisla, nazwy, matice nebo odkazy.

@ k. I Skarno |

Obr. 10.1 Vkladani statistickych funkci

Poznamka 1: Upozoriiujeme, ze na rozdil od kapitoly 3 a ufebniho textu MIV-SP je
v Excelu definovéna distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X ve tvaru F(x) = P(X < x).

Poznamka 2: Excel umoziluje pouzivat maticové vzorce, které po provedeni nékolika
vypocti a vrati jeden nebo nékolik vysledktl. Maticové vzorce pocitaji na zékladé dvou nebo
vice mnozin hodnot, tzv. maticovych argumenti. Kazdy maticovy argument musi obsahovat
stejny pocet fadkul a sloupcti. Maticové vzorce vytvorime stejné jako zakladni vzorce s jednou
hodnotou. Vybereme buiiku nebo buiky, které budou obsahovat vzorec, vytvoifime vzorec
a potom stisknutim klaves CTRL+SHIFT+ENTER vzorec zadame.

Poznamka 3: Nékteré statistické pojmy jsou v Excelu pouzity nesetrné az chybné, proto je
vhodné pfed pouzitim zjistit, jaké vystupy ndm funkce nebo procedura vrati. Napi. funkce
TDIST nevraci hodnotu distribu¢ni funkce Studentova t-rozdéleni, ale hodnotu 1 — F(x)
ptipadné (1 — F(x))-2, procedura Histogram zobrazuje sloupcovy graf i polygon a misto
pojmu souctova hustota by mél byt pouzit pojem distribu¢ni funkce.
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2.2 Seznam statistickych funkci

AVERAGEA(data)

aritmeticky pramér hodnot v seznamu argumenta
(do vypoctu je zahrnut i text a logické hodnoty PRAVDA
a NEPRAVDA)

BETADIST(x;a;B;a;b)

hodnota distribu¢ni funkce beta rozdéleni F(x), kde
X~ Beta(a, f,a, b)

BETAINV(p;a;B;a;b)

P-kvantil beta rozd&leni xp = F"'(P), kde X ~ Beta(e, 3, a, b)

hodnota distribu¢ni funkce binomického rozdéleni F(x), kde

BINOMDIST(x;n;p;PRAVDA) X ~ Bi(n, p)
BINOMDIST(x;n;p; hodnota pravdépodobnostni funkce binomického rozdéleni
NEPRAVDA) p(x), kde X ~ Bi(n, p)

CONFIDENCE(a;;o;n)

polovina délky intervalového odhadu p pfi zndmém o” se
spolehlivosti 1-¢, kde X ~ N(x, o)

CORREL(polel;pole2)

korela¢ni koeficient dvou proménnych

COVAR(polel;pole2)

kovariance dvou proménnych

CRITBINOM(n;p;at)

(1-a)-kvantil binomického rozdé€leni Bi(n, p)

CETNOSTI(cisla;hodnoty)

absolutni ¢etnosti, hranice tfid urcuji prvky pole hodnoty

soucet ¢tvercti odchylek hodnot od jejich aritmetického

DEVSQ(cisla) priiméru R = 0

N hodnota distribu¢ni funkce exponencidlniho rozdéleni F(x),
EXPONDIST(x;A;PRAVDA) kde X ~ Exp(A)
EXPONDIST(x;A; hodnota hustoty pravdépodobnosti exponencialniho
NEPRAVDA) rozdéleni f(x), kde X ~ Exp(A)

FDIST(X;kl ;kz)

hodnota distribu¢ni funkce F-rozdé€leni F(x), kde
X~ F(k, k)

FINV(p:k;:k2) P-kvantil F-rozdgleni xp = F''(P), kde X ~ F(ky, k2)
FISHER(x) hodnota Fisherovy transformace v hodnot¢ x
FISHERINV(x) hodnota inverzni funkce k Fisherové transformaci

v hodnoté x

FORECAST (x;pole y;pole x)

odhad hodnoty y v bod¢€ x pomoci regresni ptimky

FTEST(polel;pole2)

P-hodnota pro dvouvybérovy F-test

GAMMADIST(x;01;3;

hodnota distribu¢ni funkce gama rozdéleni F(x), kde

PRAVDA) X ~ Gama(g, f)
GAMMADIST(x;0.;3; hodnota hustoty pravdépodobnosti gama rozdéleni f{x), kde
NEPRAVDA) X ~ Gama(«, f)

GAMMAINV(p;a;B)

P-kvantil gama rozdéleni Gama(e, f)

GAMMALN(x)

ptirozeny logaritmus gama funkce

GEOMEAN(cisla)

geometricky pramér
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HARMEAN(cisla)

harmonicky primér

hodnota distribu¢ni funkce hypergeometrického rozdeleni

HYPGEOMDIST(x;n;M;N) F(x). kde X ~ H(N: M: 7)
CHIDIST(x;k) hodnota P(X>x), kde X ~ y*(k)
CHIINV(p:k) (1-p)-kvantil chi-kvadrat rozd&leni y*(k)

CHITEST (aktuélni;ocekavané)

P-hodnota pro test nezavislosti

INTERCEPT (pole y;pole x)

FORECAST (0; pole_y; pole x)

KURT(cisla) koeficient SpiCatosti
LARGE(pole;k) k-t4 nejveétsi hodnota ze zadané mnoziny dat
LINREGRESE odhady regresnich koeficientt a dalsi ¢iselné charakteristiky

(pole y;pole x;b;stat)

obecné linedrni regresni funkce (viz Napoveda)

LINTREND(pole_y;pole x;
nova x;b)

odhad hodnot y; v bodech nova x pomoci regresni pifimky

LOGINV(p;;0)

P-kvantil logaritmicko-normalniho rozdéleni xp = F '),
kde X ~ LogNorm(y, ¢%)

LOGLINREGRESE(pole y;
pole x;b;stat)

parametry exponencialniho trendu (viz Népovéda)

LOGLINTREND(pole y;
pole x,novéd x;b)

odhady exponencidlniho trendu (viz Napovéda)

LOGNORMDIST(x;u;0)

hodnota distribu¢ni funkce logaritmicko-normalniho
rozdéleni F(x), kde X ~ LogNorm(y, o)

MAX(cisla) maximalni hodnota

maximalni hodnota (text a logické hodnoty PRAVDA
MAXA(data) a NEPRAVDA jsou srovnavany stejné jako Cisla)
MEDIAN(cisla) median
MIN(cisla) minimalni hodnota

minimalni hodnota (text a logické hodnoty PRAVDA
MINA(data) a NEPRAVDA jsou srovnavany stejné jako Cisla)
MODE(cisla) modus

NEGBINOMDIST(x;s;p)

hodnota distribu¢ni funkce negativné binomického rozdeleni
F(x), kde X ~ NegBi(s, p)

NORMDIST(x;;5;PRAVDA)

hodnota distribu¢ni funkce normalniho rozdé€leni F(x), kde
X~N(u; &)

NORMDIST(x; ;07
NEPRAVDA)

hodnota hustoty pravdépodobnosti normalniho rozd€leni
fx), kde X ~ Ny, o)

NORMINV(p;;0)

P-kvantil normalniho rozdgleni xp = F'(P), kde X ~ N(x, 6%

NORMSDIST(z)

hodnota distribu¢ni funkce normovaného normalniho
rozdéleni F(x), kde X ~ N(0; 1)
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NORMSINV(p)

P-kvantil normovaného normalniho rozdéleni xp = F'(P),
kde X ~ N(0; 1)

PEARSON(polel;pole2)

Pearsontv korela¢ni koeficient dvou proménnych

PERCENTIL(pole;k)

hodnota, kterd odpovida k-tému percentilu v poli hodnot

PERCENTRANK(pole;x; percentudlni pofadi ¢isla x v poli hodnot

desetiny)

PERMUTACE(n;k) pocet variaci k-té tfidy z n prvki (bez opakovani)

POCET(data) pocet bun:ek, které obsahuji Cisla, a pocet ¢isel v seznamu
argumentti

POCET2(data) pocet nepfazdnych bunék a pocet hodnot v seznamu
argumentti

POISSON(x:A:PRAVDA) hodnota distribu¢ni funkce Poissonova rozdéleni (F(x), kde
X~ Po(A))

POISSON(x:L:NEPRAVDA) hodnota pravdépodobnostni funkce Poissonova rozdéleni

p(x), kde X ~ Po()

PROB(pole x;pole pst;a;b)

P(a £ X< b), kde X je diskrétni ndhodna velic¢ina

PRUMER(cisla) aritmeticky pramér

PRUMODCHYLKA (cisla) prumérna a}bsoluEm Vodchylka pozorovani od jejich
aritmetického priméru

QUARTIL (pole:kvartil) hodqota kvartilu zadaného pole (véetné minima, medianu a
maxima)

RANK(x;pole) poradi argumentu (podle velikosti) v ¢iselném poli

RKQ(pole y;pole x)

druha mocnina Pearsonova korela¢niho koeficientu

SKEW(cisla)

koeficient Sikmosti

SLOPE(pole_y;pole x)

smérnice regresni piimky prolozené zadanymi body

SMALL(pole;k) k-ta nejmensi hodnota v ¢iselném poli
SMODCH(cisla) smérodatnd odchylka s(x)
SMODCH.VYBER(cisla) smérodatna odchylka §(x)

STANDARDIZE(xp;11;0)

prevede kvantil xp normélniho rozd&leni N(z,0%) na
kvantil #p normovaného normalniho rozdéleni N(0, 1)

STDEVA(cisla)

smérodatna odchylka §(x), do vypoétu je zahrnut i text
a logické hodnoty PRAVDA a NEPRAVDA

STDEVPA(cisla)

smérodatnd odchylka s(x), do vypoctu je zahrnut i text
a logické hodnoty PRAVDA a NEPRAVDA

STEYX (pole_y;pole x)

standardni chyba pii vypoctu linearni regrese

TDIST(x:k;strany)

hodnota P(X > x)*strany , kde X ~ S(k) a strany = 1 anebo 2
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(1- p/2)-kvantil studentova rozdéleni S(k), tedy funkce

TINV(psk) inverzni k funkci TDIST(x;k;2)

TRIMMEAN(pole;procenta) | aritmeticky pramér z ofezaného statistického souboru

TTEST (polel;pole2;s;typ) P-hodnoty pro rizné tipy t-testu

VAR(cisla) rozptyl s*(x)
VAR.VYBER(cisla) rozptyl §2(x)
. rozptyl s°(x); do vypo&tu je zahrnut i text a logické hodnoty
VARA(cisla) PRAVDA a NEPRAVDA
A2 . S s - . - 1
VARPA(cisla) rozptyl §°(x); do vypoctu je zahrnut 1 text a logické hodnoty
PRAVDA a NEPRAVDA
WEIBULL (x;0.;3;typ) hodnota distribu¢ni funkce Weibullova rozd¢leni
ZTEST (pole;x;o) P-hodnota dvouvybérového z-testu

Rovnéz v kategorii matematickych funkci je celd tada dalSich, pro statistiku uzitecnych,
funkci, jejichz spoleénym znakem je to, Ze néco scitaji. Jednd se napt. o funkce SUMA,
SUMIF, SUBTOTAL, SUMX2MY?2 atd. Jejich spusténi je obdobné jako u statistickych
funkci. Déle ve standardnim panelu nastroji je jest€¢ jedna hodné pouzivanad funkce, kterou
nenalezneme v seznamu funkci. Jedna se o funkci AutoSum, kterou vyvoldme kliknutim na
ikonu 2. Tato funkce seéitd nasvicenou (vybranou) oblast &isel.

V Excelu je jesté jedna moznost, jak rychle ziskat zakladni informace o nasvicené
oblasti. Ve spodni ¢asti okna je tlacitko, které je mozno nastavit na primér, pocet hodnot,
pocet ¢isel, minimum, maximum, soucet. To znamend, ze uzivatel mize pouhym nasvicenim
urcité oblasti rychle zjistit pravé uvedené funkce.

10.3 Statistické procedury

V aplikaci Microsoft Excel tedy existuje sada nastroji pro analyzu dat nazvana Analytické
nastroje, kterd umoznuje efektivnéji provadét zékladni statistické a inzenyrské analyzy.
Pti pouziti téchto néstroji zadavame data, kterd chceme analyzovat, a pfislusné parametry.
Dany néastroj pak pouzije makro odpovidajici statistické funkce a nasledné zobrazi vysledky
ve vystupni tabulce. Nékteré nastroje vytvareji kromée vystupnich tabulek také grafy.

Seznam dostupnych analytickych nastroji zobrazite klepnutim na ptikaz Analyza dat
v nabidce Ndstroje. Pokud ptikaz Analyza dat v nabidce Ndstroje chybi, je tieba pomoci
instalacniho programu nainstalovat doplnék Analytické ndstroje. Jakmile doplnék Analytické
ndstroje nainstalujete, musite ho vybrat ve spravci dopliikt (Ndstroje/Doplriky...).

Piikazem Ndstroje/Analyza dat vyvolame vstupni panel, ve kterém miZeme zvolit
nasledujici Analytické ndstroje:
* ANOVA: jeden faktor » Exponencidlni vyrovndni
* ANOVA: dva faktory s opakovanim = Dvouvybérovy F-test pro rozptyl
» ANOVA: dva faktory bez opakovani =  Fourierova analyza

» Korelace = Histogram
» Kovariance *  Klouzavy priimér
» Popisna statistika »  Generdtor pseudondhodnych Cisel
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Vzorkovani
Dvouvybérovy pdrovy t-test

Poradova statistika a percentily

»  Dvouvybérovy t-test s rovnosti rozptyli
»  Dvouvybérovy t-test s nerovnosti rozptylit
= Dvouvybérovy z-test

Podrobnéjsi popis vybranych procedur bude soucdsti nasledujicich ptikladi, feSenych pomoci

Excelu 97.

10.4 Resené priklady

ReSeny priklad 10.1 (viz feseny piiklad 1.1 na str. 8)

Ndstroje/Analyza dat/Popisnad statistika

Zaskrtnutim okénka Celkovy piehled ve vstupnim panelu (obr. 10.2) ziskame Cciselné
charakteristiky statistického souboru (tab. 10.1).

Popizna statistika E3 |

j‘.] k.

Skorno

Mapovéda

4

Moy list:
™ Mowi sedit

¥ Celkows prehled

[ E-t& nejwits

[ E-té nejmens

rWstup
Mstupni oblast: .;'J.- 1hAs10
SdruEik: ¥ Sloupce
= Radky
[~ Popisky v prenim Fadku
MoZnoski weskupu
% Yustupni oblast: |$C$1:$E$15 :"_]

[™ Hladina spolehlivosti pro stf. hodmnotu: |95 %
|1
|1

Obr. 10.2 Vstupni panel procedury Popisnd statistika

Reseny piiklad 1.1

Stfedni hodnota 5,37

Chyba stfedni hodnoty 0,014529663
Median 5,37

Modus #N/A
Smérodatna odchylka s(x) | 0,045946829
Rozptyl vybéru §%(x) 0,002111111
Spicatost -0,873110408
Sikmost -0,343646645
Rozpéti 0,14
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Minimum 5,29

Maximum 5,43
Soucet 53,7
Rozsah souboru 10

Tab. 10.1 Vystup procedury Popisnd statistika

s2(x) = (x)(” D 10,0019, s(x) = /s> (x) = 0,044

ReSeny piiklad 10.2 (viz feSeny piiklad 1.2 na str. 9)

Nastroje/Analyza dat/Histogram

Program vypocte absolutni Cetnosti a relativni kumulativni ¢etnosti dat a vytvofi Cetnostni

tabulku (tab. 10.3). Pokud chceme dodrzet tfidéni, které jsme zvolili pii pfedchozim vypoctu,

je tfeba zadat hranice tfid (obr. 10.3). Hranice tfid jsou zadany ve formé sloupcového

vektoru (tab. 10.2). Intervaly reprezentujici tfidy jsou zleva oteviené a zprava uzaviené.
Zaskrtnutim okénka Vymvorit graf ziskame sloupcovy graf absolutnich Cetnosti a

polygon relativnich kumulativnich cetnosti, které jsou mylné nazyvany histogramy (obr.

10.4). Tyto grafy lze v Editoru grafu ptevést na histogramy (obr. 10.5) tak, Ze obéma grafim

priradime typ sloupcovy graf, v moznostech zadame Sitku mezery 0 a zménime popis x-ové

0sy.
Histogram Ed ] o
et | Hranice tiid
skup
Wskupni oblask; |LI -2,5
Sk
Hr amice: Eid: |$C$1 $C43 j‘_’ ﬂ -1,5
[ Popisky Ml -0,5
0,5
MoZnosti wistupu
% Wostupni oblast: |$E$1?:$L$32 j"..l 1,5
oy lisk: I 2,5
 Mowy sesic 3,5
[ Pareto (tFidémy: histogranm) 4.5
¥ Kurulativni pracentusini podi
[V spebeoiit grab Tab. 10.2

Obr. 10.3 Vstupni panel procedury Histogram

V Excelu nelze standardné vypocitat Ciselné charakteristiky rozttidéného statistického
souboru, soubor lze zpracovat pouze neroztiidény nebo je tieba naprogramovat vlastni makro.
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Tridy | Cetnost | Kumul % (Histogram)
-2,5 0 ,00%
-1,5 2 4,00% .
0.5 5[ 14.00% - : 120,00%
a 0,
0.5 1] 36,00% - - 100,00%
+ i - 80,00% -
L> 3] 62,00% S 81 " | =3 Cetnost
2,5 ol 80,00% 5 6] 10000% e kil %
3,5 6] 92,00% O Lol 1 40,00% =
4.5 4] 100,00% 2l H + 20,00%
Dalsi 0 100,00% 0 MU MAME AN, ’00%
D H B O &
Tab. 10.3 20 97 N 0 ¥
Tidy
Obr. 10.4
Histogram
50 100,00%
40 + s - 80,00%
8 301 u - 60,00% | @ Cetnost
c
g 20 -+ - 40,00% |BIKumul. %
10 + __FF = - 20,00%
0 ! ! ! ,OO%
2-101234
Tridy
Obr. 10.5
Reseny piiklad 10.3 (viz feseny piiklad 1.3 na str. 10)
Nastroje/Analyza dat/Popisnd statistika
Sloupecl Sloupec?
Stfedni hodnota 30,248 Stfedni hodnota 50,296
Ndstroje/Analyza dat/Kovariance
c(x,y) Sloupec 1 Sloupec 2
Sloupec 1 0,002328889
Sloupec 2 0,002546667 | 0,004093333
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1.
cov(x,y) = " c(x,y)| Sloupec 1 Sloupec 2
n
Sloupec 1 0,002096
Sloupec 2 0,002292 0,003684

Ndstroje/Analyza dat/Korelace

r(x,y) Sloupec 1 Sloupec 2
Sloupec 1 1
Sloupec 2 0,824819963 1

ReSeny piiklad 10.4 (viz feseny piiklad 7.1 na str. 48)

Z intervalovych odhadi parametri normdalniho rozdéleni pocita Excel piimo pouze
intervalovy odhad stfedni hodnoty pii zndmém rozptylu (CONFIDENCE(a;o;n)). Dalsi
intervalové odhady je tfeba zadat ve formé vzorcii a Excel pouzit pouze jako statistickou
kalkulacku:

u € (5,37 - TINV(0,05;9) * ODMOCNINA(0,0019) / ODMOCNINA(9);

5,37 + TINV(0,05;9) * ODMOCNINA(0,0019) / ODMOCNINA(9)) =(5,337; 5,403)
o € (10 * 0,0019 / CHIINV(0,025;9); 10 * 0,0019 / CHIINV(0,975;9)) =(0,00100; 0,00704)
o € (ODMOCNINA(0,00100); ODMOCNINA(0,00704)) =0,316; 0,0839)
ReSeny priklad 10.5 (viz fesené piiklady 8.1 a 8.2 na str. 55)

Studentv a Pearsontiv test pro jeden vybér je taktéz tieba zadat ve formé vzorcii a obor
nezamitnuti vypocitdme pomoci funkci TINV a CHIINV.

H: u =g pfi nezndmém o*: 1 ==—20 Jn "1 W, = (=1, (K), 10,2 (K)), kde k=n—1:
S

t= (5,37 — 5,4)/ ODMOCNINA(0,0019) * 3 = -2,06474

Wy 5 =(- TINV(0,05;9); TINV(0,05;9)) = (-2,262159; 2,262159)

te Wo,os = hypotézu H nezamitdme na hladin€ vyznamnosti 0,05
2
ns® =
H: =, 1="0; W, =(222(0), 1102(0)), kde k=n-1:
O

£ = (10%0,0019)/0,0025 = 7,6
Wy0s = (CHIINV(0,975;9); CHIINV(0,025;9)) = (2,70039; 19,02278)

te Wo,os = hypotézu H nezamitdme na hladin¢ vyznamnosti 0,05

Poznamka 4: Dvouvybérové testy hypotéz o parametrech normalniho rozdéleni jsou soucasti
analytickych ndstroji Excelu. Vstupy téchto procedur jsou bohuZzel pouze pole reprezentujici
statistické soubory a ne i jejich Ciselné charakteristiky. Proto je nutné testy, ve kterych jsou
zadané pouze tyto Ciselné charakteristiky, pocitat ve formé vzorci, stejn€ jako v piedchozich
prikladech. Ptiklad, ktery je vhodny teSit v analytickych ndstrojich, nasleduje.
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Priklad 10.6

Testujte na hladin€ vyznamnosti 0,05, zda setizeni davkovaciho stroje ovlivnilo odchylku od
hodnot na etiketé,vime-li, Zze po naméfeni prvnich 30-ti hodnot bylo provedeno nové sefizeni
stroje a pak bylo naméfeno zbyvajicich 20 hodnot (data jsou pfevzata z feSeného piikladu
1.2). Piedpokladejme, ze oba dil¢i statistické soubory byly ziskany ndhodnym vybérem
ze dvou normélnich rozdéleni.

Ndstroje/Analyza dat/Dvouvybérovy F-test pro rozptyl

Dvouvybérovy F-test pro rozptyl (jednostranny)
Soubor 1 Soubor 2
Stfedni hodnota | 0,966666667 1,395 ... odhad stfedni hodnoty u
Rozptyl 2,722298851 2,149973684 ... odhad rozptylu ¢
Pozorovani 30 20 ... poet pozorovani n
Rozdil 29 19 ... pocet stupni volnosti £
F 1,26620101 ... hodnota testového kriteria
P(F<=f) (1) 0,299725339 ... P-hodnota pro jednostranny F-test
F krit (1) 2,077214845 ... kvantil F5(29, 19)

ProtoZe je P-hodnota > 0,05, hypotézu H:0*(X) = o*(Y¥) nezamitame na hlading vyznamnosti

0,05 oproti jednostranné alternativni hypotéze H : o*(X) > o*(Y). Tedy pro testovani rovnosti
sttednich hodnot mizeme pouzit dvouvybérovy t-test s rovnosti rozptyli.

Nastroje/Analyza dat/Dvouvybérovy t-test s rovnosti rozptylii

Dvouvybérovy t-test s rovnosti rozptyli

Soubor 1 Soubor 2
Sti. hodnota 0,966666667 | 1,395 ... odhad stfedni hodnoty
Rozptyl 2,722298851 [2,149973684 | ... odhad rozptylu o
Pozorovani 30 20 ... poet pozorovani n
Spole¢ny rozptyl 2,495753472 ... odhad spole¢ného rozptylu

Hyp. rozdil sti. hodnot |0

Rozdil 48 ... pocet stupiiti volnosti k&

t stat -0,939229347 ... hodnota testového kriteria
P(T<=t) (1) 0,176157759 ... P-hodnota pro jednostranny t-test
t krit (1) 1,677224191 .. kvantil 7995(48)

P(T<=t) (2) 0,352315518 ... P-hodnota pro oboustranny t-test
t krit (2) 2,01063358 .. kvantil #9,975(48)

Protoze P-hodnoty jsou 0,176157759; 0,352315518 > 0,05, hypotézu H: w(X) = w(Y)
nezamitdme na hladiné vyznamnosti 0,05, jak oproti oboustranné alternativni hypotéze

H : 11(X) # 1(Y), tak oproti jednostranné alternativni hypotéze H : u(X) < u(Y).
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Priklad 10.7 (viz ptiklad 8.9 na str. 60)

X; 1 2 3 4 5 6 >
f; 13 17 22 13 13 42 120
f; 20 20 20 20 20 20 120
~\2
) }ff ) 245 | 045 02 | 245 | 245 | 242 | 322
J

1=322;k=6-0-1=35; 13 40(5) = CHIINV(0,01;5) = 15,08632

Woo1 = (0; 15,08632)

te Wo,m = hypotézu H: p(x) = 1/6 zamitdme na hladiné vyznamnosti 0,01

Ndstroje/Analyza dat/ Generdtor pseudondahodnych cisel

Pfi simulaci nahodnych procesti v praxi se Casto setkdvame s problémem jak ziskat vektor
x = (x,...,x,), ktery je realizaci ndhodného vybéru X = (X,,...,X,,) z ndhodné veli¢iny X
(viz kap. 6). Za timto ucelem je Excel vybaven generdtorem pseudondahodnych Cisel. V horni
¢asti vstupniho panelu (obr. 10.6) zadame pocet realizaci, rozsah nahodného vybéru a typ
rozdéleni pravdépodobnosti. V prostiedni ¢asti zaddme parametry zvoleného rozdéleni

pravdépodobnosti a startovaci hodnotu (zéklad generatoru), kterd je nepovinna.

Generator pzeudonahodnich éizel E |

Pocet proménnych:

|1

Starna |

Pocet nahodnvch Cisel: IZEI
Typ rozloden: Faissonowyn - MapovEda |
arametry FOYMOMmErTE -
norrnalni
Lambda = 0,5 Bernoulliho
binormnicke

Poissonoyo
waarky
diskrétni

Zaklad generatoru:

oEnosk wyskupu
" wyskupni oblast:
£ oy lisk:

Moy sesit

Obr. 10.6 Vstupni panel procedury Generdtor pseudondahodnych Cisel
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DODATEK - Zakladni pojmy z kombinatoriky

V dal$im piedpokladame, Ze » a k jsou cela nezaporna Cisla.

Cislo n-faktoridl zna¢ime symbolem n! a klademe
al = n(n—l)---2~1 pro n=1,2,...,
1 pro n=0.

n
Kombinacni Cislo (fikame také m nad k), kde n >k, zna¢ime symbolem (kJ a

Variace k-té tiidy 7 n riznych prvku (bez opakovdni),kde n >k, je usporadana
k—tice raznych prvki, vybranych z danych » prvki. VSech téchto variaci je
n!

(n—k)!'

klademe

Permutace n ruznych prvka je variace n-té tfidy z danych » prvkd. VSech téchto
permutaci je n!.

Variace k-té tiidy 7 n riznych prvki s opakovanim, kde n > 1, je usporadana k-tice
prvki, kde se kazdy prvek az k-krat opakuje, vybranych z danych » prvki. VSech téchto
variaci s opakovanim je

Vk/ no_ nk )

Kombinace k-té ti'idy 7 n raznych prvkii (bez opakovdni), kde n > k , je k-tice riznych
prvka (bez zfetele na jejich uspotddani), vybranych z danych » prvki. VSech téchto

kombinaci je
cr =[] =Le
k) k!

Kombinace k-té tiidy 7 n riznych prvki s opakovdnim, kde n > 1, je k-tice prvki
(bez zfetele na jejich uspotadani), kde se kazdy prvek az k-krat opakuje, vybranych z danych
n prvkl. VSech téchto kombinaci s opakovanim je

. [n+k—lj
cln = .
k

Priiklad: Je dana mnoZina {a, b, c} riznych prvka, takze n = 3. Polozme k = 2.

Vsechny variace druhé tiidy (bez opakovani) z danych prvki jsou uspotfddané dvojice

(a,b) (b, a)
(a,c) (c,a)
(b,c) (c,b)
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33241
(3-2)! 1

a téchto variaci je V, = 6.

Vsechny permutace danych prvki jsou usporadané trojice
(a,b,c) (a,c,b)
(b,a,c) (b,c,a)
(c,a,b) (c,b,a)
a téchto permutaci je 3! = 6.

Vsechny variace druhé tiidy s opakovanim z danych prvki jsou uspotfddané dvojice
(a,b) (b,a) (a,a)
(a,c) (c,a) (b,Db)
(b,c) (c,b) (c,0)
a t&chto variaci s opakovéanim je V,° =3 =9.

Vsechny kombinace druhé tfidy (bez opakovani) z danych prvk jsou dvojice

a, b
a,c
b, c
3 | il
a téchto kombinaci je C; = (2} = 2|(33. o)1 = ; 21 -

Vsechny kombinace druhé tfidy s opakovanim z danych prvki jsou dvojice

a,b a,a
a,c b, b
b,c c¢,c

a téchto kombinaci s opakovéanim je

5 (3+2-1 4 4 4.3.2]
C2 = = = = =6
2 2) 21(4-2)! 2-1-2
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STATISTICKE TABULKY

T1 Hodnoty distribuéni funkce @(u) normovaného normalniho rozdéleni N(0;1)

u 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0 ]10,50000 | 50399 | 50798 | 51197 | 51596 | 51994 | 52392 | 52791 | 53188 | 53586

0,1 | 53983 | 54380 | 54776 | 55172 | 55567 | 55962 | 56356 | 56750 | 57143 | 57535

0,2 | 57926 | 58317 | 58707 | 59096 | 59484 | 59871 | 60257 | 60642 | 61026 | 61409

0,3 | 61791 | 62172 | 62552 | 62930 | 63307 | 63683 | 64058 | 64431 | 64803 | 65173

0,4 | 65542 | 65910 | 66276 | 66640 | 67003 | 67365 | 67724 | 68082 | 68439 | 68793

0,5 | 69146 | 69498 | 69847 | 70195 | 70540 | 70884 | 71226 | 71566 | 71904 | 72241

0,6 | 72575 | 72907 | 73237 | 73565 | 73892 | 74216 | 74537 | 74857 | 75175 | 75490

0,7 | 75804 | 76115 | 76424 | 76731 | 77035 | 77337 | 77637 | 77935 | 78231 | 78524

0,8 | 78815 | 79103 | 79389 | 79673 | 79955 | 80234 | 80511 | 80785 | 81057 | 81327

0,9 | 81594 | 81859 | 82121 | 82382 | 82639 | 82894 | 83147 | 83398 | 83646 | 83891

1,0 | 84135 | 84375 | 84614 | 84850 | 85083 | 85314 | 85543 | 85769 | 85993 | 86214

1,1 | 86433 | 86650 | 86864 | 87076 | 87286 | 87493 | 87698 | 87900 | 88100 | 88298

1,2 | 88493 | 88686 | 88877 | 89065 | 89251 | 89435 | 89617 | 89796 | 89973 | 90147

1,3 | 90320 | 90490 | 90658 | 90824 | 90988 | 91149 | 91309 | 91466 | 91621 | 91774

1,4 | 91924 | 92073 | 92220 | 92364 | 92507 | 92647 | 92786 | 92922 | 93056 | 93189

1,5 | 93319 | 93448 | 93574 | 93699 | 93822 | 93943 | 94062 | 94179 | 94295 | 94408

1,6 | 94520 | 94630 | 94738 | 94845 | 94950 | 95053 | 95154 | 95254 | 95352 | 95449

1,7 | 95543 | 95637 | 95728 | 95819 | 95907 | 95994 | 96080 | 96164 | 96246 | 96327

1,8 | 96407 | 96485 | 96562 | 96638 | 96712 | 96784 | 96856 | 96926 | 96995 | 97062

1,9 | 97128 | 97193 | 97257 | 97320 | 97381 | 97441 | 97500 | 97558 | 97615 | 97670

2,0 | 97725 | 97778 | 97831 | 97882 | 97932 | 97982 | 98030 | 98077 | 98124 | 98169

2,1 | 98214 | 98257 | 98300 | 98341 | 98382 | 98422 | 98461 | 98500 | 98537 | 98574

2,2 | 98610 | 98645 | 98679 | 98713 | 98745 | 98778 | 98809 | 98840 | 98870 | 98899

2,3 | 98928 | 98956 | 98983 | 99010 | 99036 | 99061 | 99086 | 99111 | 99134 | 99158

2,4 | 99180 | 99202 | 99224 | 99245 | 99266 | 99286 | 99305 | 99324 | 99343 | 99361

2,5 | 99379 | 99396 | 99413 | 99430 | 99446 | 99461 | 99477 | 99492 | 99506 | 99520

2,6 | 99534 | 99547 | 99560 | 99573 | 99585 | 99598 | 99609 | 99621 | 99632 | 99643

2,7 | 99653 | 99664 | 99674 | 99683 | 99693 | 99702 | 99711 | 99720 | 99728 | 99736

2,8 | 99744 | 99752 | 99760 | 99767 | 99774 | 99781 | 99788 | 99795 | 99801 | 99807

2,9 | 99813 | 99819 | 99825 [ 99831 | 99836 | 99841 | 99846 | 99851 | 99856 | 99861

3,0 | 99865 | 99869 | 99874 | 99878 | 99882 | 99886 | 99889 | 99893 | 99896 | 99900

3,1 ] 99903 | 99906 | 99910 | 99913 | 99916 | 99918 | 99921 | 99924 | 99926 | 99929

3,2 | 99931 | 99934 | 99936 | 99938 [ 99940 | 99942 | 99944 | 99946 | 99948 | 99950

3,3 | 99952 | 99953 | 99955 | 99957 | 99958 | 99960 | 99961 | 99962 | 99964 | 99965

3,4 ] 99966 | 99968 | 99969 | 99970 | 99971 | 99972 | 99973 | 99974 | 99975 | 99976

3,5 | 99977 | 99978 | 99978 | 99979 | 99980 | 99981 | 99981 | 99982 | 99983 | 99983

3,6 | 99984 | 99985 | 99985 | 99986 | 99986 | 99987 | 99987 | 99988 | 99988 | 99989

3,7 | 99989 | 99990 | 99990 | 99990 [ 99991 | 99991 [ 99992 | 99992 | 99992 | 99992

3,8 | 99993 | 99993 | 99993 | 99994 | 99994 | 99994 | 99994 | 99995 | 99995 | 99995

3,9 | 99995 | 99995 | 99996 | 99996 | 99996 | 99996 | 99996 | 99996 | 99997 | 99997

[ 4,00 | 99997 | 4,10 ] 99998 | 4,20 | 99999 | 4,30 | 99999 | 4,40 99999 [4,50 | 99999 |
Poznamka: @(—u) =1- @(H) s U9~ 1,645; Up975~ 1,960; Up99 ~ 2,326; Up,995 ~ 2,576 .
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T2 Kvantily tr Studentova rozdéleni S(k)

k L 0,95 0,975 0,99 0,995 0,999 0,9995
1 6,314 12,706 31,821 63,656 318,289 636,578

2 2,920 4,303 6,965 9,925 22,328 31,600

3 2,353 3,182 4,541 5,841 10,214 12,924

4 2,132 2,776 3,747 4,604 7,173 8,610

5 2,015 2,571 3,365 4,032 5,894 6,869

6 1,943 2,447 3,143 3,707 5,208 5,959

7 1,895 2,365 2,998 3,499 4,785 5,408

8 1,860 2,306 2,896 3,355 4,501 5,041

9 1,833 2,262 2,821 3,250 4,297 4,781
10 1,812 2,228 2,764 3,169 4,144 4,587
11 1,796 2,201 2,718 3,106 4,025 4,437
12 1,782 2,179 2,681 3,055 3,930 4,318
13 1,771 2,160 2,650 3,012 3,852 4,221
14 1,761 2,145 2,624 2,977 3,787 4,140
15 1,753 2,131 2,602 2,947 3,733 4,073
16 1,746 2,120 2,583 2,921 3,686 4,015
17 1,740 2,110 2,567 2,898 3,646 3,965
18 1,734 2,101 2,552 2,878 3,610 3,922
19 1,729 2,093 2,539 2,861 3,579 3,883
20 1,725 2,086 2,528 2,845 3,652 3,850
21 1,721 2,080 2,518 2,831 3,627 3,819
22 1,717 2,074 2,508 2,819 3,505 3,792
23 1,714 2,069 2,500 2,807 3,485 3,768
24 1,711 2,064 2,492 2,797 3,467 3,745
25 1,708 2,060 2,485 2,787 3,450 3,725
26 1,706 2,056 2,479 2,779 3,435 3,707
27 1,703 2,052 2,473 2,771 3,421 3,689
28 1,701 2,048 2,467 2,763 3,408 3,674
29 1,699 2,045 2,462 2,756 3,396 3,660
30 1,697 2,042 2,457 2,750 3,385 3,646
35 1,690 2,030 2,438 2,724 3,340 3,591
40 1,684 2,021 2,423 2,704 3,307 3,551
45 1,679 2,014 2,412 2,690 3,281 3,520
50 1,676 2,009 2,403 2,678 3,261 3,496
60 1,671 2,000 2,390 2,660 3,232 3,460
70 1,667 1,994 2,381 2,648 3,211 3,435
80 1,664 1,990 2,374 2,639 3,195 3,416
90 1,662 1,987 2,368 2,632 3,183 3,402
100 1,660 1,984 2,364 2,626 3,174 3,390
120 1,658 1,980 2,358 2,617 3,160 3,373
140 1,656 1,977 2,353 2,611 3,149 3,361
160 1,654 1,975 2,350 2,607 3,142 3,352
180 1,653 1,973 2,347 2,603 3,136 3,345
200 1,653 1,972 2,345 2,601 3,131 3,340
300 1,650 1,968 2,339 2,592 3,118 3,323
500 1,648 1,965 2,334 2,586 3,107 3,310
1000 1,646 1,962 2,330 2,581 3,098 3,300
0 1,645 1,960 2,326 2,576 3,090 3,290

Poznamka: Pro 0 < P<0,5 pouzijeme vztah #p = —t,_p.
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T3 Kvantily . Pearsonova rozdéleni Xz(k)

N 0,005 0,01 0,025 0,05 0,95 0,975 0,99 0,995
1| 0000 | 0000 | 0001 0004]| 3841 | 5024 | 6635 7,879
2| 0010 0020] 0051 | 0103 | 5991 | 7,378 | 9210 | 10597
3| 0072| 0115| 0216 | 0352 | 7.815 | 9,348 | 11,345 | 12.838
4| 0207 | 0297 | 0484 | 0711 | 0488 | 11,143 | 13277 | 14,860
5| 0412 | 0554 | 0831 | 1145 | 11,070 | 12,832 | 15086 | 16,750
6| 0676 | 0872 | 1237 | 1635 | 12,592 | 14449 | 16,812 | 18,548
7| 0989 | 1239 | 1690 | 2167 | 14,067 | 16,013 | 18475 | 20.278
8| 1344 | 1647 | 2180 | 2733 | 15507 | 17,535 | 20,090 | 21,955
o | 1735 | 2088 | 2700 | 3325 | 16,919 | 19,023 | 21,666 | 23,589

10 | 2,156 | 2,558 | 3,247 | 3,940 | 18,307 | 20,483 | 23,209 | 25188
11 | 2603 | 3,053 | 3816 | 4575 | 19.675 | 21,920 | 24,725 | 26,757
12 | 3074 | 3571 | 4404 | 5226 | 21,026 | 23337 | 26217 | 28,300
13 | 3565 | 4107 | 5000 | 5892 | 22,362 | 24,736 | 27,688 | 29,819
14 | 4,075 | 4660 | 5629 | 6571 | 23,685 | 26,119 | 29141 | 31,319
15 | 4.601 | 5229 | 6262 | 7,261 | 24,996 | 27,488 | 30,578 | 32,801
16 | 5142 | 5812 | 6908 | 7,962 | 26,296 | 28,845 | 32,000 | 34,267
17 | 5697 | 6,408 | 7,564 | 8672 | 27,587 | 30,191 | 33,409 | 35718
18 | 6,265 | 7,015 | 8231 | 9390 | 28,869 | 31,526 | 34,805 | 37.156
19 | 6,844 | 7,633 | 8907 | 10117 | 30,144 | 32,852 | 36,191 | 38,582
20 | 7434 | 8260 | 9591 | 10,851 | 31410 | 34170 | 37.566 | 39,997
21 | 8034 | 8897 | 10,283 | 11,591 | 32,671 | 35479 | 38,932 | 41,401
22 | 8643 | 9542 | 10,982 | 12,338 | 33,924 | 36,781 | 40,289 | 42,796
23 | 9260 | 10,196 | 11,689 | 13,091 | 35172 | 38,076 | 41,638 | 44,181
24 | 0886 | 10,856 | 12,401 | 13,848 | 36415 | 39,364 | 42,980 | 45558
25 | 10,520 | 11,524 | 13,120 | 14,611 | 37,652 | 40646 | 44314 | 46928
26 | 11160 | 12,198 | 13.844 | 15379 | 38,885 | 41,923 | 45642 | 48,290
27 | 11,808 | 12,878 | 14573 | 16,151 | 40113 | 43,195 | 46,963 | 49645
28 | 12,461 | 13,565 | 15,308 | 16,928 | 41,337 | 44461 | 48278 | 50,994
29 | 13121 | 14.256 | 16,047 | 17,708 | 42,557 | 45722 | 49,588 | 52,335
30 | 13,787 | 14,953 | 16,791 | 18493 | 43,773 | 46,979 | 50,892 | 53,672
31 | 14458 | 15,655 | 17,539 | 19,281 | 44,985 | 48232 | 52,191 | 55,002
32 | 15134 | 16,362 | 18,291 | 20,072 | 46,194 | 49.480 | 53,486 | 56,328
33 | 15815 | 17,073 | 19,047 | 20,867 | 47,400 | 50,725 | 54,775 | 57,648
34 | 16,501 | 17,789 | 19,806 | 21,664 | 48,602 | 51,966 | 56,061 | 58,964
35 | 17192 | 18,509 | 20,569 | 22,465 | 49,802 | 53,203 | 57.342 | 60,275
36 | 17,887 | 19,233 | 21,336 | 23,269 | 50,998 | 54,437 | 58,619 | 61,581
37 | 18586 | 19,960 | 22,106 | 24,075 | 52,192 | 55,668 | 59.893 | 62,883
38 | 19.289 | 20,691 | 22,878 | 24,884 | 53384 | 56,895 | 61,162 | 64,181
30 | 19,996 | 21,426 | 23,654 | 25695 | 54572 | 58120 | 62,428 | 65475
40 | 20,707 | 22164 | 24433 | 26,509 | 55,758 | 59,342 | 63,691 | 66,766
41 | 21,421 | 22,906 | 25215 | 27,326 | 56,942 | 60,561 | 64,950 | 68,053
42 | 22,138 | 23,650 | 25999 | 28,144 | 58,124 | 61,777 | 66.206 | 69,336
43 | 22,860 | 24,398 | 26,785 | 28,965 | 59,304 | 62,990 | 67.459 | 70,616
44 | 23584 | 25148 | 27575 | 29.787 | 60,481 | 64,201 | 68,710 | 71,892
45 | 24,311 | 25901 | 28,366 | 30,612 | 61,656 | 65410 | 69,957 | 73,166
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T3 Kvantily . Pearsonova rozdéleni Xz(k)

(pokracovani)

N 0,005 0,01 0,025 0,05 0,95 0,975 0,99 0,995
46 | 25,041 26,657 | 29,160 | 31,439 | 62,830 | 66,616 | 71,201 74,437
47| 25775 | 27,416 | 29,956 | 32,268 | 64,001 67,821 72,443 | 75,704
48 | 26,511 28,177 | 30,754 | 33,098 | 65,171 69,023 | 73,683 | 76,969
49| 27,249 | 28,941 31,555 | 33,930 | 66,339 | 70,222 | 74,919 | 78,231
50 | 27,991 29,707 | 32,357 | 34,764 | 67,505 | 71,420 | 76,154 | 79,490
51 28,735 | 30,475 | 33,162 | 35,600 | 68,669 | 72,616 | 77,386 | 80,746
52 | 29,481 31,246 | 33,968 | 36,437 | 69,832 | 73,810 | 78,616 | 82,001
53| 30,230 | 32,019 | 34,776 | 37,276 | 70,993 | 75,002 | 79,843 | 83,253
54 | 30,981 32,793 | 35586 | 38,116 | 72,153 | 76,192 | 81,069 | 84,502
55| 31,735 | 33,571 36,398 | 38,958 | 73,311 77,380 | 82,292 | 85,749
56 | 32,491 34,350 | 37,212 | 39,801 74,468 | 78,567 | 83,514 | 86,994
57| 33,248 | 35,131 38,027 | 40,646 | 75624 | 79,752 | 84,733 | 88,237
58 | 34,008 | 35914 | 38,844 | 41,492 | 76,778 | 80,936 | 85950 | 89,477
59| 34,770 | 36,698 | 39,662 | 42,339 | 77,930 | 82,117 | 87,166 | 90,715
60| 35534 | 37,485 | 40,482 | 43,188 | 79,082 | 83,298 | 88,379 | 91,952
61 36,300 | 38,273 | 41,303 | 44,038 | 80,232 | 84,476 | 89,591 93,186
62| 37,068 | 39,063 | 42,126 | 44,889 | 81,381 85,654 | 90,802 | 94,419
63| 37,838 | 39,855 | 42,950 | 45,741 82,529 | 86,830 | 92,010 | 95,649
64| 38610 | 40,649 | 43,776 | 46,595 | 83,675 | 88,004 | 93,217 | 96,878
65| 39383 | 41,444 | 44,603 | 47,450 | 84,821 89,177 | 94,422 | 98,105
66 | 40,158 | 42,240 | 45,431 48,305 | 85,965 | 90,349 | 95,626 | 99,330
67 | 40,935 | 43,038 | 46,261 49,162 | 87,108 | 91,519 | 96,828 | 100,554
68 | 41,714 | 43,838 | 47,092 | 50,020 | 88,250 | 92,688 | 98,028 | 101,776
69| 42,493 | 44,639 | 47924 | 50,879 | 89,391 93,856 | 99,227 | 102,996
70 | 43,275 | 45442 | 48,758 | 51,739 | 90,531 95,023 | 100,425 | 104,215
71 44,058 | 46,246 | 49,592 | 52,600 | 91,670 | 96,189 | 101,621 | 105,432
72| 44,843 | 47,051 50,428 | 53,462 | 92,808 | 97,353 | 102,816 | 106,647
73] 45629 | 47,858 | 51,265 | 54,325 | 93,945 | 98,516 | 104,010 | 107,862
74| 46,417 | 48,666 | 52,103 | 55,189 | 95,081 99,678 | 105,202 | 109,074
75| 47,206 | 49,475 | 52,942 | 56,054 | 96,217 | 100,839 | 106,393 | 110,285
80| 51,172 | 53,540 | 57,153 | 60,391 | 101,879 | 106,629 | 112,329 | 116,321
85| 55170 | 57,634 | 61,389 | 64,749 | 107,522 | 112,393 | 118,236 | 122,324
90| 59,196 | 61,754 | 65647 | 69,126 | 113,145 | 118,136 | 124,116 | 128,299
95| 63,250 | 65,898 | 69,925 | 73,520 | 118,752 | 123,858 | 129,973 | 134,247

100 | 67,328 | 70,065 | 74,222 | 77,929 | 124,342 | 129,561 | 135,807 | 140,170
110 | 75,550 | 78,458 | 82,867 | 86,792 | 135,480 | 140,916 | 147,414 | 151,948
120 | 83,852 | 86,923 | 91,673 | 95,705 | 146,567 | 152,211 | 158,950 | 163,648
130 | 92,223 | 95,451 | 100,331 | 104,662 | 157,610 | 163,453 | 170,423 | 175,278
150 | 109,142 | 112,668 | 117,985 | 122,692 | 179,581 | 185,800 | 193,207 | 198,360
200 | 152,241 | 156,432 | 162,728 | 168,279 | 233,994 | 241,058 | 249,445 | 255,264
500 | 422,303 | 429,387 | 439,936 | 449,147 | 553,127 | 563,851 | 576,493 | 585,206
1000 | 888,563 | 898,912 | 914,257 | 927,594 | 1074,68 | 1089,53 | 1106,97 | 1118,95
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T4 Kvantily Fp Fisherova — Snedecorova rozdéleni F(kq,k;) pro P= 0,975

ki 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ky
1]647,793| 799,482 | 864,151| 899,599 | 921,835 | 937,114 | 948,203 | 956,643 | 963,279 | 968,634
2| 38,506| 39,000| 39,166| 39,248| 39,298| 39,331| 39,356| 39,373| 39,387| 39,398
3| 17,443| 16,044| 15,439| 15,101| 14,885| 14,735| 14,624| 14,540| 14,473| 14,419
4| 12,218| 10,649 9,979| 9,604| 9,364| 9,197| 9,074| 8,980| 8,905/ 8,844
5| 10,007| 8,434| 7,764| 7,388| 7,146| 6,978| 6,853| 6,757| 6,681 6,619
6] 8,813| 7,260 6,599| 6,227| 50988| 5.820| 5,695 5600 5,523| 5,461
7| 8,073| 6,542 5,890| 5,523| 5285 5119| 4,995| 4,899| 4,823| 4,761
8| 7,571| 6,059 5416| 5,053| 4,817| 4,652| 4,529| 4,433| 4,357| 4,295
9| 7,209| 5,715| 5,078| 4,718| 4,484| 4320| 4,197| 4,102| 4,026| 3,964
10| 6,937| 5,456| 4,826 4,468| 4,236| 4,072 3,950| 3,855| 3,779| 3,717
11| 6,724| 5,256| 4,630| 4,275| 4,044| 3,881| 3,759| 3,664| 3,588 3,526
12| 6,554| 5,096| 4,474| 4,121| 3,891| 3,728| 3,607| 3,512| 3,436| 3,374
13| 6,414| 4,965| 4,347| 3996| 3,767| 3,604| 3,483 3,388| 3,312 3,250
14| 6,298| 4,857| 4,242| 3892 3663| 3,501 3,380| 3,285| 3,209| 3,147
15] 6,200| 4,765| 4,153| 3,804| 3,576| 3,415 3,293| 3,199| 3,123| 3,060
16| 6,115| 4,687| 4,077| 3,729| 3,502| 3,341| 3,219| 3,125| 3,049 2,986
17| 6,042 4619| 4,011| 3665 3,438 3,277| 3,156| 3,061| 2,985 2922
18] 5,978| 4,560| 3,954| 3,608| 3,382| 3,221| 3,100| 3,005| 2,929 2,866
19| 5,922| 4,508| 3,903| 3,559 3,333| 3,172| 3,051| 2,956| 2,880| 2817
20| 5,871| 4,461| 3,859| 3,515| 3,289| 3,128| 3,007| 2913| 2,837| 2,774
21| 5,827| 4,420| 3,819| 3,475| 3,250| 3,090] 2,969| 2,874| 2,798 2735
22| 5,786| 4,383| 3,783| 3,440| 3,215| 3,055| 2,934| 2.839| 2,763| 2,700
23| 5,750 4,349| 3,750| 3,408| 3,183| 3,023| 2,902| 2,808| 2,731 2,668
24| 5,717 4,319| 3,721| 3,379| 3,155| 2,995| 2,874| 2,779| 2,703| 2,640
25| 5,686| 4,291 3,694| 3,353| 3,129| 2,969| 2,848| 2,753| 2,677 2,613
26| 5,659| 4,265| 3,670| 3,329| 3,105| 2,945| 2,824| 2,729| 2,653 2590
27| 5,633| 4,242| 3,647| 3,307| 3,083| 2,923 2,802| 2,707| 2,631 2,568
28| 5,610 4,221| 3,626| 3,286| 3,063| 2,903 2,782| 2,687| 2,611 2547
29| 5,5588| 4,201| 3,607| 3,267| 3,044| 2884 2,763| 2669 2592| 2529
30| 5,568| 4,182| 3,589| 3,250| 3,026| 2,867| 2,746| 2651| 2575| 2511
35| 5,485| 4,106| 3,517| 3,179| 2,956| 2,796| 2,676| 2,581| 2,504| 2,440
40| 5,424| 4,051| 3,463| 3,126| 2,904| 2,744| 2,624| 2529| 2452 2,388
45| 5377| 4,009| 3,422| 3,086| 2,864| 2,705 2,584| 2489| 2412| 2,348
50| 5,340| 3,975| 3,390| 3,054| 2,833| 2674| 2,553| 2458| 2,381 2,317
55| 5,310| 3,948| 3,364| 3,029| 2,807| 2,648| 2,528 2433| 2355/ 27291
60| 5,286| 3,925| 3,343| 3,008 2,786| 2,627| 2,507 2412| 2,334| 2,270
70| 5,247| 3,890| 3,309| 2,975| 2,754| 2595| 2474| 2379| 2,302| 2,237
80| 5,218| 3,864| 3,284| 2950| 2,730| 2,571| 2,450 2,355| 2277| 27213
90| 5,196| 3,844| 3,265| 2,932| 2,711 2552| 2432 2336 2,259| 2,194
100 5,179| 3,828| 3,250| 2917| 2,696| 2,537| 2417| 2,321| 2244 2179
120| 5,152| 3,805| 3,227| 2,894| 2674| 2515 2,395 2299| 2222| 2,157
150] 5,126| 3,781| 3,204| 2.872| 2,652| 2,494| 2373| 27278 2200| 2,135
250 5,085| 3,744| 3,169| 2,837 2618| 2,459| 2,338| 2243| 2,165 2,100
500 5,054| 3,716| 3,142| 2,811| 2,592| 2434| 2313 2217| 2139| 2,074
o 5024| 3,689| 3,116| 2,786| 2566| 2,408 2,288 2,192| 2,114| 2,048
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T4

Kvantily Fp Fisherova — Snedecorova rozdéleni F(kq,k2) pro P=0,975
(pokra€ovani)

A ki 12 15 20 24 30 40 60 100 250 0

1]1976,725] 984,874 | 993,081|997,272| 1001,40| 1005,60| 1009,79|1013,16| 1016,22 | 1018,26

2] 39,415| 39,431| 39,448| 39,457| 39,465| 39,473| 39,481| 39,488| 39,494| 39,498

3| 14,337| 14,253| 14,167| 14,124| 14,081| 14,036| 13,992| 13,956| 13,924| 13,902

4] 8,751 8,657| 8,560 8,511| 8,461 8,411| 8,360| 8,319| 8,282| 8,257

5] 6,525| 6,428| 6,329| 6,278| 6,227| 6,175 6,123| 6,080] 6,041] 6,015

6] 5,366| 5269 5,168 5,117| 5,065| 5,012| 4,959, 4915| 4,876] 4,849

7] 4,666 4,568| 4,467 4,415| 4,362 4,309| 4,254| 4,210] 4,170| 4,142

8] 4,200 4,101] 3,999| 3,947| 3,894 3,840| 3,784 3,739| 3,698| 3,670

9] 3868 3,769, 3,667 3,614 3,560| 3,505| 3,449| 3,403] 3,361| 3,333
10] 3,621 3,622 3,419| 3,365 3,311 3,255| 3,198| 3,152| 3,109| 3,080
11] 3,430 3,330| 3,226] 3,173| 3,118]| 3,061 3,004| 2,95 2912| 2,883
12| 3,277 3,177 3,073| 3,019| 2963 2,906| 2,848 2,800] 2,755| 2,725
13] 3,153 3,053| 2,948| 2,893| 2,837 2,780 2,720| 2,671| 2,626| 2,595
14] 3,050] 2,949| 2,844 2,789| 2,732| 2,674 2,614 2,565| 2,519| 2487
15] 2,963 2,862| 2,756 2,701| 2,644| 2,585 2,524| 2474| 2,427 2,395
16] 2,889 2,788| 2,681 2,625| 2,568| 2,509| 2,447| 2,396 2,349| 2,316
17] 2,825| 2,723 2,616 2,560| 2,502 2,442 2,380| 2,329 2,280 2,247
18] 2,769 2,667 2,559 2,503| 2,445| 2,384| 2,321| 2,269 2,220| 2,187
191 2,720] 2,617 2,509 2,452| 2,394| 2,333| 2,270 2,217| 2,167 2,133
20| 2,676 2,573 2464 2,408| 2,349| 2,287 2,223| 2170] 2,120] 2,085
21] 2,637 2,534| 2,425| 2368 2,308| 2,246 2,182 2,128 2,077 2,042
221 2,602] 2,498| 2,389| 2,332 2272| 2,210 2,145| 2,090] 2,039| 2,003
23] 2,570 2,466| 2,357 2,299| 2239| 2176] 2,111 2,056] 2,004| 1,968
241 2,541 2437 2,327 2,269| 2,209| 2,146| 2,080 2,024 1972| 1,935
25| 2515] 2411 2,300 2,242| 2,182 2,118 2,052 1,996 1,942| 1,906
26] 2,491 2387 2,276 2217 2,157 2,093 2,026| 1,969 1915 1,878
271 2,469 2,364| 2,253 2,195| 2,133| 2,069| 2,002] 1,945| 1,891 1,853
28] 2,448| 2,344| 2,232| 2174 2,112] 2,048 1,980 1,922 1,867 1,829
29| 2,430 2,325| 2,213 2,154 2,092 2,028] 1,959| 1,901 1,846 1,807
30] 2412 2,307 2,195 2,136| 2,074 2,009 1,940| 1,882 1,826| 1,787
35| 2,341 2,235 2,122 2,062] 1,999| 1,932 1,861 1,801 1,743] 1,702
40| 2,288 2,182| 2,068| 2,007| 1,943| 1,875 1,803| 1,741 1,680 1,637
45| 2,248| 2,141 2,026] 1,965 1,900 1,831 1,757 1,694 1,631 1,586
50] 2,216 2,109| 1,993| 1,931 1,866 1,796| 1,721 1,656 1,592| 1,545
55| 2,190, 2,083| 1,967| 1904| 1,838 1,768| 1,692| 1,625 1,559 1,511
60] 2,169| 2,061 1,944| 1,882 1,815 1,744| 1,667 1,599| 1,532| 1,482
70] 2,136| 2,028 1,910 1,847 1,779| 1,707| 1,628 1,558| 1,488| 1,436
80] 2,111| 2,003 1,884| 1,820] 1,752 1,679 1,599| 1,527 1,455| 1,400
90| 2,092 1,983| 1,864 1,800] 1,731 1,657 1,576 1,503| 1,428 1,371
100] 2,077] 1,968| 1,849 1,784| 1,715 1,640] 1,558| 1,483 1,407| 1,347
120] 2,055| 1,945 1,825| 1,760 1,690, 1,614| 1,530 1454| 1,374 1,310
150] 2,032 1,922| 1,801 1,736 1,665 1,588| 1,502 1,423| 1,340 1,271
2500 1997, 1,886 1,764 1697| 1,625| 1,546 1457 1,374| 1,282 1,201
500 1,971 1,859| 1,736] 1,669 1,596| 1,515 1,423] 1,336| 1,235 1,137
0 1,945| 1,833] 1,708, 1,640] 1,566| 1,484 1,388 1,296 1,183] 1,000
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Kvantily Fp Fisherova — Snedecorova rozdéleni F(kq,k2) pro P = 0,995

ki 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ky
1]16212,5|19997,4 | 21614,1 | 22500,8 | 23055,8 | 23439,5 | 23715,2 | 23923,8 | 24091,5 | 24221,8
2] 198,503| 199,012 | 199,158 | 199,245 | 199,303 | 199,332| 199,361 | 199,376 | 199,390 | 199,390
3| 55,552| 49,800 47,468| 46,195| 45,391| 44,838| 44,434| 44,125| 43,881| 43,685
4| 31,332 26,284| 24,260| 23,154| 22,456| 21,975| 21,622| 21,352| 21,138| 20,967
5| 22,785| 18,314| 16,530| 15,556| 14,939| 14,513| 14,200 13,961| 13,772| 13,618
6| 18,635| 14,544| 12,917| 12,028 11,464| 11,073| 10,786| 10,566| 10,391| 10,250
7] 16,235| 12,404| 10,883| 10,050| 9,522| 9,155| 8,885| 8,678| 8,514 8,380
8| 14,688| 11,043| 9,597| 8,805| 8,302| 7,952| 7,694| 7,496| 7,339| 7,211
9] 13,614| 10,107| 8,717| 7,956| 7,471| 7,134| 6,885 6,693 6,541| 6,417
10| 12,827 9,427| 8,081| 7,343| 6,872| 6,545 6,303| 6,116| 5968| 5,847
11| 12,226 8,912| 7,600/ 6,881 6,422| 6,102 5865| 5,682 5537| 5,418
12| 11,754 8,510| 7,226| 6,521| 6,071| 5,757| 5,524| 5,345 57202| 5,085
13| 11,374| 8,186| 6,926| 6,233| 5791| 5482| 5253| 5,076| 4,935 4,820
14| 11,060 7,922| 6,680 5,998| 5562| 5257 5,031 4,857 4,717| 4,603
15| 10,798 7,701| 6,476| 5,803| 5,372| 5,071| 4,847| 4,674| 4536| 4424
16| 10,576| 7,514| 6,303| 5,638| 5212| 4,913 4692| 4,521 4,384| 4272
17| 10,384| 7,354| 6,156| 5,497| 5,075| 4,779| 4,559| 4,389| 4254| 4142
18] 10,218| 7,215| 6,028| 5,375| 4,956| 4,663| 4,445 4276| 4,141 4,030
19] 10,073| 7,093| 5,916| 5268| 4,853| 4,561| 4,345| 4177| 4,043| 3,933
20| 9,944| 6,987| 5.818| 5174| 4,762| 4472| 4257 4,090| 3,956| 3,847
21| 9,829| 6,891 5,730| 5,091 4,681| 4,393| 4,179 4,013| 3,880| 3,771
22| 9,727| 6,806| 5652| 5,017 4,609| 4,322| 4,109| 3,944| 3,812| 3,703
23] 9,635| 6,730 5,582| 4,950 4,544| 4,259| 4,047 3,882| 3,750/ 3,642
24| 9,551| 6,661| 5519| 4,890 4,486| 4,202| 3991 3826| 3,695 3,587
25| 9,475| 6,598| 5462| 4,835 4,433| 4,150| 3,939 3,776| 3,645 3,537
26] 9,406| 6,541 5409| 4,785 4,384| 4103| 3,893| 3730| 3,599| 3,492
271 9,342| 6,489 5361| 4,740 4,340| 4,059| 3,850 3,687| 3,557| 3,450
28] 9,284| 6,440 5317| 4,698 4,300| 4,020/ 3,811 3,649| 3,519 3412
29| 9,230| 6,396| 5,276| 4,659 4,262| 3,983| 3,775| 3,613| 3,483| 3,376
30] 9,180| 6,355| 5,239| 4,623| 4,228| 3949| 3,742| 3580| 3,451| 3,344
35| 8,976| 6,188| 5,086| 4,479| 4,088 3,812| 3,607| 3,447| 3,318 3,212
40| 8,828| 6,066| 4,976| 4,374| 3,986| 3,713| 3,509| 3,350 3,222| 3,117
45| 8,715| 5,974| 4,892| 4294| 3,909| 3,638 3,435 3,276| 3,149| 3,044
50| 8,626| 5,902| 4,826| 4,232| 3,849| 3,579| 3,376| 3,219| 3,092| 2,988
55| 8,554| 5,843| 4,773| 4,181| 3,800| 3,531| 3,330| 3,173| 3,046| 2,942
60| 8,495| 5,795 4,729| 4,140 3,760 3,492| 3,291 3,134| 3,008 2,904
70| 8,403| 5,720 4,661| 4,076| 3,698 3431| 3,232| 3,076 2950| 2,846
80| 8,335| 5,665| 4,611| 4,028/ 3,652 3,387| 3,188| 3,032| 2,907 2,803
90| 8,282| 5,623| 4573| 3,992 3617| 3,352| 3,154 2999| 2,873| 2,770
100] 8,241| 5,589| 4,542| 3,963| 3,589| 3,325| 3,127| 2,972| 2,847| 2,744
120 8,179| 5,539| 4,497| 3,921| 3,548| 3,285 3,087| 2,933 2,808| 2705
150 8,118| 5,490| 4,453| 3,878| 3,508| 3,245 3,048 2,894| 2,770| 2,667
250| 8,021| 5412| 4,382| 3,812| 3444| 3,183| 2987| 2833| 2,709 2607
500 7,950| 5,355| 4,330| 3,763| 3,396 3,137| 2,941| 2,789| 2,665 2,562
o 7879 5,298| 4,279| 3,715| 3,350| 3,091 2.897| 2,744| 2621| 2,519
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Kvantily Fp Fisherova — Snedecorova rozdéleni F(kq,k2) pro P = 0,995
(pokra€ovani)

A ki 12 15 20 24 30 40 60 100 250 0
1]124426,7|24631,6 | 24836,5| 24937,1 | 25041,4 | 25145,7 | 25253,7 | 25339,4 | 25413,9 | 25466, 1
21199,419| 199,434 | 199,449 199,449/ 199,478 199,478 | 199,478 | 199,478 | 199,507 | 199,507
3| 43,387 | 43,085| 42,779| 42,623| 42,466| 42,310| 42,150 42,022| 41,906| 41,829
4] 20,705| 20,438| 20,167| 20,030| 19,892| 19,751| 19,611| 19,497| 19,394| 19,325
5| 13,385] 13,146| 12,903| 12,780| 12,656| 12,530| 12,402 12,300| 12,206| 12,144
6] 10,034| 9,814| 9,589| 9474| 9,358| 9,241 9,122| 9,026 8,938| 8,879
7] 8176] 7,968| 7,754| 7,645 7,534| 7422 7,309| 7,217| 7,132| 7,076
8] 7,015 6,814 6,608 6,503 6,396 6,288 6,177| 6,087| 6,006] 5,951
9] 6,227] 6,032] 5,832 5,729| 5,625| 5,519| 5,410| 5,322 5,242| 5,188
10] 5,661 5471 5274 5173| 5,071 4,966| 4,859 4,772] 4,692| 4,639
11] 5,236| 5,049| 4,855| 4,756| 4,654| 4,551| 4,445| 4,359| 4,279 4,226
12] 4,906 4,721 4,530 4,431 4,331 4,228| 4,123| 4,037] 3,958| 3,904
13] 4,643| 4,460 4,270| 4,173 4,073| 3,970 3,866| 3,780 3,700| 3,647
14] 4,428 4,247 4,059 3,961| 3,862 3,760| 3,655| 3,569| 3,490| 3,436
15] 4,250| 4,070 3,883| 3,786 3,687 3,585 3,480 3,394 3,314 3,260
16] 4,099| 3,920| 3,734| 3,638| 3,539| 3437| 3,332] 3,246 3,166] 3,111
17] 3,971 3,793| 3,607 3,511 3412 3,311| 3,206 3,119 3,039| 2,984
18] 3,860| 3,683| 3,498| 3,402| 3,303] 3,201 3,096 3,009| 2,929| 2,873
19] 3,763| 3,587 3402| 3,306| 3,208 3,106| 3,000 2913| 2,832 2,776
20] 3,678] 3,502| 3,318| 3,222| 3,123| 3,022| 2916| 2,828| 2,747 2,690
21] 3,602 3,427 3,243| 3,147 3,049| 2947| 2,841 2,753| 2,671 2,614
22] 3,535| 3,360 3,176 3,081 2,982| 2,880 2,774 2,685| 2,602| 2,546

23] 3474 3,300 3,116| 3,021 2,922| 2,820 2,713| 2,624| 2,541 2,484
24] 3,420 3,246| 3,062| 2967 2,868 2,765| 2,658 2,569| 2,486 2428
25| 3,370 3,196 3,013| 2918| 2,819| 2,716] 2,609| 2,519| 2435| 2377
26] 3,325| 3,151| 2,968| 2,873| 2,774| 2671 2563| 2473| 2,389 2,330
27| 3,284 3,110 2,927| 2,832 2,733| 2,630 2,522| 2,431| 2,346| 2,287
28] 3,246 3,073| 2,890 2,794| 2,695| 2,592| 2,483 2,392| 2,307| 2,247
29] 3,211 3,038] 2,855| 2,759| 2,660| 2,557 2,448| 2,357| 2,270 2,210
30) 3,179 3,006 2,823| 2,727| 2,628| 2,524| 2415| 2,323| 2,237| 2,176
35] 3,048 2,876 2,693| 2,597 2,497 2392 2,282 2,188| 2,099 2,036
40] 2,953| 2,781 2,598 2,602| 2401 2,296| 2,184| 2,088 1,997| 1,932
45| 2,881 2,709| 2,527 2,430 2,329| 2,222| 2,109| 2,012] 1,918] 1,851
50] 2,825 2,653| 2470| 2373| 2,272 2,164| 2,050] 1,951 1,855| 1,786
55| 2,779| 2,608| 2425 2327 2,226| 2,118 2,002| 1,902| 1,804 1,733
60| 2,742| 2,570 2,387 2,290 2,187 2,079] 1,962| 1,861 1,761 1,689
70] 2,684| 2513| 2,329 2231| 2,128 2,019| 1,900| 1,797 1,694 1,618
80] 2,641 2,470 2,286 2,188| 2,084| 1974| 1,854 1,748 1,643| 1,563
90] 2,608 2,437| 2,253| 2,155| 2,051 1,939| 1,818 1,711 1,602 1,520
100] 2,583 2411 2,227 2128 2,024] 1912 1,790] 1,681 1,570 1,485
120] 2,544| 2,373| 2,188| 2,089 1,984| 1,871 1,747 1,636 1,521 1,431
150] 2,506 2,335 2,150 2,050] 1,944| 1,830 1,704 1,590 1,471 1,374
250) 2,446| 2,275| 2,089 1989| 1,882 1,765 1636 1,516| 1,387 1,274
500] 2,402 2,230 2,044| 1,943| 1,835 1,717| 1,584 1,460 1,319| 1,184
0 2,358 2,187| 2,000, 1,898] 1,789 1,669| 1,533] 1,402 1,245 1,000
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