
SA2 - Dvojný integrál - polární souřadnice ÚM FSI VUT v Brně, 5. května 2007

Oblast M je dána nerovnostmi uvedenými pod obrázkem, na kterém je také barevně vyznačena.
Zapište dvojnásobný integrál, kterým byste pomocí transformace do polárních souřadnic

x = % cosϕ,

y = % sinϕ

spočítali plošný obsah oblasti M .

1. Příklad

Obrázek 1: M : x2 + y2 ≤ 4, y ≥ 0

Řešení S(M) =
∫
M

∫
1dxdy =

π∫
0

(
2∫
0
1 · % d%

)
dϕ.

2. Příklad

Obrázek 2: M : x2 + y2 ≤ 4x, y ≥ 0

Řešení S(M) =
∫
M

∫
1dxdy =

π
2∫
0

(
4 cosϕ∫
0
1 · % d%

)
dϕ.

3. Příklad

Obrázek 3: M : x2 + y2 ≤ −4x, y ≤ 0

Řešení S(M) =
∫
M

∫
1dxdy =

3
2π∫
π

(
−4 cosϕ∫
0
1 · % d%

)
dϕ.
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4. Příklad

Obrázek 4: M : x2 + y2 ≤ 4y, x ≤ 0

Řešení S(M) =
∫
M

∫
1dxdy =

π∫
π
2

(
4 sinϕ∫
0
1 · % d%

)
dϕ.

5. Příklad

Obrázek 5: M : x2 + y2 ≥ 4, x2 + y2 ≤ 4x, y ≥ x

Řešení Na obrázku je zakreslen i rovnostranný trojúhelník, který usnadní určení horní meze pro ϕ.

S(M) =
∫
M

∫
1dxdy =

π
3∫

π
4

(
4 cosϕ∫
2
1 · % d%

)
dϕ.

6. Příklad

Obrázek 6: M : x2 + y2 ≥ 4, x2 + y2 ≤ 4x, y ≤ x

Řešení Na obrázku je zakreslen i rovnostranný trojúhelník, který usnadní určení dolní meze pro ϕ.

S(M) =
∫
M

∫
1dxdy =

π
4∫

−π
3

(
4 cosϕ∫
2
1 · % d%

)
dϕ.



SA2 - Dvojný integrál - polární souřadnice ÚM FSI VUT v Brně, 5. května 2007

7. Příklad

Obrázek 7: M : x2 + y2 ≤ 4, x2 + y2 ≥ 4x, y ≥ 0

Řešení Oblast musíme rozdělit na dvě části M1 a M2 (M =M1∪M2), jak je vidět na Obrázku 8.

Obrázek 8: M : x2 + y2 ≤ 4, x2 + y2 ≥ 4x, y ≥ 0

Obsah oblasti M1 spočteme běžným vzorcem jako obsah čtvrtiny kruhu, tj. S(M1) = π22

4 . Obsah

oblasti M2 spočítáme takto: S(M2) =
∫

M2

∫
1dxdy =

π
2∫

π
3

(
2∫

4 cosϕ
1 · % d%

)
dϕ. S(M) = S(M1) + S(M2).

8. Příklad

Obrázek 9: M : x2 + y2 ≥ 2x, x2 + y2 ≤ 4x,
√
3
3 x ≤ y ≤

√
3x

Řešení S(M) =
∫
M

∫
1dxdy =

π
3∫

π
6

(
4 cosϕ∫
2 cosϕ

1 · % d%

)
dϕ.


