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Priklad 1. Nakreslete graf funkce

flz) =23 —12z
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Priklad 1. f = 23 — 122

Regeni: Df =R

Nejprve je tfeba urcit defini¢ni obor. Vyraz je vzdy definovan.
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Priklad 1. f = 23 — 122

Regeni: Df =R
f=3z*-12

Urcime prvni derivaci a zjistime, kdy je kladna a kdy zaporna. K tomu
je tieba zjistit nulové body derivace, tedy Fesit rovnici 322 — 12 = 0.
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Priklad 1. f = 23 — 122

Regeni: Df =R
ff=322-12  z15==42

Grafem derivace je parabola. Tam, kde je jeji graf nad osou z je
prvni derivace kladna, kde je parabola pod osou z, je prvni derivace
zaporna. Poznamka: Lze to zjistit i tak, ze do predpisu derivace do-
sadime libovolny bod ze zkoumaného intervalu a zjistime znaménko
vysledné hodnoty.
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Priklad 1. f = 23 — 122

Regeni: Df =R
ff=322-12  z15==42

Urcili jsme intervaly monotonnosti.
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Priklad 1. f = 23 — 122

Regeni: Df =R
ff=322-12  z15==42

V bodech x = +2 dochazi ke zméné monotonie a derivace v nich
existuje a je v nich rovna nule, tudiZ v nich nastavaji lokalni extrémy.
Konkrétné v bodé x = —2 lokalni maximum, v bodé x = 2 lokalni
minimum, f(2) = —16, f(—2) = 16.
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Priklad 1. f = 23 — 122

Regeni: Df =R
f"=6x

Urcime druhou derivaci a zjistime, kdy je kladna a kdy zaporna. K
tomu je treba zjistit nulové body derivace, tedy resit rovnici 6x = 0.
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Priklad 1. f = 23 — 122

Regeni: Df =R
f"=6x x=0

Vpravo od bodu = 0 je druha derivace kladnad a proto je zde
puvodni funkce f konvexni, vlevo od bodu x = 0 je zaporna a tedy
f je zde konkavni. Toto jsme zjistili dosazenim libovolného bodu ze
zkoumaného intervalu, napf f”/(2) = 24 > 0.
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Priklad 1. f = 23 — 122

Regeni: Df =R
f"=6x x=0

/\‘\/

0

Urcili jsme intervaly konvexnosti a konkavnosti.
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Priklad 1. f = 23 — 122

Regeni: Df =R
f"=6x x=0

/\‘\/

0

V bodé x = 0 dochazi ke zméné z konkavni na konvexni, je to tedy
inflexni bod f(0) = 0.
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Priklad 1. f = 23 — 122

Regeni: Df =R

Je treba jesté urcit asymptoty. Asymptoty bez smérnice zde nebudou
vzhledem k definicnimu oboru, budeme tedy hledat asymptoty se
smérnici:

lim z3—12z —

T—00 &

Takto se ur¢i smérnice asymptoty pro x — oo.
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Priklad 1. f = 23 — 122

Regeni: Df =R
Je treba jesté urcit asymptoty. Asymptoty bez smérnice zde nebudou
vzhledem k definicnimu oboru, budeme tedy hledat asymptoty se

smérnici:

g .

lim &¥—=% ;2‘” = [2] = lim 322 - 12=00
r—00 —00

Pouzili jsme I'Hospitalovo pravidlo
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Priklad 1. f = 23 — 122

Regeni: Df =R
Je treba jesté urcit asymptoty. Asymptoty bez smérnice zde nebudou
vzhledem k definicnimu oboru, budeme tedy hledat asymptoty se

smérnici:

) 3_ .
lim %: [%] = lim 322 - 12 =0
Tr—00 r—00

. 3_ _ .

lim =12z — [%} = lim 322-12=00
Tr——00 Tr——00

Asymptota pro z — —oo se hledd podobné. Jelikoz obé smérnice
jsou nekonecné, nebude zde Zadna asymptota se smérnici.
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Priklad 1. f = 23 — 122

Yy
16+
flz) = 2% — 122
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Priklad 2. Nakreslete graf funkce
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Priklad 2. f = 2%e™®

Regeni: Df =R

Nejprve je tfeba urcit defini¢ni obor. Vyraz je vzdy definovan.
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Priklad 2. f = 2%e™®

Regeni: Df =R
f =2ze7® —z?e % =xe %(2 —1x)

Ur¢ime prvni derivaci a zjistime, kdy je kladnd a kdy zdpornad. K
tomu je treba zjistit nulové body derivace, tedy fesSit rovnici
xe *(2—1x)=0.
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Priklad 2. f = 2%e™®

Regeni: Df =R

f =2ze7® —z?e % =xe %(2 —1x) z12 = {0,2}

0

Vyraz e~ * je vzdy kladny, nulové body se tykaji pouze ostatnich
¢lend. Nyni budeme postupovat tak, ze do predpisu derivace dosa-
dime libovolny bod ze zkoumaného intervalu a zjistime znaménko
vysledné hodnoty.
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Priklad 2. f = 2%~
Regeni: Df =R
f =2ze7® —z?e % =xe %(2 —1x) z12 = {0,2}

0

2

Urcili jsme intervaly monotonnosti.
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Priklad 2. f = 2%e™®

Regeni: Df =R

f =2ze7® —z?e % =xe %(2 —1x) z12 = {0,2}

V bodech x = {0,2} dochazi ke zméné monotonie a derivace v nich
existuje a je v nich rovna nule, tudiz v nich nastdvaji lokalni extrémy.
Konkrétné v bodé x = 2 lokalni maximum, v bodé x = 0 lokalni
minimum, f(0) =0, f(2) =4ln2.
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Priklad 2. f = 2%e™®

Regeni: Df =R
f'=e®2—z)—2e*2—2) -2 *=€%(22—42+2)

Urc¢ime druhou derivaci a zjistime, kdy je kladnd a kdy zdpornd. K
tomu je treba zjistit nulové body derivace, tedy fesSit rovnici
22 — 4z 4+ 2 = 0, protoze vyraz e~ je vzdy kladny.
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Priklad 2. f = 2%e™®

Regeni: Df =R
f'=e®2—z)—2e*2—2) -2 *=€%(22—42+2)
T12=2+2

Grafem zkoumaného vyrazu je parabola viz obr., znaménko druhé
derivace zavisi pouze na tomto vyrazu, tedy kde je parabola nad
osou zx, je cely vyraz kladny, kde pod osou z, je zaporny.
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Priklad 2. f = 2%e™®

Regeni: Df =R
f'=e®2—z)—2e*2—2) -2 *=€%(22—42+2)
T12=2+2

Urcili jsme intervaly, na kterych je funkce f konvexni a konkavni.
Lze to udélat i pomoci dosazovani bodl ze zkoumanych intervali
do predpisu druhé derivace a urcenim znaménka tohoto vyrazu.
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Priklad 2. f = 2%e™®

Regeni: Df =R
f'=e®2—z)—2e*2—2) -2 *=€%(22—42+2)
T12=2+2

V bodech x = 2++/2 dochézi ke zmé&né z konvexni na konkavni resp.
naopak, druha derivace je v nich rovna nule, tudiz to jsou inflexni
body.
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Priklad 2. f = 2%e™®

Regeni: Df =R
Zbyva urcit asymptoty. Aymptoty bez smérnice zde nebudou

vzhledem k definicnimu oboru, urdime asymptoty se smérnici:

lim ¢ —
r—oo ¥

Takto uréime smérnici asymptoty pro x — oo
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Priklad 2. f = 2%e™®

Regeni: Df =R
Zbyva urcit asymptoty. Aymptoty bez smérnice zde nebudou
vzhledem k definicnimu oboru, urdime asymptoty se smérnici:

. 2, . .
lim 22— = lim £ = [2] = lim £ =0
z—oo T z—00 © €9 z—00 ©
Pouzili jsme I'Hospitalovo pravidlo, smérnice asyptoty pro x — oo
je 0.
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Priklad 2. f = 2%e™®

Regeni: Df =R
Zbyva urcit asymptoty. Aymptoty bez smérnice zde nebudou
vzhledem k definicnimu oboru, urdime asymptoty se smérnici:

. 26— . .
lim &&— zhm%:[@]:hm%:O
z—oo 7~ x—00 © S z—00 €
lim 2%e™% — Oz
£—00

Takto se zjisti konstantni ¢len asymptoty
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Priklad 2. f = 2%e™®

Regeni: Df =R
Zbyva urcit asymptoty. Aymptoty bez smérnice zde nebudou
vzhledem k definicnimu oboru, urdime asymptoty se smérnici:

. 24—a . .
lim £ — = lim £ = [@]: lim £ =0
z—oo T x—00 © CS z—00 €

] _ ) _ . 2 .
hmeex—Ox:hmxzez:hm%:[@]:th—f:
T—00 T— 00 r—00 € o0 T— 00 G
[@] = [ihin 2 =

o0 e®

T—00

Pouzili jsme dvakrat |I'Hospitalovo pravidlo, rovnice asymptoty tedy
je y =0z 4+ 0 =0, tedy je to osa x.
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Priklad 2. f = 2%e™®

Regeni: Df =R
Zbyva urcit asymptoty. Aymptoty bez smérnice zde nebudou

vzhledem k definicnimu oboru, urdime asymptoty se smérnici:

lim 2’ —
z——oco T

Takto uréime smérnici asymptoty pro x — —oo
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Priklad 2. f = 2%e™®

Regeni: Df =R

Zbyva urcit asymptoty. Aymptoty bez smérnice zde nebudou
vzhledem k definicnimu oboru, urdime asymptoty se smérnici:

lim £ = [0 00] = 00

xce
z——oco T

Pro x — —oo asymptota se smérnici neexistuje, protoZe limita vysla
nekonecna
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Priklad 2. f = 2%e™®

)

14e2

N

l2v2 |2 2+v2
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Priklad 3. Nakreslete graf funkce

f@) = g3
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Priklad 3. f(z) = ;=
Redeni: Df = Rt \ {1} = (0,1) U (1, 00)

Nejprve je tfeba urcit defini¢ni obor. Funkce In z je definovana pouze
pro kladna cisla a navic je ve jmenovateli zlomku, tedy nesmi byt
rovna nule. To vylucuje x = 1, protoze In1 = 0.
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Priklad 3. f(z) =

lnx

Redeni: Df = Rt \ {1} = (0,1) U (1, 00)

f/ _ lnz—1
In2z

Urcime prvni derivaci a zjistime, kdy je kladna a kdy zdpornd. K tomu
Jje treba zjistit nulové body derivace, tedy Fesit rovnici Inxz — 1 = 0.
V bodé z = 1 neni definovana ani derivace funkce f ani samotnd
funkce. Je treba jej zahrnout do délicich bod.
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Priklad 3. f(z) =

lnx

Redeni: Df = Rt \ {1} = (0,1) U (1, 00)

f/ _In :1:271

e nulovy bod v bodé x=e.

0

1 e

Nyni budeme postupovat tak, ze do predpisu derivace dosadime li-
bovolny bod ze zkoumaného intervalu a zjistime znaménko vysledné
hodnoty. Zkoumame tedy intervaly (0,1), (1,e) a (e, o).
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Priklad 3. f(z) =

lnx

Redeni: Df = Rt \ {1} = (0,1) U (1, 00)

f/ _In :1:271

e nulovy bod v bodé x=e.

0

1 e

Urcili jsme intervaly monotonnosti.
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Priklad 3. f(z) =

lnx

Redeni: Df = Rt \ {1} = (0,1) U (1, 00)

f/ _In :1:271

nulovy bod v bodé x=e.
In“x

)

0

1 e

V bodé = = e dochazi ke zméné monotonie a derivace v ném existuje
a je v rovna nule, tudiz v ném nastava lokalni extrém. Konkrétné
lokdIni minimum, f(e) =e
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Priklad 3. f(z) =

lnx

Redeni: Df = Rt \ {1} = (0,1) U (1, 00)

f/, _ %ln2x—(lnaj—1)21nx-% . %lnm(Q—lnx)

In%z In%z
Urcime druhou derivaci a zjistime, kdy je kladnad a kdy zaporna. K
tomu je treba zjistit nulové body derivace, tedy resit rovnici 2 —
Inz = 0. V bodé x = 1 neni definovana ani druha derivace funkce
f ani samotna funkce. Je treba jej zahrnout do délicich bodu.
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Priklad 3. f(z) =

lnx

Redeni: Df = Rt \ {1} = (0,1) U (1, 00)

f/, _ %ln2x—(lnaj—1)21nx-% _ %lnm(Q—lnx)
In‘z In‘z ’

nulovy bod v bodé& x = e?.

0

Nyni budeme dosazovat do druhé derivace body ze zkoumanych in-
tervald (0,1), (1,e?) a (e?,00) a zjistime znaménko vysledné hod-
noty. Jmenovatel je vzdy kladny, navic % je vzdy kladné na Df.
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Priklad 3. f(z) =

lnx

Redeni: Df = Rt \ {1} = (0,1) U (1, 00)

f/, _ %ln2x—(lnaj—1)21nx-% _ %lnm(Q—lnx)
In‘z In‘z ’

nulovy bod v bodé& x = e?.

interval ‘ znaménko In x ‘ znaménko 2 — Inx

(O, 1) = +
(1,e?) + +
(627 OO) + -

Urdili jsme znaménka vyraz(, odtud pak intervaly konvexnosti a kon-
kavnosti.
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Priklad 3. f(z) =

lnx

Redeni: Df = Rt \ {1} = (0,1) U (1, 00)

f/, _ %ln2x—(lnaj—1)21nx-% _ %lnm(Q—lnx)
In‘z In‘z ’

nulovy bod v bodé& x = e?.

V bodé & = €% dochazi ke zméné z konvexni na konkévni, druha
derivace v ném existuje a je v rovna nule, tudiz je to inflexni bod,

2y _ €2
f (e ) =3
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Piklad 3. f(z) =

lnx

Regeni: Df = R\ {1} = (0,1) U (1, 00)
Zjistime, jak se f chova pro z — 07:

lim £ = {L} =0

20+ Inx —00
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Priklad 3. f(z) =

lnx

Redeni: Df = Rt \ {1} = (0,1) U (1, 00)

Zjistime, jak se f chova proxz — 1~

lim = =|"2]=0
T+ Inx —00

z _[1] - _
hm_ Inz — [O—] = =069

Vyraz se chova jako leva cast funkce % jmenovatel jde k 0 ze za-
pornych hodnot, tedy zleva.
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Priklad 3. f(z) =

lnx

Redeni: Df = Rt \ {1} = (0,1) U (1, 00)

Zjistime, jak se f chova pro x — 17:

lim = =|"2]=0
T+ Inx —00

g z _[1] - _
hm_ Inz — [O—] = =069
r—1

lim £ = [0%] = 400

Pl Inz

Vyraz se chova jako prava ¢ast funkce % jmenovatel jde k 0 z klad-
nych hodnot, tedy zprava.
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Piklad 3. f(z) =

lnx

Regeni: Df = R\ {1} = (0,1) U (1, 00)

Timto jsme nasli asymptotu bez smérnice, je to pfimka x = 1. Nyni
asymptoty se smérnici:

lim & = {L} =0

B0+ Inzx —00
e _[171_ _
Jim 55 = (=] = —o0
z _ [17 _
lim 5% = [5¢] = +o0
T | X — L g —
IILIIC}O Inz — [oo] hm 1/:(3 leIIQle—OO

Pouzili jsme I'Hospitalovo pravidlo. Asymptota se smérnici neexis-
tuje. Navic nelze zkoumat smér x — —oo vzhledem k defini¢nimu
oboru.
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Priklad 3. f(z) =

lnx
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