4. Fourierovy fady Resené piiklady

4. Fourierovy rady

A. RozvoJE FUNKCI VE FOURIEROVY RADY

2

Priklad 4.1. Naleznéte Fouriertv rozvoj funkce f(z) = z* na intervalu < -, 7r>.

Reseni. Protoze f(z) je funkce spojitd na ( —,7), méa zde spojitou derivaci a f(—m) = f(r), konverguje jeji
Fourierova fada na < -, 7r> stejnomérné k funkei f(z). Vy¢islime koeficienty této rady.
Protoze f(x) je sudé na < — 7r,77>, plati by =0 pro k=1,2,... a

2 [ 2 (7 273 2
= - de = — 2d = - = — 2
ag 77/0 f(z) da 7"/0 e” dz = —— = g,
2 [T 2 ",
ar = — f(x)coskx da = — x* coskx dx.
T Jo T Jo

Dvoji aplikaci metody per-partes dostavame

iy 1 ™ 2 s
/ z2coskzdr = = {zz sin k:z:] - = / rsin kx dx
0 k o kJo

= llngSinlmr—i(—;[:rcoskxh—&—;/o cos kx dx)

1 2 2
ﬁxQ sin km + ?W coskm — 3 sin k.

Ze vztahii sin km = 0, cos kn = (—1)* pro k € Z pak plyne

2 2 k k
ar= (- = G- k=12

Hledany Fouriertv rozvoj ma tedy tvar

2 aop + = ( k +b . k? ) 7T2 +4 - (_1)k k
2?2 = = E ay, cos kx sinkz) = — E cos kx
2 ¥ b 3 k2
k=1 k=1
2 cos2r  cos3x
= §+4 —eosT o —r— — —o—+ - ), ze(—mm).

Poznamenejme, 7e grafem této Fourierovy fady funkce 2 je graf 22 periodicky rozsifeny z intervalu < -, 7r>
(s periodou 27) na celou redlnou osu, viz obrazek.
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—2r -7 T 27 T

Obr. 4.1: Souctova funkce Fourierovy fady funkce 2

Priklad 4.2. Naleznéte Fourieruv rozvoj funkce

@) = { =i pro z € §0t11>7 0),

x pro x €

na intervalu < -1, 1>.
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4. Fourierovy fady Resené piiklady

Reseni. Funkce f(x) je na ( —1,1) spojita (véetné prvni derivace) s vyjimkou bodu & = 0, ktery je bodem
nespojitosti prvniho druhu. Déle zdtraznéme, ze f(—1) # f(1). Fourierova fada funkce f(x) tedy bodové
konverguje na < -1, 1> a jeji soucet na < -1, 1> je roven f(x) s pfipadnou vyjimkou bodu nespojitosti a
krajnich bodi.

Hodnota souc¢tu fady v bodé nespojitosti x = 0 je rovna

1 1
3 (Ji%l- f@)+ lm, fm) =510 =3
Hodnota souctu fady v krajnich bodech x = —1, x =1 je rovna

1( lim f(z)+ lim f(@) = %(—1+1) ~0.

2 \z——1+

Nyni pfistoupime k vyc¢isleni koeficientti hledané fady. ProtoZe rozvoj provadime na intervalu < — l7l> =
< -1, 1>, z prislusnych vzorci plyne:

ap = 7/ f(x)dxz/ (—1)dx—|—/ mdx=—1+§=—§,
0

1
ar = /f cos—:cdx—/ (— l)coskﬂ'a:dx—i—/ x cos kma dx
0
0 1 1
= [smkﬂx} +[xsmk7m:] - —/ sin kwx dx
Ckrm 1 km 0
1 1
= — cosknm;] ,
k?m? [ 0
tedy
_ 1 k [ =25 pro k liché,
% = Taq2 (CD*-1) = { 0 pro k sudé.
Dale
1
by = / f(z s1n—x dx—/ (=1)sinknx dx—l—/ xsinkrz dz
0
0 1 1
= [cos kwm] - — {x cos kmv} + —/ cos kmx dx,
km 1 km 0
tedy

1 B % pro k liché,
b = E(l —2-1%) = { -= pro k sudé.

Odtud pro z € (—1,0) U (0,1) plati

+Z a cos x—i—b 51nk—7ra; ——l—lcowmf—&—ﬁsinﬂ'x—
k k l — 4 7(_2 =

Obr. 4.2: Souctova funkce Fourierovy fady funkce f
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Piiklad 4.3. Uréete Fourierovu fadu funkce f(z) = |z|, # € (—m,m). Uréete pomoci této hodnoty soucet
¢iselné fady > po ﬁ

Regeni. Dané funkce je sud4 na (—m, ) (nakreslete si obrézek), proto by = 0 pro vSechna k = 1,2, ... a dale
ap =2 [zdz =m,
0
2 2 k 0 pro k suda,
ak—;/mcoskmdx—m (=1 —1] _{ ——%  pro k licha.

0

Tedy hledana fada je tvaru
T 4 = cos(2k — 1)z
Boj =5~
k=1

7T_

(2k —1)2
piicemz rovnost @, a f(z) = [z| nastava na uzavieném intervalu (—m,7) .
Dosadime do fady hodnotu x = 0, dostavame rovnost

e 2

T 4 1 - 1 ™
==y —— = — =
2 7 Z (2k — 1)2 Z (2k — 1) 8

k=1 k=1
Poznamenejme, ze tuto rovnost jsme vyuzili v piikladu 1.8.

y
T Pal

-2 -7 I T 27 T

Obr. 4.3: Souctova funkce Fourierovy fady funkce |z

Priklad 4.4. Urcéete Fourierovu fadu funkce f(x) = sgna na intervalu (—m, 7) a uréete druh konvergence.

Reseni. Znaménkova funkce sgn x se definuje vztahem

1 pro = > 0,
sgnx = 0 pro z =0,
-1 pro x < 0.
Jedna se tedy o lichou funkci, a proto ay = 0 pro vsechna k =0,1,2... a
2 [T 2 B 0 pro k suda,
bk—;/o smkxdx—ﬂ_—k[l—(—l) ]—{ 4 pro & lichd,

Odtud

o0 .

Bugns — 4 Z sin(2k l)x.
T (2k—1)
Dosazenim krajnich bodt z = &7 a bodu nespojitosti z = 0 do vypoétené fady (nebo vyuzitim pFislusnych
vztaht pro hodnotu Fourierovy fady v krajnich bodech a bodech nespojitosti) dostdvame, Ze hodnota fady
je ve vSech uvedenych bodech nulova. Rovnost ®gp, = sgnx nastdva ve vsech bodech otevieného intervalu
(—m, 7). Konvergence Fourierovy fady je pouze bodova (provéite pfedpoklady Dirichletovy véty; vSimnéme
si také, Ze souctem spojitych ¢leni fady je nespojita funkce, coz znamena, ze konvergence fady nemuze byt
stejnomérna).

Obr. 4.4: Souctova funkce Fourierovy fady znaménkové funkce
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Pfiklad 4.5. Urcete Fourierovu fadu funkce f(x) = arctgz, x € (—2,2) (integraly nepocitejte).

Reseni. Dana funkce je liché, proto

o) 2
k k
D orctgr = E by, sin ix, kde by, = / arctg x sin lxd:z:, k=1,2,....
— 2 0 2

B. SINOVY A KOSINOVY ROZVOJ

Priklad 4.6. Vyjidiete funkci f(z) = cosz, x € (0,7) jako soucet sinové a kosinové Fourierovy fady.

Regeni. a) Uvazujme nejprve fadu kosinovou. Danou funkci dodefinujeme jako funkci sudou, tj. pro z € (-, 0)
klademe f(x) = f(—x) = cos(—x) = cosz. Potom dostdvdme by =0 prok =1,2,... a

2 ™

ag = 7/ cosx dx = 0;
T Jo
2 (7 1 (7

a = f/ cosz coskx dxzf/ (cos(k + 1)x + cos(k — 1)z) dz
T Jo T Jo
1 [sin(k+ 1)z sin(k—1)z]"

— — = 1'

w{ k1 k-1 ), % RFE
2 [T 1 /"

ag = — [ cosxdr=— [ (1+4cos2zx)dx=1.
T™Jo T™Jo

Odtud dostavame vyjadreni
COS T = COS T, z € (0,m).
Fourierova fada tedy mé jediny nenulovy ¢len shodny s pavodni funkci.
b) Nyni uvazujme fadu sinovou. Funkci f(z) dodefinujeme jako funkei lichou, tj. pro z € (—m,0) plati
f(z) = —f(—x) = —cos(—x) = — cosx. Pak dostdavame ap =0 prok =0,1,2,... a

K

by = /cosa:smkm dz = l/(sin(k—&—1):v—|—sin(k—1)96) dz
0 i
1[ cos(k+1)z cos(k—1)z]™ 1[(-1DF4+1 (~1D)F41]"
- w[ k+1 k-1 ]OZW[ k+1 k-1 |,
2k[(=1)" +1] 1) +1] 0, pro k lich4, k # 1,
- ( -1) { =T pro k suda;
2 . e
by = f/cosmsmx dac:f/sm233 dx = 0.
"3 "3

Plati tedy

o0

8k
COST = ; msin2kx, x € (0771—)

~ o

Obr. 4.5: Souctova funkce kosinové a sinové Fourierovy rady funkce cos x
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Piiklad 4.7. V kosinovou fadu rozviiite funkei f(z) =z, z € (0, 7).

Regend. Danou funkci dodefinujeme jako funkci sudou na (—,0), ¢im# ziskdme funkci |z|. Dalsi vypocet je
proto analogicky jako v pfikladu 4.3, pfi¢emz rovnost funkce f(z) = = a pfislusné kosinové fady nastava ve
v8ech bodech intervalu (0, 7).

Priklad 4.8. V sinovou a kosinovou fadu rozvitite funkci f(z) = (7 — z), « € (0, 7).

Resend. V ptipadé sinového rozvoje integrujeme per-partes

™

_ 2 2\ 4 k1 0 pro k suda,
bk_ﬂ-/(ﬂ'l‘—l')Slnkzdx_k&n_l:l_(_l):I_{ % pro k licha
0
a dostavame
8 = sin(2k — 1)
a(m — ) %Z er—1p "0
k=1
y 2
TT
@
21w

—21 —T & ’

Obr. 4.6: Souétova funkce sinové Fourierovy fady funkce f(z) = z(m — )

Podobné v ptipadé kosinového rozvoje

2 / 9 B w2 2 / 9 - —];% pro k suda,
ao—;/(ﬂzfﬂf)dl’—?, akf;/(wxfx)cosk:cdxf 0 pro & licha,
0 0
tedy
N 2k
x(m —x) :% Z o8 SR z € (0,m).
y 2
&S
oy
—2m -7 m 2r X

Obr. 4.7: Souctova funkce kosinové Fourierovy fady funkce f(x) = (7 — x)
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