4. Fourierovy fady Studijni text

4. Fourierovy rady

A. ZAKLADNI POJMY

P1i feSeni technickych tloh se ¢asto setkdvame s periodickymi funkcemi. Nejjednodussim netrivialnim prikla-
dem periodickych funkei jsou zakladni goniometrické funkce sinus a kosinus. Lze proto ocekavat, ze periodicka
funkce se d4 aproximovat bud linedrni kombinaci kone¢ného poctu goniometrickych funkei, nebo pfimo ne-
kone¢nou funkéni fadou, jejiz ¢leny jsou goniometrické funkce.

V dalsich tivah4ch se omezime na periodické funkce s periodou 27 (zobecnéni na p¥ipad funkei s libovolnou
periodou je snadné, a bude naznaceno v zavéru kapitoly). Protoze zakladnimi goniometrickymi funkcemi s
touto periodou jsou funkce cos kx, sin kx, kde k je pfirozené ¢islo, uvedeme nejprve nasledujici pojmy.

Definice 4.1. (Trigonometricka fada a polynom) Trigonometrickou Tadou rozumime nekoneénou
funkéni fadu

oo
% + Z(ak cos kx + by sin kz) = % + a1 cosx + by sinx + as cos 2x + by sin2x + ... (4.1)
k=1

kde ay, by jsou konstanty. P¥itom n-ty ¢dstecny soucet fady (4.1)

Sp(x) = % +Z(akcoskx+bksinkx) = a—QO +aycosx + by sinx + - -+ + a, cosnx + b, sinnx
k=1

se nazyva trigonometricky polynom stupné n.

Poznamenejme, ze ,nulty“ ¢len této fady agcos0x + by sin0x = ap je zaveden v obvyklej$im tvaru ag/2
(pocetni duvod této formalni zmény bude uveden pozdéji).

Definice 4.2. D4&-li se néjaké funkce f(z) vyjadfit trigonometrickou fadou (4.1), takze plati

M) = a—QO 4 Z(ak cos kx + by sin kx), (4.2)
k=1

kde ag, by jsou vhodné konstanty, fikdme, Ze jsme funkei f(z) rozvinuli v trigonometrickou fadu.

Poznamka 4.3. Neperiodické funkce lze rozvinout v trigonometrickou fadu (4.1) pouze v néjakém intervalu
délky 27r. Mimo tento interval nabyva totiz funkce definovana fadou (4.1) hodnot periodicky se opakujicich,
coz u neperiodické funkce neni.

Predmétem této kapitoly bude zejména posouzeni nékterych zakladnich otazek, které s aproximaci pomoci
trigonometrickych fad souviseji (napf. vypocet koeficientii ay, by, problém konvergence vyse uvedené fady k
dané funkci f(x) apod.)

Ortogonalita trigonometrického systému. Ukazuje se, Ze pfi vypoctu koeficientii ay, by a obecné v
uvahach o aproximaci trigonometrickymi fadami je zdsadni vlastnosti tzv. ortogonalita (kolmost) systému
funkei {cos kx, sin kz}. Zavedme proto nésledujici pojmy.

Definice 4.4. Rekneme, 7e funkce f(z) je v intervalu <a, b> integrovatelnd s kvadrdtem (s druhou mocnin-

nou), jestlize integral
b
[ P
a

existuje a ma kone¢nou hodnotu. Snadno provérime, ze tuto vlastnost ma napr. kazda funkce spojita nebo
alesponi po ¢éstech spojita v (a, b).
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Definice 4.5. Necht f(z), g(z) jsou funkce integrovatelné s kvadratem v <a, b>. Pak vyraz

[ rwa,

nazyvame skaldrnim soucinem funkci f(z), g(x) v intervalu (a, b). Je-li uvedena hodnota skalarniho soucinu
nulova, tj.

b
/’ﬂmade=m

pak funkce f(z), g(x) nazveme ortogondini v <a, b>.

Poznamka 4.6. a) Plati: jestlize funkce f je integrovatelna s kvadratem v intervalu (a, b), potom je také
absolutné integrovatelnd, tj. f: |f(z)|dz < co a integrovatelnd, tj. f: f(z)dz < oco.

b) Jsou-li funkce f a g integrovatelné s kvadratem v <a, b>, potom soucin téchto funkci je integrovatelny
v témze intervalu, tj. skalarni soucin je konecny.

Definice 4.7. Necht funkce f je integrovatelna s kvadratem. Nezdporné ¢islo

b
1]l = /P@M

nazyvame normou funkce f na intervalu <a, b>.

Definice 4.8. Necht je ddn (kone¢ny nebo nekoneény) systém funkci i (), p2(x),. .., on(x),..., které
jsou v intervalu (a, b) integrovatelné s kvadratem. Rikdme, Ze tyto funkce tvoii v intervalu (a,b) ortogondini
systém, jsou-li kazdé dvé razné funkce tohoto systému ortogonalni, tj. plati

b
/UMuWAwdx=o,i¢x

Obvykle pfitom predpokladame

b
IMW=/MMWM#Qi=L%~,

tj. do ortogonalniho systému nezahrnujeme funkce nulové nebo skoro vSude nulové.

Véta 4.9. (Nekonecény) trigonometricky systém funkei
{1, sinz, cosz, sin2x, cos2z, ..., sinnz, cosnz, ...}

je ortogonalni v libovolném intervalu délky 2, tj. v intervalu <c, c+ 27r>.

Ortogonalita tohoto systému se dokdZe poctafskym ovéfenim piislusnych vzorcii (pro kazdé dvé rizné funkce
f(z), g(z) z tohoto systému musi platit f;“ﬂ f(z)g(x)dxz = 0, kde ¢ je libovolné redlné ¢islo). Snadno lze
spocitat, ze

11l = var, |eoska| = v, |sinke| = 7.

Dvojnésobek (a tedy ur¢itd asymetrie) u funkce pg(x) =1 je ditvodem, pro¢ ve vztahu (4.1) vystupuje nulty
¢len ve tvaru ag/2.

Poznamenejme, 7e v mnoziné vSech integrovatelnych funkei s kvadratem existuji i jiné (nekonecéné) orto-
gondlni systémy nez systém trigonometricky!
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Poznamka 4.10. Princip rozvoje funkci do Fourierovych fad je nasledovny: pfedpokladejme, Ze funkei f
1ze vyjadrit jako linedrni kombinaci (nekoneéného) ortogonalniho systému {py } na néjakém intervalu (a; b),
tj. f(z) =Y e, ckpr(z). Nasobme nyni rovnost funkei ¢, a integrujme na intervalu (a;b), tj.

b b oo
/ f(z)om(z) doz = / (Z cktpk(x)gom(x)) dx .
N e \k=1

Predpoklddejme dale, ze fada Y .- cxpr(z) konverguje stejnomérné k f(z) na (a;b). Potom je mozné
zameénit znak sumace a integrace, tj.

b o b
| t@en@) =3 [ apn@on(@) do.
a k=1 a
Protoze funkce ¢y, jsou ortogonalni, dostavame

b B b , 1 b
/a f(@)pr(z) dx—ck/a pp(x) de = ¢ = ”9%”2/‘1 f(@)pr(z) do.

Koeficienty cj se nazyvaji Fourierovy koeficienty.

Na zakladé ortogonality trigonometrického systému funkci v libovolném intervalu délky 27w a této po-
zndmky lze odvodit nésledujici vétu, podle které se uréi hodnoty koeficientt ay, by ve vyjadieni (4.2).

Vé&ta 4.11. (Urceni koeficientl ay, b)) Konverguje-li trigonometrické fada (4.1) stejnomérné k integro-
vatelné funkci f(z) v intervalu (c,c+ 27), potom plati

1 c+2m 1 c+2m 1 c+2m
ap = — / flx)dz, ar=-— / f(z)coskxdx, by =— / f(@)sinkzdz, k=1,2,.... (4.3)
™ ™ ™

Definice 4.12. (Fourierova rada) Nechf funkce f(z) je integrovatelna v intervalu (c,c + 2m). Pak
trigonometrickou radu

% 4 ;(ak cos kx + by sin kx), (4.4)

kde koeficienty ay, by jsou vyjadfeny vztahy (4.3), nazyvame Fourierovou tfadou funkce f(z) v intervalu
<c, c+ 27r> a znacime ji symbolem ®;. PiSeme pritom

fr oy (4.5)

Zapis (4.5) oznacuje, ze funkéni fada @ patii k funkci f(x). Pokud fada & konverguje k funkci f(z),
potom piseme f(z) = Ps(x)

Poznamka 4.13. Prfifazeni Fourierovy fady ®; k dané funkei f(z) vyjadiené vztahem (4.5) je prozatim
forméalni. Pfipomenme, ze vzorce pro koeficienty ay, by byly odvozeny za predpokladu stejnomérné konver-
gence této fady. Dosud vSak nevime, zda uvedend fada vibec konverguje (pfip. jaky je jeji soucet). Lze
nicméné ukazat, Ze mezi vSemi trigonometrickymi polynomy (4.2) danou funkci aproximuje v jistém smyslu
nejlépe ten polynom, jehoz koeficienty jsou ddny pravé vztahy (4.3); tento ,nejlepsi* polynom je tedy préve
casteény soucet Fourierovy rady.
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B. BODOVA A STEIJNOMERNA KONVERGENCE FOURIEROVY RADY

V tomto oddile uvedeme podminky, pfi jejichz splnéni je souéet Fourierovy fady funkce f(z) roven f(x), pfip.
podminky zarucujici stejnomérnou konvergenci této fady.

Funkci f(z) nazveme po ddstech spojitou na intervalu <a, b>, mé-li na tomto intervalu koneény pocet bodu
nespojitosti, pfi¢emz vSechny tyto body jsou body nespojitosti prvniho druhu (tj. existuji zde konecné a
rizné jednostranné limity).

Véta 4.14. (Dirichletova) Necht f(z) je periodickd funkce s periodou 27, tj. f(z + 27) = f(x) pro
v8echna x € (—00,00), a necht f(z) je v intervalu < —, 7T> po castech spojita a ma zde po ¢astech spojitou
derivaci. Pak jeji Fourierova fada @ konverguje v kazdém bodé z € (—o0,00) k aritmetickému praméru
limity zprava a limity zleva funkce f(z), takze plati:

(1) @4(x) = f(xr) v kazdém bodé z € (—o0,0), v némz je f(x) spojita;

(2) @f(z) = Flimg—zy— f(2) 4+ limg_z4 f(z)] v kazdém bodé ¢ € (—o0,00), v némz je f(z) nespo-
jita.

Poznamka 4.15. (O konvergenci rozvoje neperiodické funkce) Predpokliadejme, ze f(z) je po
castech spojita na intervalu < -, 7r> a mé zde po ¢astech spojitou derivaci (nepozadujeme tedy, aby f(x)
byla periodickd s periodou 27; nemusi tedy ani platit f(—m) = f(m)). Pak se tvrzeni Dirichletovy véty
zméni takto:

(1) @4(x) = f(x) v kazdém bodé x € (—m,m), v némz je f(x) spojité;

(2) Dy(x) = llimg—zo— f(2) +limg_get f(z)] v kaZdém bodé x € (—,7), v némz je f(x) nespojita;

(3) @ (=) = &p(m) = Lllim, .y f(2) + limy s f()].

Vlastnosti (1) — (3) tedy udavaji, k jaké funkci konverguje Fourierova fada @ ; na uzavieném intervalu <—7r, 7r>.
Na intervalu (—oo, c0) pak zfejmé @, konverguje k tzv. 2m-periodickému rozsifeni této funkce.

Priklad 4.16. Stanovme Fourierovu fadu funkce f(z) = = v intervalu (—m, 7) a ukazme, k jaké funkeci tato
fada konverguje na (—o0o, 00).

Resend. Podle vzorct (4.3) je:

1 [™ 1
aozf/ zdx—[x] =0 = ay=0,
™ N

—T

1 [T 1 k 1 k
ak:f/ xcoskxd:r:[xsm x] f/ sin x =0 = a,=0,
™ ™ —x T
. }

1 s
b, = / xsinkxdx—[ Leos

—T

2w cos km 2 2
= T (CDRED o g = ()R
ke ) e= (DT
Tedy
1 1
x~2(singc—5sin2m+§sin3x—...)Esﬁf. (4.6)

Stanovili jsme tedy hodnotu sou¢tu Fourierovy fady @, funkce f(x) = « v intervalu (—7, 7). K urceni hodnoty
sou¢tu dané fady v krajnich bodech © = 4 lze postupovat budto podle vztahu (3) uvedeného v poznamce
za Jordanovou vétou, nebo pfimym dosazenim téchto krajnich bodu do vyjidieni (4.6). V obou piipadech
ihned dostavame, Ze hodnota souctu fady je pro x = £ nulova.

K posouzeni konvergence fady (4.6) k funkci f(z) = = sta¢i ovéfit platnost pfedpokladi poznamky za
Dirichletovou vétou (nebot f(x) = x neni periodickd). Vzhledem ke spojitosti funkce f(z) plati

o2y C

k=1

k+1 1 1
s1nk‘x:2<sinx—isin2x+§sin3x—...), (4.7)
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kde x € (—m,7), a pro tato x tedy konverguje dand fada k funkci f(x) = .
Soucet této fady na (—oo, 00) je pak uréen 27r-periodickym rozsifenim z intervalu < -, 7r>. Graf tohoto
rozsifeni (a tedy i graf souc¢tu p¥islusné Fourierovy fady @) na intervalu (—oo, 00) je zachycen na obr. 4.1.

(|
’]T..

== a R
.

Obr. 4.1: Souctova funkce

Na zavér tohoto prikladu jesté graficky ilustrujme konvergenci Fourierovy fady ke svému souctu. Misto
dané nekoneéné fady uvazujme pouze jeji n-ty ¢astecny soudet s,(z) (uvazujeme tedy prvnich n ¢lend této
fady predstavujicich trigonometricky polynom stupné n). Pro rtizné hodnoty n (n =1,2,3,4,50) pak dosté-
vame nasledujici grafickd vyjadieni:

YA
T A S3
52 S4
S1
=3t =27 T _
- 2w 3w %
—
YA
’7"'.
S50
=3t =27 T _
- 2T 3r T
—

Obr. 4.2: Graf vybranych ¢asteénych soucta

7 obr. 4.2 je dobfe vidét, ze je-li ¢asteény soucet této Ffady vyssiho stupné, zacinaji se prislusné funkce v
bodech & = (2k + 1)m ,trhat“ a grafy téchto ¢astecnych souétt se vskutku blizi k nespojité souctové funkci
znézornéné na obr. 1.

Nyni se budeme zabyvat otdzkou, kdy Fourierova fada funkce f(x) konverguje stejnomérné na < —m, 7r>.
Predevsim zdiraznéme, ze stejnomérnou konvergenci lze ocekavat pouze u Fourierovych fad spojitych funkci
(Cleny této fady jsou totiz spojité funkce sinkz, coskz, jejichZz souétem musi byt v pfipadé stejnomérné
konvergence opét spojita funkee).

Véta 4.17. (Jordanovo kritérium stejnomérné konvergence) Necht f(z) je periodickd funkce s pe-
riodou 27, ktera je na intervalu < -, 7r> spojitd a ma po ¢astech spojitou derivaci. Potom Fourierova rada
& konverguje k funkci f(z) stejnomérné pro vSechna z € (—o0, 00).

Poznamka 4.18. (O stejnomérné konvergenci rozvoje neperiodické funkce) Neni-li f(z) perio-
dicka, avsak spliiuje oba zbyvajici predpoklady predchazejici véty, pak lze dokazat stejnomérnou konvergenci
Fourierovy fady @ k funkci f(z) na libovolném intervalu (a,b) C (—m, ). Je-li navic f(—m) = f(r), pak
stejnomérna konvergence @5 k f(x) plati piimo na intervalu { — 7, 7).
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Poznamka 4.19. (O sudé a liché funkci) Vratme se jesté jednou k vypoctu Fourierovych koeficientti
ag,br ve vyse uvedeném prikladu. Skutecnost, ze hodnoty koeficienti aj jsou pro vSechna piirozend k
nulové, totiz neni ndhodnd. Lze snadno zjistit, Ze se jednd o disledek lichosti funkce f(x) na intervalu
(=, ). Tento poznatek nyni zobecnime do nésledujictho tvrzeni:

Necht funkce f(x) je na (—m, ) integrovatelna. Je-li zde f(z) suda, tj.
f(=z) = f(x) pro vSechna x € (—m,7),
potom prislusna Fourierova fada je kosinova, takze
by =0 (k=1,2,...),

1" 2 [
ap = — f((L')COSka'dxzi/ f(z)coskxdxr (k=0,1,2,...).
™ Jo

TJ—n

Je-li f(z) na tomto intervalu lich4, tj.
f(—=xz) = —f(z) pro vSechna x € (—m, ),
potom prislusnd Fourierova rada je sinova, takze
ar=0 (k=0,1,2,...),

bk:l f(x)smlmdx:g/ f(z)sinkzdx (k=1,2,...).
T T Jo

—T

Sinova a kosinova fada. Nechf funkce f(z) je definovdna na intervalu (0,7). V nékterych tlohach
pozadujeme, aby ptislusnd Fourierova fada byla pouze sinova fada, resp. pouze kosinova fada. Z predchazeji-
ci poznamky plyne, Ze k tomuto tcelu je tfeba dodefinovat funkci f(z) na interval (—m,0) jako funkci lichou,
resp. sudou, a poté sestrojit prislusnou Fourierovu fadu.

Priklad 4.20. Vyjadfeme funkci f(z) = cosz, x € (0,7) jako soucet sinové a kosinové Fourierovy fady.

Regeni. a) Uvazujme nejprve fadu kosinovou. Danou funkci dodefinujeme jako funkci sudou, tj. pro z € (-, 0)

klademe f(z) = f(—x) = cos(—x) = cosx. Potom dostdvame by, =0 pro k=1,2,... a

2 ™

aozf/ coszdxr =0,
T Jo
2 [T 1 (/"

ap = f/ cosx coskxdr = 7/ (cos(k 4+ 1)a + cos(k — 1)z)dz =
T Jo ™ Jo
1 [sin(k + 1)z sin(k—1)z]"

= - =0 k#1

s { k+1 k-1 o ’ 71
2 [T 1 ("

ag=— [ coszder=— | (1+4cos2z)dx=1.
T Jo T Jo

Odtud dostavame vyjadieni
COST = COS X, z € (0,7).
Fourierova fada tedy mé jediny nenulovy ¢len shodny s ptavodni funkci.

b) Nyni uvazujme fadu sinovou. Funkei f(z) dodefinujeme jako funkci lichou, tj. pro « € (—m,0) plati
f(z) = =f(—x) = —cos(—x) = — cosz. Pak dostdvame ap =0 pro k =0,1,2,... a

2 [ 1 [7 1 k+1 k—1)z]"
bk:;/o coszsinkxdx:;/o (sin(k+1)x+sin(k71)x)dx:; {COS](C_:H )xicos](f_l )z i =
(DR 1 (DR 41T 2k[(-DF+1] o, pro k licha, k # 1,

B k+1 k-1 |, wk2-1) Tr(k427]i1)’ pro k suda;
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2 [T 1 (7
blzf/ cosxsinxdx:f/ sin 2x dz = 0.
T Jo ™ Jo
Plati tedy
cosm—iLsiHka x € (0,m)
C m(4k? - 1) ’ T

Poznamka 4.21. (Fourierova fada v obecném pFipadé) Na zavér této kapitoly si ukdzeme, jak lze
vyse odvozené vysledky snadno vyuzit k nalezeni Fourierovych fad funkci s obecnou periodou 2/. Budeme
tedy déle uvazovat periodické funkce f(x) s periodou 2[, pfipadné funkce definované na obecném intervalu
délky 2[, tj. na intervalu <c, c+ 2l>. Pak obecnéji plati, Ze nekonec¢ny systém funkci

T . 27mx 2w . nmx nmwx
, sin ——, cos in——, cos —, ...

1 s T
sin —, cos — ...,S
b b l l b ) l l

] ol
je ortogonalni v libovolném intervalu (c, ¢ + 21) délky 2I. P¥islusna Fourierova fada pak mé tvar
- k k
f(z) ~ % +Z <akcos7lm +bksin7lm> ,
k=1
kde funkce f(x) je integrovatelna na <c, c+ 2l>. Pro Fourierovy koeficienty pritom plati

1 c+21 1 c+21 i 1 c+21 i
aozz/f(x)dx, akzj/f(x)cos$dx, bkzj/f(x)sin$dx, k=1,2,....
c C C

Poznamenejme, ze vysledky uvedené v této kapitole pro interval < -, 7r> Ize nyni snadno preformulovat
pro interval <c, c+ 2l>.

Priklad 4.22. Urceme Fourierovu fadu ®j, kterd je periodickym prodlouzenim funkce f(z) = 22 na

intervalu < -1, 1>.

Reseni. Pomoci predchézejicich vzorcti (kde ¢ = —1,1 = 1) a vzhledem k sudosti dané funkce dostavame
bk =0a

1 1 . 1 1 .
2 k k
a0:2/ r?de = =, ak=2/ 22 cos kmx dz = 2 [mzm} —/ 9 2T g 4
0 3 0 k'fr 0 0 kﬂ'

—coskrz ]’ L cos kma 4(—1)k
= 2{[23”;@7@}0”/0 de} = iRz

Odtud dosazenim do vztahu (4.4) dostavame

1 N 4(-1)k

) _

x :§+2Wcosk7rx, ze(—1,1), (4.8)
k=1

pricemz konvergence fady je na daném intervalu stejnomérné. Vné tohoto intervalu pak nalezend Fourierova

fada stejnomérné konverguje k funkci, ktera je periodickym prodlouzenim funkce f(z) = 22, z € < -1, 1>, a

ktera je znazornéna na obr. 4.3.

-1 | 1 T
Obr. 4.3: Periodické prodlouzeni paraboly
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Uziti Fourierovych fad. Kromé fady vyznamnych uplatnéni v teorii oby¢ejnych a parcidlnich diferen-
cialnich rovnic, ktera budou uvedena pozdéji, 1ze Fourierovy fady vyuzit také ke stanoveni sou¢tu nékterych
¢iselnych fad. Jestlize napf. do vztahu (4.8) dosadime = = 0, dostavame vyjadieni

Zvolime-li x = 1, pak dostavame

SHRNUTI POZNATKU O FOURIEROVYCH RADACH

Fourierovy fady jsou limitou posloupnosti trigonometrickych polynomt, které maji ¢ast slozenou z kosint
a Cast ze sinti. Pouzivaji se pfedevsim pii studiu jevid s periodickym charakterem. Vyhodou téchto fad je
skuteCnost, ze pozadavky kladené na jejich konvergenci k rozvijené funkci jsou slabsi nez v pripadé rozvoju
do Taylorovych fad (nepozadujeme napf. existenci derivaci vSech ¥adt dané funkce v daném bodé&; nepoza-
dujeme dokonce ani spojitost rozvijené funkce). Rovnéz vypocet koeficienttt mize byt (zejména pii pouziti
numerickych metod) jednodussi zaleZitosti nez u fad Taylorovych.

Rozvoju funkci do Fourierovych fad se s ispéchem pouzivd predevsim k hledani (periodickych) FeSeni
oby¢ejnych a parcialnich diferencialnich rovnic.
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