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5. Zaklady teorie ODR

A. DIFERENCIALNI ROVNICE A SOUVISEJici POIMY

Mnohé fyzikdlni a jiné zakony lze popsat pomoci rovnic, v nichz jako neznaméa vystupuje funkce, pficemz
tyto rovnice obsahuji derivaci, pfip. derivace neznamé funkce. Tyto rovnice se nazyvaji diferencidlni rovnice.

Motivaéni piiklad. Castka 1000 K¢ se roéné uroéi 10%. Na konci roku je pak na uétu éastka 1100 Ké.
Jestlize se troky ptipisuji ptlro¢né, troci se od poloviny roku c¢astka 1050 K¢ a na konci roku je na uctu
castka 1102,50 K¢. Vypocet lze teoreticky stale zuzovat: Groceni probihd Ctvrtletné, meésicné, tydné, denné
atd. Vznikd tedy otézka, kolik ¢ini vySe ¢astky na uctu po roce spojitého troceni (tj. za predpokladu, Ze
Castka je GroCena nepfetrzité).

Necht y(t) vyjadiuje vysi ¢astky v case ¢, pFicemz hodnota zavisle proménné y je udavana v korunéch
a hodnota nezavisle proménné ¢ v rocich. Uvazujeme-li nejprve ro¢ni troceni, pak vyse ¢astky v libovolném
case t > 1 lze urcit jako feSeni rovnice

s =y + 20 s,
pfifemz hodnota y(t) v Case t € <0, 1) je dana pocateénim vkladem, tedy y(¢) = 1000 pro tato t. Odtud
snadno ovéfime, ze y(1) = y(0) + 0.1y(0) = 1100. Jsou-li Groky pfipisovany ptlroéné, pak vysi ¢astky y(t) v
libovolném case ¢ > 1 / 2 urc¢ime jako feSeni rovnice

1 y(t) 1
t+ =) =yt — t> —
s+ 5 =0+ 52 122
pfiéemz y(t) = 1000 pro ¢ € <O, 1/2). Odtud tedy y(1) = 1102,50. Ozna¢me nyni h délku ¢asového tiseku
(v rocich), po jehoz uplynuti dochazi k opétnému pfipisovani troka (v pfedchézejicich tvahach jsme volili
h =1a h=1/2). Pak hodnotu y(t) v libovolném ¢ase t > h uréime jako FeSeni rovnice
y(t) y(t+h) —y(t) _ y(t)
t+h) =yt ——h = ——F—"==" t> h. 5.1
(et ) =y(e) + 2 ) (N (51)
pfiéemz y(t) = 1000 pro t € <O, h) P1i spojitém troceni je nyni tfeba provést limitni prechod pro h — 0
(formélné vzato, jednd se o limitu zprava; je ale snadné ovéfit, Ze vztah (5.30) ma smysl i pro zapornda h).
Tim podle definice derivace rovnice (5.30) nabyva tvar
dy y(t)
—(t) = == t>0 5.2
Yi=20 s (52
pfiéemz y(t) = 1000 pro t = 0. Rovnice (5.31) je rovnici, v niz jako neznama vystupuje funkce y(t) a tato
rovnice obsahuje derivaci funkce y(t). Jedné se tedy o rovnici diferencialni (na rozdil od vztahu (5.30), ktery
neni diferencidlni rovnici pro zadné h > 0). Pozdéji uvidime, Ze jedinym FeSenim rovnice (5.31) vyhovujicim
podmince y(0) = 1000 je funkce
y(t) = 1000e*/10 .

Odtud tedy plyne, Ze vySe ¢astky (v korunéch) po roce spojitého troceni ¢ini y(1) = 1105, 17.

Definice 5.1. a) Obycejnou diferencidlni rovnici (ODR) nazyvame rovnici, v niz se vyskytuje (¢i vyskytuji)
derivace hledané funkce jedné proménné.

b) Parcidlni diferencidlni rovnici (PDR) nazyvame rovnici, v niz se vyskytuji parcidlni derivace hledané
funkce dvou nebo vice proménnych.

c¢) Rddem diferencilni rovnice nazyvame nejvétsi fad derivace hledané funkce v uvazované diferencialni
rovnici.

d) Diferencialni rovnici (ODR ¢ PDR) nazyvame linedrni, je-li tato rovnice linedrni vzhledem ke hledané
funkci i jeji derivaci (piipadné derivacim). Zkratky: LODR, LPDR.

e) Oznaceni ODR1 (¢i LODR1) znadi obycejnou diferencidlni rovnici prvniho fddu (¢i LODR prvniho
fadu). Zkratky ODRn a LODRn znacéi ODR a LODRn-tého fddu. V podobném smyslu uzivame zkratky
PDR1, PDRn, LPDR1, LPDRn.
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v’ vz

V dalsi ¢asti se budeme vyhradné zabyvat obyéejnymi diferencidlnimi rovnicemi (piivlastek obyéejné budeme
zpravidla vynechavat).
Vyse odvozena diferencialni rovnice @
’ yr
y(z) ==, (5:3)
(nezévisle proménnou nyni znacime z) je pfikladem LODRI. Tuto rovnici budeme struéné zapisovat ve tvaru
y' = y/10 (proménnou x u neznamé funkce y tedy nebudeme vypisovat).
Linearitu této rovnice porusime, uvazujeme-li na pravé strané vyraz, ktery neni linedrni vzhledem k y;
pfikladem nelinearni ODRI1 je tedy napf. rovnice

r_ Y » ,_ siny
10

+x

Podobné rovnice
y// — xy
je ptikladem LODR2, zatimco podobnd rovnice (druhého ¥adu)

yl/:x\/?

jiz linearni neni.

Vyse uvedené rovnice maji explicitné vyjadfenu derivaci y nejvyssiho radu; fikame, Ze tyto rovnice jsou
dany v tzv. normdlnim tvaru. Uzitim vztahu y' = dy/dx 1ze kazdou ODR1 v normalnim tvaru pfepsat pomoci
diferenciala; tento tvar pak nazyvame diferencidlnim. Rovnice (5.3) v diferenciadlnim tvaru tedy je

dy _do
y 10’

Dale se budeme vyhradné zabyvat obycejnymi diferencidlnimi rovnicemi (pfivlastek obycejné zde budeme
zpravidla vynechavat).

Uziti ODR. Diferencidlni rovnice maji zasadni vyznam pii feSeni mnohych problému fyzikalnich, tech-
nickych a inzenyrskych. Bez diferencialnich rovnic by nebylo mozné provadét riizné vypocty souvisejici s pruz-
nosti a pevnosti materidlu, s fizenim slozitych jadernych reakci, s lety do vesmiru apod. V dalsim textu se
omezime pouze na modelové piiklady, jejichz hlavnim ucelem bude ilustrovat probiranou latku a motivovat
zavedeni dalsich pojmu.

Rovnice (5.3) jako matematicky model problému spojitého troceni je ptikladem tzv. Malthusovy rovnice
y' = ky, kde k # 0 je redlna konstanta. K sestaveni této rovnice vede nésledujici ivaha: Necht y = y(t)
vyjadfuje mnozstvi dané veliiny v Case ¢. Za predpokladu, ze okamzitd zména (piirtstek ¢i ubytek) y je
v kazdém okamziku timérna hodnoté y, pak dostdavame pravé Malthusovu rovnici. Je snadné si rozmyslet, ze
na tuto rovnici vede (po provedeni pot¥ebnych zjednoduseni) fada dalsich problému, jako napf. populacéni
problém. Vsechny tyto problémy maji spolecné to, ze k jejich jednoznac¢nému vyfeSeni Malthusova rovnice
nestaél. Je tfeba jesté dodat informaci o hodnoté y v nékterém pevném casovém okamziku (nejéastéji se
jedna o Casovy pocatek; pak tedy predepisujeme pocateéni stav — viz informace o pocateénim stavu uctu v
problému spojitého troceni).

Jinym vyznamnym piikladem je rovnice

mij = F(t,y,7)

predstavujici matematické vyjadieni druhého Newtonova zakona pro pohyb hmotného bodu o hmotnosti m
po ose y. Je to ODR2 pro hledanou funkci y = y(t), kterd vyjadiuje polohu hmotného bodu na ose y. Druhd
derivace d*z/dt? ma fyzikilni v§znam zrychleni hmotného bodu; dana funkce F vyjadiuje vyslednou vn&jsi
silu, ktera ptisobi na hmotny bod.

Necht na tento bod ptisobi napf. sila F' tmérnd vychylce y z rovnovazné polohy a piuisobici proti sméru
vychylky (ostatni sily jako je tfeni ¢i gravitace neuvazujeme). Pak F' = —ky, kde k > 0 je konstanta Gmérnosti,
a pohyb hmotného bodu je tedy popsan diferencialni rovnici

nebo-li L
i+ w’y =0, wl=—>0. (5.4)
m
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Pozdéji uvidime, ze kazdé feseni rovnice (5.4) lze psét ve tvaru
x(t) = Cy coswt + Cy sinwt, (5.5)

kde Cy, C5 jsou obecné konstanty. Konkrétni volbou dvojic C7, Co dostaneme jednotliva feseni (5.4). O tom,
Ze se jednd skuteéné o Feseni, se snadno piesvédéime dosazenim (5.5) do (5.4); v tomto smyslu také zavedeme
za chvili pojem feseni ODR.

V aplikacich nas vzdy zajima pohyb za konkrétnich podminek. Napt. bod vychylime do vzdalenosti yg
od klidové polohy (yg mé zédpornou hodnotu, vychylime-li bod dolt) a pustime. V okamziku pusténi kulicky
zacneme odc¢itat ¢as. Realizovali jsme tak tyto dvé pocdtecni podminky:

2(0) = 2o, #(0) =0, (5.6)

kde & ma fyzikalni vyznam rychlosti.
Vypocéteme hodnoty konstant Cy, Cy z (5.4) pro piipad (5.6). Plati

g = x(0) = Crcos 0+ Cysin0 = C1

0=x(0) = —Cywsin 0+ Cowcos 0 = Cow;;

tedy C7 = xg, Cy = 0 a odtud
x(t) = xg coswt . (5.7)

Uvedené dvé poéateéni podminky tedy jiz hledané feSeni (a tim i pohyb hmotného bodu) uréili vztahem (5.5)
jednoznacné.
V souladu s uvedenymi priklady budeme dale uvazovat ODRn v normalnim tvaru

(n)

y :f('r’y7y/7""y(n_1))7 (5'8)

kde f je realna funkce definovand na (n + 1)-rozmérné oblasti 2 C R"*1 a pro tuto rovnici zavedeme nékteré
souvisejici pojmy.

Definice 5.2. (Pojem FeSeni ODR)

a) Resenim rovnice (5.8) nazyvdme kazdou n-krat spojité derivovatelnou funkci na néjakém intervalu I,
ktera vyhovuje dané rovnici, takze po dosazeni této funkce a jejich derivaci do dané rovnice dostaneme na
intervalu I identickou rovnost.

b) ODR budeme povazovat za vyfeSenou, budeme-li znat vSechna jeji feseni.

¢) Kfivku, kterd znazortiuje nékteré feseni dané ODR, nazyvame integralni kiivkou diferencidlni rovnice.
Samotné feSeni nazyvame také integrdlem diferencialni rovnice.

Poznamenejme, Ze pokud definiéni obor feSeni dané rovnice nebude dopfedu stanoven, budeme obvykle
hledat feSeni definovana na maximalnim moZném intervalu (tato feSeni se nazyvaji mazimdlni, my budeme
tento piivlastek vynechévat).

Definice 5.3. (Pocate¢ni podminky a pocateéni problém) Mé&jme dan libovolny, ale pevné dany bod
(%0, Y0, Y1, - - - »Yn—1) € Q. Uloha uréit feseni rovnice (5.8), které vyhovuje n pocdtecnim podminkdm

y(@o) =vo, ¥'(wo) =v1,-., ¥y (x0) = yn1, (5.9)

se nazyva pocatecni problém (nebo také Cauchyho tloha). Pivod nézvu pocéateénich podminek (a tedy i
pocateéniho problému) plyne z toho, Ze se nejcastéji predepisuji v bodé, ktery reprezentuje éasovy pocatek.

Specialné pocatecni problém pro ODRI1 je tvaru
Y =f(z,y),  y(xo) =10

a pro ODR2 pak
y' = flxyy),  yl@o) =wo, ¥ (xo)=u1.
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Definice 5.4. (Okrajové podminky a okrajovy problém) Tento problém se uvazuje zejména v ptipadé
ODR2, kdy nezavisle proménna & ma vyznam délky. Jde o tlohu uréit feseni rovnice

y' = fz,y,y)

spliujici tzv. okrajové podminky, které mohou byt napf. tvaru

nebo
Y'(a) =7,  y'(b) =4,

kde «, 3,7, 0 jsou dané hodnoty a a, b jsou koncové body intervalu I, ve kterém hledame feseni ODR2.

Definice 5.5. (Druhy feSeni ODR)

a) Obecngm fesenim rovnice (5.8) budeme rozumét kazdou funkci zavisejici na n obecnych parametrech
Cy,...,C, takovych, Ze specidlni (pfipustnou) volbou C4,...,C,, lze ziskat FeSeni kazdého pocatecniho
problému (5.8), (5.9).

b) Partikuldrni teSeni ODRn je takové feSseni ODRn, které obdrzime z obecného FeSeni pevnou volbou
konstant C1,...,C),.

c) Vyjimecné (singuldrni) vesent je feSeni ODRn, které nelze ziskat z obecného FeSeni zadnou volbou
hodnot C4,...,C,.

Uvedené pojmy ilustrujme na ptikladu rovnice (5.4). Jejim obecnym FeSenim je funkce (5.5). Dosazenim
pocatecnich podminek (5.6) do obecného Feseni jsme ziskali partikuldrni feseni (5.7). Vyjimeéné feseni rovnice
(5.4) nem4.

Geometricky vyznam ODR Diferencialni rovnice prvniho fadu

y' = f(zy) (5.10)

pfifazuje kazdému bodu (z,y) definiéniho oboru 2 funkce f smérnici y’ pfislusného feseni. Tim je v © déno
pole sméru, tzv. smeérove pole. Toto smérové pole lze graficky znazornit tak, ze zakreslime dostate¢né ,,mnoho*
bodi (z,y) €  a teény pfislusnych integralnich k¥ivek o smérnicich f(x,y) vyznacime ,kratkymi“ aseckami.
Z geometrického hlediska fesit diferencialni rovnici (5.8) znamend ,vepsat“ do daného smérového pole kfivky
tak, aby jejich te¢ny dané smérové pole ,respektovaly“.

U rovnice druhého fadu je kazdému bodu (x,y) a sméru y’ pfifazena hodnota druhé derivace (tim je tedy
predepséna kiivost hledané integralni k¥ivky). Rovnice vyssiho fadu jiz nemaji tak jednoduchou geometrickou
interpretaci.

Pfiklad 5.6. Sestrojme smérové pole diferencialni rovnice y' = —x/y.

Regeni. Funkee f(x,y) = —x/y je definovana pro vSechna realna = a y s vyjimkou bodu lezicich na ose .
Polozime-li ' = k, kde k € R, obdrzime oteviené poloptimky x = —ky (y # 0). Jsou to kiivky, v jejichz
bodech je danou rovnici pfedepsana taz hodnota smérnice y' = k; ¥ikd se jim izokliny. Pomoci izoklin pak
snadno vidime, ze smérové pole dané rovnice mé tvar znazornény na obr. 5.1.

Obr. 5.1: Izokliny a smérové pole rovnice y' = —x/y
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Odtud také plyne, Ze v horni poloroviné jsou integralnimi k¥ivkami ptlkruznice y = vC — 22, zatimco v
dolni poloroviné to jsou ptilkruznice y = —v/C — 22, kde C € R+.

B. NEKTERE TYPY ODR1

V této kapitole uvedeme nékolik zakladnich typti ODRI, jejichz feSeni lze nalézt v tzv. uzavieném tvaru.
Seznamime se pritom s metodami umoznujicimi vyjadfeni presného feSeni dané rovnice, a to po konecném
poctu krok.

B1. ODRI1 se separovanymi proménnymi

Je tvaru
y' = g(@)h(y), (5.11)

kde g, h jsou funkce jedné proménné. Plati

Véta 5.7. Necht funkce g, resp. h je definovana a spojita na intervalu (a, b), resp. (¢, d) a necht pro kazdé
y € (¢,d) je h(y) # 0. Dale necht x¢ € (a,b), yo € (¢, d) jsou libovolné body. Pak ma pocéatecni problém

¥y =g(@)h(y),  ylxo) =yo (5.12)

feSeni definované na néjakém intervalu I. Toto feSeni je urceno implicitné vzorcem

/ e IRC (5.13)
— = g(s)ds pro kazdé x € I. 5.13
Yo h(t) xo

Prakticky postup. Za predpokladi uvedenych v pfedchazejicim tvrzeni je feSeni pocateéniho problému
(5.12) déno implicitné vztahem (5.12). Vztah

dy = X xr
/@—/g()d +C,  CeR (5.14)

je tedy obecnym feSenim rovnice (5.11). Mnemotechnicky si vzorec (5.14) mlizeme zapamatovat takto: V rov-
nici (5.11) misto ¢’ napiSeme dy / dz a provedeme tzv. separaci proménngch. Vyrazy s proménnymi x, resp.
y od sebe oddélime na obou stranich rovnice. Tim obdrZime formalni rovnost

dy
h(y)

Obé strany rovnosti ,integrujeme® a na pravou stranu piipiSeme integracni konstantu, ¢imz obdrzime vzorec
(5.14).

= g(z)dz.

Priklad 5.8. Urcéeme vSechna FeSeni diferencidlni rovnice

J = %(211 +1). (5.15)

Resend. Zvolime postup popsany v predchazejici pozndmce. Piedpoklad x # 0, 2y + 1 # 0 rozdéli rovinu na
Ctyfi oblasti:

0y = (0,00) x (—1/2, 00), Qg = (—00,0) x (—1/2,00),
Q3 = (—00,0) x (=00, -1/2), Q4 = (0,00) x (—00,—1/2).

Ve vsech téchto oblastech postupné dostavame:
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P= e,
dy  dz
2u+1  z’
dy  [dx

/2y+1* I

1
51n\2y+1|=1n\x|+6'1, Ci € R

7 tohoto tvaru lze hledanou funkci y vyjadrit explicitné na levé strané, ¢imz se ziskany vysledek znacné
zpiehledni. Nez tak uéinime, zapiSeme obecnou konstantu Cy ve tvaru (1/2)In|C|, C # 0, coz ndm umozni
jednoduse upravit vysledek.

Odlogaritmovanim a tpravou vztahu

1 1
51n\2y+1|:ln\x|+§ln|0|, CeR—-{0}

dostavame

12y + 1] = |C|?, CeR~-{0}.
Nyni pfistoupime k odstranéni absolutnich hodnot. V oblastech ; a Q, plati 2y +1 = Cz2, C > 0 a
v oblastech Q3, Q4 pak 2y + 1 = Cz?, C < 0. Dohromady tedy na uvedenych oblastech plati

2y+1=C2* ~ CeR-{0}. (5.16)

Nyni posoudime pfipad 2y +1 = 0 (tj. y = —1/2). Dosazenim do rovnice (5.15) snadno vidime, Ze tato
konstantni funkce je také feSenim. ProtoZe toto feseni lze obdrzet ze vztahu (5.16) volbou C' = 0, vSechna
FeSeni rovnice (5.15) jsou tvaru

1
y:C’:c2—§7 CeR,

kde misto C'/2 piSeme C. Tato FeSeni, kterd tvoii soucasné obecné feSeni dané rovnice, pfedstavuji jednopa-
rametrickou soustavu parabol znazornénou na obr. 5.2.

Yy
1 C>0
=
/1 ¢=0
2
C<0

Obr. 5.2: Obecné feseni tvori jednoparametrickd soustava parabol

Vsimnéme si, ze kazdym bodem roviny, s vyjimkou bodi lezicich na ose y, prochazi pravé jedna inte-
gralni kiivka obecného feseni. Jinak vyjadieno, pfedepiseme-li témito body pocatecni podminku, bude mit
odpovidajici pocatecni problém pravé jedno TeSeni.
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B2. Linearni ODR1

Linearni diferencidlni rovnice 1. fa4du mé obvykle tvar

y' =a(@)y+ f(z). (5.17)

Je-li f(z) =0 pro vSechna uvazovana x, pak hovofime o homogenni LODRI; v opa¢ném piipadé se jednd o
nehomogenni LODRI1.

Piedpokladejme dale, ze funkce a(x), f(z) jsou spojité na intervalu I. Uvedeme nejobvyklejsi metodu
feSeni rovnice (5.17), tzv. metodu variace konstanty. Reseni probih4 ve dvou krocich.

I. Regime nejprve pfidruzenou homogenni LODRI ve tvaru

y = a(x)y, (5.18)

v niZ muzeme za predpokladu y # 0 separovat proménné. Vyse popsanou metodou separace proménnych lze
urdit obecné feSeni y, rovnice (5.18) ve tvaru

Yn = CU(I), kde 'U(Z') — ef a(z)dz ’ CeR

(volba C' = 0 zahrnuje vylouéeny p¥ipad y = 0, ktery je rovnéz fesenim (5.18)).

II. Reseni ptivodni nehomogenni rovnice (5.17) hleddme ve stejném tvaru, ale C jiz neni &iselné konstanta,
nybrz funkce proménné x (odtud je také ndzev metody):

y = C(z)v(x) C(z) =7 (5.19)

Obecné feseni nehomogenni LODRI1 se tedy lisi od obecného feSeni homogenni LODRI jen tim, Ze misto
konstanty C' nastoupi vhodnd (zatim neuréend) funkce C(z). Tu uréime tak, ze vztah (5.19) dosadime do
ptivodni rovnice (5.17). Odtud po tGpravé mame

C'(z)v(z) = f(x). (5.20)
Protoze v(z) > 0, lze rovnici (5.20) délit v(x), takze
C("E) — /Lx)dm_’_c — /f(x)e_fll(w)da:dx_i_c’
u()
kde C je obecné konstanta. Dosazenim C'(x) do vztahu (5.19) dostdvame obecné FeSeni linedrni rovnice (5.17),

zahrnujici vSechna TeSeni této rovnice. Toto feSeni je pfitom definovano na intervalu I, tedy vsude tam, kde
jsou funkee a(x), f(z) spojité.

Priklad 5.9. Naleznéme feSeni po¢atecniho problému

1
y = ;(211 +1), y@)=0.

Resend. Dana rovnice jiz byla roziesena v oddile B1 jako rovnice se separovanymi proménnymi. Souéasné je
vSak i rovnici linearni, nebot lze psat ve tvaru

| 2 1
/: — — t'. = — = —. 521
y="y+ j- a(x) o f(z) . (5.21)

Tlustrujme proto pfi feSeni této rovnice také metodu variace konstanty:
I. Nejprve nalezneme obecné feseni pridruzené homogenni rovnice

, 2
y=-v
T

Separaci proménnych dostdavame pro x #0 ay # 0

yn = Cz?, C eR,
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kde volba parametru C' = 0 zahrnuje i nulové feseni y; = 0.

II. Metodou variace konstanty hledejme obecné feSeni rovnice (5.21) ve tvaru
y = C(z)x?, C(x) =7

Neznamou funkci C(z) uréime dosazenim tohoto vztahu do (5.21):
/ 2 2 2 1 : !
C'(x)z* 4+ C(x)2z = EC(x)x + - tj. C'(x) = —.

Odtud pak integraci dostavame

1 —2 1

kde C je obecné konstanta. Zpétnym dosazenim C(x) méme

1 1
+C)2? = Ca? — 2, CeR.

=592 2

Dosadime-li nyni pocate¢ni podminku do obecného feseni, mame C' = 1 / 2, a TeSeni daného pocatecniho
problému je tedy tvaru

1
y= 5(302—1), z € (0,00).

Nasledujici dva typy lze prevést vhodnou substituci na rovnici se separovanymi proménnymi, resp. rovnici
linearni.

B3. ODRI1 tvaru y’=f(y/x)

Rovnici
v =1(%) (5.22)

lze snadno prevést substituci
y(x) = u(z)x (struéné: y = ux) (5.23)
na ODRI1 se separovanymi proménnymi. Vskutku, ze substituce (5.23) plyne y' = vz + u, takze rovnice

(5.22) prejde v rovnici
1
ur+u= f(u), neboli  u' = =(f(u) —u),

T

coz je ODRI se separovanymi proménnymi.
Odtud tedy dale pro z # 0 a f(u) # u dostaneme rovnici v diferencidlnim tvaru

du _dz
flu)—u @’

Jeji obecny integral vyjadiuje vztah mezi proménnymi z a u. Ze vztahu (5.23) plyne u = y/x. Uzitim tohoto
vztahu v obecném integralu dostaneme obecné feseni v x a y.

Priklad 5.10. Naleznéme vsechna FeSeni diferencidlni rovnice

’ y -
= . 5.24
Y 52y (5.24)

Resend. Rovnici (5.24) nejprve prevedeme na pozadovany tvar (pfedpokladdme piitom z,y # 0). Upravou
pravé strany obdrzime rovnici
-1
yol(v_=\_L1(v_ (v
2\z gy 2\ x '
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Polozime proto u = y/x, tedy ¥’ = v'x + u, a dand rovnice se transformuje na tvar

nebo-li za uvedeného predpokladu = # 0

lu?+1
!
u =—— . 5.25
T 2u ( )
Po provedeni separace proménnych, integraci a nésledné upravé dostdvame obecné Feseni rovnice (5.25) ve
tvaru
s, C
ut=—=—1, C e R - {0}.
x

Zpétnym dosazenim substituce 1ze snadno ur¢it obecné feSeni rovnice (5.24) ve tvaru
2?4y =Cx, CecR-{0}.

Obecné feseni tedy opét zahrnuje vSechna feSeni dané rovnice, a tvori jednoparametrickou soustavou kruznic
se stfedem v bodé (C'/2,0) a polomérem C'/2.

C<o0 C>0

Obr. 5.3: Obecné feseni tvori jednoparamterickd soustava kruznic

Z obr.5.3 je rovnéz patrné, ze vSemi body roviny, s vyjimkou bodu lezicich na soufadnicovych oséach,
prochazi pravé jedna funkce z obecného reseni.

B4. Bernoulliova rovnice

Bernoulliova rovnice je tvaru
y =a(x)y+ f(z)y", r eR. (5.26)
Poznamenejme, ze v pfipadé » = 0 nebo r = 1 je dana rovnice linearni, a proto budeme pfedpokladat

r # 0, r # 1. Necht déle funkce a(x), f(x) jsou spojité v n&jakém intervalu I. UkdZeme, Ze rovnici (5.26) lze
substituci

u(z) = y' " (x) (struéné: u = y' ")
pievést na LODRI1. Vskutku, za predpokladu y # 0 polozime v = y'=". Potom « = (1 —r)y~"y/, takze
Bernoulliova rovnice se transformuje na tvar

u' = (1=r)a(z)u+ (1 -r)f(z),

coZ je rovnice lineadrni. Tuto rovnici vyfesime (viz oddil B2) a z jejiho obecného feSeni pak prostfednictvim
dané substituce ziskdme obecné FeSeni pivodni rovnice (5.26).
Kromé feSeni, kterd dostaneme timto postupem, méa rovnice (5.26) pro r > 0 také feSeni y = 0.

Priklad 5.11. Naleznéme FeSeni poc¢atecniho problému

2 2
Y =2

2xy

y , oy =1.
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Resend. Dan4 rovnice jiz byla feSena v oddile B3 pomoci substituce u = y / x. Lze ji vSak také upravit na tvar

T

v=5 (Lo (6. ale) = 5= @) == 5.7 = 1) (5:27)

a Tegit ji jako Bernoulliovu rovnici substituci v = y'~" = y2. P¥i dosazovani substituce budeme postupovat
tak, Ze rovnici (5.27) nejprve vydélime faktorem y” = y~! (tedy vynasobime y) a poté do ni dosadime u = y2,
resp. v’ = 2yy’. Dostdvame

1 2
y'y == (y - x) , tedy =2z (5.28)
x

Tuto linearni rovnici vyfeSime metodou variace konstanty.

I. Pfidruzenou homogenni rovnici

Ize Tesit separaci proménnych, nebo dalsi substituci v = u / z. Obéma zpusoby snadno zjistime, Ze
up, = Cux, CeR.

II. Necht
u=C(x)z, C(z) =7
Dosazenim do FeSené linedrni rovnice (5.28) mame

C(x)x

X

C'(x)r + C(z) = -, tj. C'(x) = —1.
Odtud C(x) = —z + C, a obecné FeSeni rovnice (5.28) je tedy tvaru

u=Czx — z2, C eR.
Zpétnym dosazenim substituce pak dostavame

y? = Cx — 22, C eR.

Dosazenim pocéateéniho bodu (1,1) do obecného Feseni dostdvime C' = 2. Protoze znaménko funkce y je
stejné jako znaménko y-ové souradnice pocateéniho bodu, hledané partikularni reseni je funkce tvaru

y =2z — 12, z € (0,2)

znazornéna na obr. 5.4.

<

Obr. 5.4: Partikularni reseni

Rozmyslete si pritom, proc¢ je uvedeny interval otevieny, ackoliv krajni body tohoto intervalu nalezi do
defini¢niho oboru funkce y.

B5. Exaktni rovnice

Piedpoklddejme, ze jsou dany funkce P(z,y), Q(x,y), které jsou spojité i se svymi prvnimi parcidlnimi deri-
vacemi v néjaké oblasti 2. Exaktni rovnici potom nazveme rovnici, kterou lze napsat ve tvaru

P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0,
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pficemz plati tzv. podminka exaktnosti P, (z,y) = Q..(v,y).

Véta 5.12. Podminka exaktnosti je ekvivalentni s existenci kmenové funkce ®(z,y) (potencidlu), jejiz
totalni diferencial je leva strana rovnice P(z,y)dz + Q(x,y)dy (Pfaffova forma). Reseni exaktni rovnice je
dano implicitné rovnici

O(z,y)=C.

Prakticky postup pfi uréeni potencialu. Protoze levé strana rovnice je totalnim diferencidlem hledané
funkce @, plati P = @ a Q = . Odtud naopak

Bz, y) = / Pla,y)dz + C(y) (5.29)

Zbyva ur¢it funkci C(y). Derivujme proto vztah (5.29) podle proménné y, tj.

/ /

Dy (z,y) = [/P(:c,y) dx+0(y)] = {/P(z,y) dx]y +C'(y) .

y
Protoze ® = dostdvame rovnost
Y b

! /

[/P(:r,y) dvaJrC’(y) =Q(z,y) = C'(y) =Q(z,y) - [/P(x,y) dx]

— c<y>=/<c2<x,y>— [/Pu,y)de dy+ K,

kde integrac¢ni konstantu K obvykle nepiseme, protoze ji Ize zahrnout do konstanty C' na pravé strané rovnice
®(x,y) = C. Poznamenejme jesté, Ze pii uréeni kmenové funkce ® jsme podobné mohli zacit integraci funkce
Q@ podle proménné y a nasledné vznikly vyraz derivovat podle x.

Y

Priklad 5.13. Naleznéte obecné feseni diferencidlni rovnice

/ ey
Y :27~
y — xey

Reseni. Diferencialni tvar rovnice je

e’ dr+ (ze¥ —2y) dy=0.
P
Q

Ovéime nejprve podminku exaktnosti. Plati P) = e¥ a Q}, = Y, tj. P, = @/, v celé roviné R2. Hledejme nyni
kmenovou funkci ®(z,y).

@:/de:/eydx:eyx—i—C(y) = P, =elz + O =ze! —2y.
————
Q

Odtud
C'(y) =-2y=Cly) = —y°

a obecné feseni je dano implicitné rovnici
eVr—y?P=C.
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C. EXISTENCE A JEDNOZNACNOST RESENI POCATECNIHO PROBLEMU PRO ODRI1
Zabyvejme se nyni otazkou, za jakych podminek viibec méa dany pocatecni problém Feseni, pfipadné, zda je
toto Feseni jediné. Uvazujme pocatecni problém pro ODR1

y' = f(z,y(x)) (5.30)
y(@o) = yo - (5.31)

Véta 5.14. (Peanova) Necht funkce f(z,y) je spojitd v dvojrozmérné oblasti Q2 obsahujici ve svém vnitiku
bod (xg, y0). Potom existuje alespoii jedno feSeni poéatecniho problému (5.30), (5.31), které je definované
a spojité v néjakém okoli bodu zy.

Interpretujme volné zakladni myslenku ditkazu, nebot dava soucasné geometricky nahled, jak konstruovat
alespon priblizné feseni daného problému.

Uvazujme diferencidlni rovnici (5.30) a pocateéni podminku (5.31). Z bodu (z¢,yo) vedme pfimku o
smérnici f(zg,yo). Na této piimce zvolme bod (z1,y1), kde 29 < 1 (viz obr.1) a prolozme jim piimku
o smérnici f(z1,y1). Na ni opét zvolme bod (z3,ys2), kde 1 < x2, a cely postup opakujme. Ziskdme tak
lomenou ¢4ru, kterou bychom mohli analogicky prodlouzit také nalevo od bodu (zg, yo). Budeme ji nazyvat
Eulerovou lomenou carou.

()

Obr. 5.5: Eulerova lomenné ¢ara

7 obrazku je zfejmé, Ze jsou-li tisecky obsazené v Eulerové lomené ¢are dostateéné kratké, muize tato
¢éra byt rozumnou aproximaci hledané integralni k¥ivky prochézejici bodem (xg,y0). Navic lze sestrojit
posloupnost Eulerovych lomenych ¢ar, kterd ,konverguje“ k hledané integralni kiivce (pokud tato existuje).

Nasledujici priklad nam ukaze, ze pfedpoklad Peanovy véty sice zarucuje existenci feSeni daného problému,
nikoliv vSak jeho jednoznacnost.

Priklad 5.15. Dosazenim se miZzeme piesvédéit, ze pocateéni problém
2
y' =3y3,  y(0)=0

m4 feseni y = 0 a y = 2 (feSeni vyhovujicich danému problému je ve skute¢nosti nekoneéné mnoho;
k prokdzéni nejednoznacnosti sta¢l znat dvé rizné feSeni).

Véta 5.16. (Picardova) Necht funkce f(z,y) je spojitd v dvojrozmérné oblasti 2 obsahujici ve svém
vnittku bod (xg,y0). Dale necht ma f(z,y) v kazdém bodé Q parcidlni derivaci df/Jy, kterd je na
ohrani¢ena. Potom existuje jediné feseni poc¢ateéniho problému (5.30), (5.31), které je definované a spojité
v néjakém okoli bodu zg.

Rovnéz ditkaz Picardovy véty je konstruktivni v tom smyslu, Ze udévéa konstrukei pfiblizného (v limité
presného) feseni daného problému. Idea spoéiva v zavedeni posloupnosti funkci (zvané posloupnost Picardo-
vych aproximaci) tvaru

Yo(z) = yo,
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y1(z) _y0+/fty0

*yo+/ fty(t
fyoJr/ [t yn—1(t)) dt

O této posloupnosti je pak tfeba dokazat, ze pro n — oo stejnomérné konverguje k hledanému feseni, pric¢emz
toto feSeni je urceno jednoznacné.

Funkce f(z,y) = 3y3 z predchézejiciho prikladu je spojité v jakékoliv oblasti obsahujici bod (0,0), a proto
feseni daného problému existuje. V zadném okoli tohoto bodu viak neni derivace 0 f /9y = 2/y'/3 ohranicena,
a proto také neni zarucena (a v naSem pfikladé ani splnéna) jednoznacnost FeSeni.

Poznamka 5.17. Picardova véta i Peanova véta maji lokalni charakter. Existence feSeni je totiz zarucena
pouze v néjakém okoli bodu xg. Pro ilustraci této skutecnosti uvazujme pocatecni problém

y=1+y%  y(0)=0.

Tento problém mé podle Picardovy véty jednoznacné uréené feseni, nebot

0
flzy) =1+ afg(x,y)=2y

jsou spojité funkce pro vSechna redlna x a vSechna realna y. Neplyne vSak odtud, Ze toto feSeni existuje také
pro vSechna realna x. Separaci proménnych se lze snadno presvédcit, ze jedinym FeSenim tohoto problému
je funkce y = tgz, z € (—7/2,7/2).

Ke stanoveni odhadu velikosti intervalu, na némz je feSeni definovano, lze uzit nasledujictho vztahu:
Necht obé podminky Picardovy véty (f spojita, % ohranicend) jsou splnény v obdélniku

D=A{(z,y): mo—a<z<zo+a,y—b<y<yo+b}

a ozna¢me M := max{|f(x,y)|, (z,y) € D}. Pak hledané feSeni je definované a spojité alespoii v intervalu

<.’E0—5,{E0+(5 > kde
0 =min | a, —
= , .

D. ZAKLADY NUMERICKEHO RESENI POCATECNICH PROBLEMU PRO ODRI1

V inzenyrské praxi se Casto setkavame s diferencidlnimi rovnicemi, které nelze Fesit analyticky. Jednim z
nejjednodussich typt takové rovnice je tzv. Riccatiova diferencidlni rovnice

y' = a(x)y® + b(z)y + f(x)

(tedy rovnice, jejiz prava strana je kvadratickou funkci y). V této souvislosti nabyvaji na vyznamu numerické
metody feSeni. V tomto oddile se stru¢né sezndmime se zdkladni myslenkou numerického feseni pocatecniho
problému (5.30), (5.31).

P1i numerickém feseni tohoto problému hledame priblizné hodnoty nezndmé funkce y ve zvolenych bodech
néjakého konecného intervalu <x0, a>. Tento interval rozdélime na n stejné velkych dilkt délky h = a / n body

o = g, £E1:.’E0+h,..., l’i:I’0+ih,..., Ipn = Q.

Body x; budeme nazyvat uzly a vzdalenost h dvou sousednich uzli nazveme krokem. Hodnotu piesného feseni
v uzlu x; vyjadfuje symbol y(z;) a hodnotu pfiblizného feSeni v uzlu z; oznadime Y;. Jestlize se ndm podaii
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najit pfiblizné feseni Y;, kde ¢ = 0,1,...,n, pak lze vypocitat pfibliznou hodnotu feseni y(z) v libovolném
bodé x € <:z:0, a> napf. interpolaci.

Odvozeni jednotlivych numerickych formuli spoéiva nejéastéji bud v pfiblizné ndhradé derivace y'(x) v jed-
notlivych uzlech z; (napf. pomoci diferenéniho podilu), nebo v integraci rovnice (5.30) a nasledné pfiblizné
nahradé vzniklého integralu. Dalsi mozny p¥istup je zaloZen na rozvoji hledaného feseni y(z) v mocninnou
(Taylorovu) fadu se stiedem v bodé zg a nasledném vypoctu piislusnych koeficientt aj, = 3 () /k!.

V dalsim vyuzijeme postup zalozeny na integraci feSené rovnice a priblizné nahradé integralu.

D1. Jednokrokové metody

Jestlize rovnici (5.30) zintegrujeme v intervalu <xi, Jii+1>, dostaneme

/ "y e = / " f (o) de,

takze
Tit1

y(ien) = (i) + / f(ay(x)) de. (5.32)

T
Jednotlivé numerické metody se nyni lisi zptsobem pfiblizného vypoctu integralu na pravé strané (5.32).

Explicitni Eulerova metoda. Provedeme nahradu

Ti41
[ rw@)do ~ i)
Xy

(v numerické matematice se tento typ ndhrady nazyva obdélnikova formule s uzlovym levym krajnim bodem).
Dosadime-li tento vztah do (5.32), obdrzime vyjadfeni

Y(wiv1) = y(xi) + hf (2, y(z:)) - (5.33)

Tento vztah je vSak nepouzitelny, protoze nezndme hodnotu y(x;). Proto zaménime vyrazy y(z;), y(x;1+1) ve
formuli (5.33) jejich pfibliznymi hodnotami Y;, ¥;11 a znaménko pfiblizné rovnosti ~ nahradime definitoricky
znaménkem rovnosti. Vztah (5.33) pak nabude tvaru

Yigr =Yi+hf(z:,Yi). (5.34)

Tento vztah je jednokrokovd numerickd formule pro vypodet Vi, (nebot k vypoétu Y;;; potfebujeme znat
pouze hodnotu jedné pfedchazejici aproximace Y;). ProtoZze zndme Y, (mZeme totiz polozit Yy = yo), lze
postupné pomoci (5.34) vypocitat hodnoty Y7,Ya,...,Y,. V této souvislosti jesté zdiraznéme, Ze aproximace
Yi11 je vyjaddfena na levé strané formule (5.34) explicitné (neni jiz obsaZena na pravé strané), coz usnadiiuje
vypocet. Metody s touto vlastnosti se nazyvaji explicitni.
Protoze pravé uvedeny postup je spojovan se jménem L. Eulera (z geometrického hlediska je metoda
zaloZzena na konstrukci Eulerovych lomenych ¢ar), tvori predpis (5.34) zaklad tzv. explicitni Eulerovy metody.
Vztah (5.34) jsme ziskali heuristicky; je nutno zdtvodnit, ze pfiblizné hodnoty Y7,...,Y, jsou rozum-
nou aproximaci pfesnych hodnot y(z1),...,y(x,). Bez dikazu uvedme, Ze Fesime-li pomoci formule (5.34)
s dostateéné malym krokem h konkrétni pocatecéni problém (5.30), (5.31), pak existuje konstanta K > 0,
nezavisld na h, takova, ze
ly(x;) — Y;| < Kh, i=1,...,n. (5.35)

Vyraz y(z;) — Y; predstavuje tzv. globalni chybu aproximace Y;. P¥ivlastek globédlni zde znamend, ze do této
chyby se promitaji nepfesnosti zpusobené pfibliznym vypoctem vsSech predchazejicich hodnot Y7,...,Y;_1.
Numerické metody s odhadem globélni chyby tvaru (5.35) se nazyvaji metody 1. 7ddu pFesnosti, a to podle
prvni mocniny kroku h uvedené ve vztahu (5.35). Z tohoto vztahu rovnéZz plyne, Ze blizi-li se délka kroku k
nule, pak se pfiblizné hodnoty feseni v uzlech x; blizi k pfesnym hodnotam; jinak vyjadfeno, uvedena metoda
konverguje.

Implicitni Eulerova metoda. Nyni se vratime zpét ke vztahu (5.32), z néhoz jsme pomoci nédhrady
integralu obdélnikovou formuli s uzlovym levym koncovym bodem odvodili explicitni Eulerovu metodu.
Provedeme-li ndhradu obdélnikovou formuli s pravym koncovym bodem, tj.

/ h f(z,y(z)) de ~ hf (wiv1,y(@iv1)) s

i
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obdrzime analogickym postupem implicitni Eulerovu metodu
Yiy1 =Y+ hf(wig1,Yig1), (5.36)

kdei=0,1,...,n— 1. Hledand aproximace Y;;1 se tedy vyskytuje i na pravé strané (5.36), a k jejimu uréeni
je tieba fesit obecné nelinearni rovnici pro Y;;;. Lze ukazat, ze tato metoda je opét prvniho fadu presnosti,
tj. plati vztah (5.35).

Komplikace, zptisobend obtizemi pfi uréovani Y;;1 ze vztahu (5.36) je vyvédzena nékolika pfednostmi.
V nésledujici pozndmce zminime nejvyznamnéjsi z nich.

Stabilita implicitni formule. Uvazujme pocéateéni problém
v =Xy (A<0), y(0)=1. (5.37)
Jeho presné feseni je tvaru y(z) = e**. Je proto pfirozené pozadovat
Y; >0, i=1,2,.... (5.38)
Explicitni Eulerova formule aplikovana na (5.37) davé
Yir1 =Y + hAY; = Yi(1 = |A|h).
Z pozadavku (5.38) v tomto pfipadé plyne (je totiz Yo =1 > 0)

1
1—|Ah>0, tj. h< o (5.39)
Jestlize |[A| > 1, je podminka (5.39) znaénym omezenim na délku kroku h.
V pripadé implicitni Eulerovy formule plati

Yiv1 =Y+ hAYip1 =Y — h|A|[Yig,

takze
Y;

Yit1 = —
TN
Protoze Yy = 1, je pozadavek (5.38) splnén bez jakéhokoliv omezeni na délku kroku h.

Na feSeni modelové tlohy (5.37) jsme ukézali, Ze explicitni Eulerova metoda je podminéné stabilni, nebot
v nékterych pripadech dava rozumné vysledky jen pro velmi mald h. Naopak implicitni Eulerova metoda je
bezpodminecné stabilni, tj. umoziiuje Fesit modelovou tlohu (5.37) bez omezeni délky kroku h. Obecnéji lze
ukézat, ze vSechny bezpodminec¢né stabilni metody jsou metody implicitni.

Modifikace Eulerovy metody. Eulerova metoda, popsand v predchézejici ¢asti, je metoda jednoducha,
av8ak maélo efektivni. Pro dosaZeni rozumné pfesnosti je nutné volit (a to u explicitni i implicitni formule)
maly krok, tedy velky objem vypoctu. Naznac¢ime proto zptsob, jak lze napt. explicitni Eulerovu metodu
zpresnit.

Vyjdéme opét ze vztahu (5.32). Jestlize integral na pravé strané nahradime vztahem

Ti41 h
[ sept@)do m G ny(e) + Fla i)
(nazyvanym lichobé&Znikova formule) a tuto ndhradu dosadime do (5.32), pak je tato tivaha zdkladem tzv.
lichobéznikové metody

Yior = Yot 2[f (@Y + S, Vo). (5.40)

Tuto implicitni metodu lze zapsat v explicitnim tvaru, nahradime-li hodnotu Y;;; na pravé strané (5.40)
pomoci explicitni Eulerovy metody (5.34). Timto dosazenim dostdvame tzv. modifikaci Eulerovy metody.
Obé formule jsou metody 2. Fadu pfesnosti. Jinak vyjaddfeno, pro dany poc¢ateéni problém (5.30), (5.31)
existuje konstanta K > 0, nezavisla na h, takova, ze volime-li v uvedenych formulich krok h dostate¢né maly,
pak plati
ly(z;) — Y| < Kh?, 1=1,...,n.
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Modifikace Eulerovy metody pfedstavuje oproti explicitni Eulerové metodé (5.34) jesté jeden rozdil. Pro
vypocet Y;11 je nutné urcit hodnotu funkce f(x,y) ve dvou riznych bodech. Metody s touto vlastnosti se
nazyvaji dvoubodové. Explicitni Eulerova metoda tedy byla metoda jednobodova (pfi uréovani ;11 pocitdme
hodnotu f(x,y) pouze v jednom bodg&). Poznamenejme, Ze podet bodt, v nichz je nutné pii vypoctu Y41
vy¢islit hodnotu funkce f(x,y), je jednou z nejvyznamnéjsich charakteristik efektivnosti vypoctu.

Zminéné modifikace Eulerovy metody patii mezi tzv. Rungovy-Kuttovy metody. Bez odvozeni uvedeme
pouze nejznaméjsi z nich, kterd je ¢tvrtého radu presnosti. Jeji schéma je tvaru

h
+ — (k1 + 2ko + 2k3 + ka),

Yit1 =Y 6
kde
ky = f(l‘ Yi),
]{34 = f(l’l + h, Y + hk3)

Vyhodou jednokrokovych metod tohoto typu je mimo jiné skutecnost, ze po vypocétu kazdého Y1 lze zménit
délku kroku. Velkou nevyhodou této formule je, Ze se jedna o metodu ¢tyibodovou, pficemz vypoctené veli¢iny
ki,..., ks neni mozno v dalsim kroku vyuzit. Tato metoda je naro¢na na ¢as a uziva se zejména v kombinaci
s tzv. vicekrokovymi metodami, o nichZ pojedname v nasledujicim oddile.

D2. Vicekrokové metody

Vicekrokovymi metodami rozumime metody, jejichz pfedpis pro vypocet aproximace Y;;; zavisi na vice
pfredchézejicich aproximacich (nikoliv tedy pouze na Y;). Mezi nejuzivanéjsi vicekrokové metody patii metody
Adamsouvy.

Adamsovy explicitni metody. Pii jejich odvozeni opét vyjdeme z rovnosti

Ti41
o) =) = [ Floyl@)do
T
(viz vztah (5.32)). Nahradime-li funkci f(z,y(x)) polynomem 1. stupné prochézejicim dvéma body
(i1, f(@i-1,y(zi-1))) a (zi, f(zi,y(;))), pak po Gpravé dostavime

Wainn) = o) ~ B3 G yl)) — o, o))

Odpovidajici numericka formule je tedy dana vztahem

Yior = Yt 5[8/(e0¥i) — f(rin, Vi) (5.41)

Tato formule je explicitni dvoukrokova metoda (k vypoctu Y;;; je tfeba znat dvé predchazejici aproximace
Y, Yi_1). Zname-li tedy Yp,Y7, miZeme z (5.41) uréit Ys,Y3,...,Y,. P¥ stanoveni Yy, Y] polozime jako
obvykle Yy = yo a Y7 vypoéteme vhodnou jednokrokovou metodou (tj. jednokrokovou metodou téhoz fadu).
Lze ukazat, Ze metoda (5.41) je metoda druhého faddu pfesnosti, a proto k uréeni Y; muiZeme uZit napt.
modifikaci Eulerovy metody .

Vsimnéme si, Ze pti kazdém pouziti formule (5.41) se pocitd jen jedna hodnota f(z;,Y;), nebot hodnota
f(zi—1,Y;-1) jiz byla vypoctena pii pfedchazejicim pouziti této formule. Metoda (5.41) je tedy jednobodova.

Jestlize funkci f(x,y(z)) nahradime polynomem vyssiho stupné, obdrzime dalsi vicekrokové formule z
tfidy Adamsovych metod. ProloZzime-li napi. ¢tyimi body

(xlaf(xlay(xl)))7 (xi—laf(xi—lay(xi—l)))a"'7 (I'i—3,f(xi—3,y(zi—3)))

interpolac¢ni polynom 3. stupné, pak lze analogickou tivahou jako v pfedchazejicim piipadé odvodit prislusnou
Ctyfkrokovou explicitni formuli.

Adamsovy implicitni metody. Zcela analogicky lze odvodit Adamsovy vicekrokové implicitni metody.
Jediny rozdil spoéiva v tom, Ze mezi interpolac¢ni body zahrneme také bod (z;y1, f(zit1,y(xi11))). Prolozime-
li tedy napt. ¢tyfmi body

(Tig1, f(@iv1, y(wig1))), (@i, [z, y(20))), -, (i, (w2, y(zi-2)))
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polynom 3. stupné, odvodime po obvyklych tpravach tfikrokovou implicitni formuli.

D3. Metody typu prediktor-korektor

V tomto odstavci se jesté jednou vratime k otézce implicitnich metod. PYipomerime, Ze pfi jejich uziti je
nutné fesit v kazdém kroku vypoctu (obecné nelinearni) rovnici pro Y;; 1. Nejobvyklejsi zptusob feseni tohoto
problému spoc¢iva v tom, ze implicitni formule sdruzujeme s vhodnymi explicitnimi formulemi do dvojic, které
souCasné uzivame v tzv. metodach prediktor—korektor (Cesky: pfedpovéd—oprava). Danou explicitni formuli
se predpovi hodnota Y; 1, ktera se pak koriguje implicitni formuli. Jako prediktor a korektor je vhodné volit
formule stejného fadu pfesnosti. Naptiklad pomoci (5.41) a (5.40) obdrzime algoritmus

P:Y%, =Y+ %[3f(xi7 Y:) — f(wi1,Yio)],
K: 1/'H»l - YZ + §[f(mi+lal/i:-1) + f(xzaifl)] )

ktery je tvofen explicitni a implicitni formuli druhého fadu pfesnosti. Symbol Y}', ; zde znaci pfedpovézenou
hodnotu a symbol Y;;; hodnotu korigovanou.

SHRNUTI POZNATKU

Obyéejné diferencidlni rovnice je rovnice, jejiz nezndmé je funkce (jedné proménné), a ktera obsahuje
derivaci (ptip. derivace) této neznamé funkce. RAd nejvyssi derivaci pak nazveme fddem rovnice. Rovnice
tohoto typu hraji zdsadni roli pfi modelovani mnoha technickych a pfirodovédnych problémt. Aby tyto
modely mély feSeni urceno jednoznacné, je tfeba s danou rovnici uvazovat i dopliujici podminky, jejichz
pocet je roven fadu rovnice. Jsou-li tyto podminky pfedepsdny pouze v jednom (nejéastéji poc¢ateénim) bodg,
nazyvaji se podminkami poc¢étecnimi. Jsou-li pfedepsény v rtznych (nejéastéji okrajovych) bodech, nazjvaji
se podminkami okrajovymi.

Pro né&kolik specidlnich typt diferencialnich rovnic prvniho fadu (a pozdéji uvidime, Ze nejen prvniho
fadu) jsou znadmy metody vedouci k nalezeni pfesného feSeni.

V obecném piipadé musime pFistoupit k numerickému (tj. pfibliznému) feSeni. P¥i jeho pouziti je vhodné
mit k dispozici informaci, Ze dany pocate¢ni problém méa pravé jedno feSeni; z matematického hlediska tuto
informaci dava Picardova véta. Numerické feSeni je pak obvykle zaloZeno na piiblizné nahradé derivace
hledané funkce, pfip. na integraci diferencidlni rovnice a nasledné piiblizné ndhradé integralu. Pravé zpisob
a presnost této nahrady je rozhodujici pfi odvozovani jednotlivych numerickych metod. Tyto metody se

vvvvv

a odhad chyby.
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