6. Linearni ODR n-tého fadu Studijni text

6. Linearni ODR n-tého radu

A. OBECNA HOMOGENNT LODRN

V ptedchéazejici kapitole jsme diferencidlni rovnici (libovolného fadu) nazvali linedrni, je-1i tato rovnice linedrni
vzhledem ke hledané funkci y a vsem jejim derivacim. Linedrni obycejnou diferencidlni rovnici fadu n > 2
(zkratka: LODRn) proto budeme nazjvat rovnici tvaru

A (@)y™ + Ay 1 @)y -+ Ar(2)y + Ag(x)y = (=), (6.1)

kde A, (z), Ap—1(x),..., A1(z), Ao(x), f(x) jsou spojité funkce proménné x na intervalu I. Podobné jako
v pfipadé LODRI rozlisujeme rovnice homogenni a nehomogenni.

a) Je-li f(z) = 0 pro vSechna x € I, tj. je-li rovnice tvaru
An(2)y™ 4+ Ap_ 1 (@)y™ Y o+ Ay ()Y + Ao(z)y =0, (6.2)
mluvime o homogenni LODRn.
b) Je-li f(z) # 0 pro néjaké z € I, mluvime o nehomogenni LODRn.

Homogenni rovnice maji fadu dilezitych vlastnosti, které ostatni ODRn nemaji. Nasledujici vlastnost lze
provérit primym dosazenim do dané rovnice.

Véta 6.1. (Linearita prostoru FeSeni) Jsou-li funkce y1 = y1(x),y2 = y2(2), ..., yr = yr(z) FeSenimi
rovnice (6.2), potom také funkce

y = Ciy1 + Coyz + - - + Cryi, C; eR,

kterou nazyvame linedrni kombinaci FeSeni y1, ya, . . ., Yk, je FeSenim rovnice (6.2).

Jinak vyjadfeno, kazdy (kone¢ny) soucet feSeni rovnice (6.2) je opét feSeni (6.2); podobné vynasobime-li
feSeni rovnice (6.2) libovolnou realnou (piip. i komplexni konstantou), obdrzime opét feseni (6.2). ReSeni
této rovnice tedy tvofi linedrni prostor.

Vime-li tedy napf., ze FeSenimi rovnice y” + y = 0 jsou funkce sin x, cos z, pak FeSenimi téZe rovnice musi
byt rovnéz funkce — cosx,2sinz, 3sinx — 5 cosx apod. Intuitivné je vSak zifejmé, ze ,podstatna® feseni jsou
v uvedeném vyétu pravé dvé funkce (napf. sinz a cosx). VSechna ostatni jsou totiz jejich linedrni kombinaci.
V dalsi ¢asti budeme pojem ,podstatnych® feseni precizovat a stanovime jejich pocet v zévislosti na radu
uvazované homogenni LODRn.

Definice 6.2. (Linearné nezavislé funkce) Necht y;(z),y2(x),. ..,y (z) jsou redlné, popf. komplexni
funkce realné proménné z, které jsou definovany na intervalu I. Rikdme, Ze uvedené funkce jsou na intervalu
I linedrné nezavislé, jestlize vztah

Ciy1(z) + Cayz(z) + - -+ + Cryn(z) =0, zel,
kde C1,Cs, ..., C, jsou konstanty, plati pouze v pripadé C; = Cy =--- = C,, = 0.

V opa¢ném ptipadé (tj. kdyz alespori jedno Cy # 0) fikdme, Zze uvedené funkce jsou na intervalu I
linedrné zavisle.

Jinak vyjadieno, funkce y1 (), y2(x),. .., yn(x) jsou na I linedrné nezavislé, jestlize zddnou z téchto funkei
nelze na I vyjadiit jako linedrni kombinaci zbyvajicich. Dvojice funkei sin z, cos x (ale také napf. — cos x, 2 sin
nebo sinx,3sinxz — 5 cos ) jsou tedy linedrné nezdvislé na R, nebot nelze vyjadiit funkei sin 2 jako nasobek
cos x, ani naopak (podobné pro dalsi uvedené dvojice). Naproti tomu dvojice funkei sinx, 2sinz, ¢i trojice
sinz, cosz, 3sinx — 5cosz jsou linedrné zavislé na kazdém netrividlnim intervalu I C R.

ProtoZe posuzovat linearni zavislost ¢i nezéavislost funkci podle vyse uvedené definice miize byt (zejména
v ptipadé vice funkci) problém, uvedeme obecnou metodu, jak zjistit, zdali dana n-tice FeSeni

y1($)7 y2(x)7 ) yn(x)
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rovnice (6.2) tvori n linedrné nezédvislych funkei na intervalu I.

Definice 6.3. (Wronského determinant) Necht funkce y;(x), y2(x),. .., y,(x) jsou na intervalu I ale-
sponi (n — 1)-krat spojité derivovatelné. Potom determinant
y1(x) ya(x) Yn()
W | O e i (a)
G B S C I 7 S )
se nazyva Wronského determinant nebo wronskidn funkci y1 (), y2(x),. .., yn(z).

Nésledujici véta ndm udava ekvivalentni podminku pro linedrni nezavislost feseni homogenni rovnice (6.2).

Véta 6.4. (Charakterizace linearné nezavislych FeSeni) Necht yi(z),y2(z), ..., yn(z) jsou partiku-
larni feSeni homogenni LODRn (6.2), kde A, (x) # 0 pro vSechna = € I. Pak y;(z),y2(z),...,yn(z) jsou
linedrné nezavislé na I, kdyz a jen kdyz

Wi(z)#0 pro vSechna x € I. (6.3)

NP4

W(z) = W(io)leO(An—l(r)/An(I))dr 7 (6.4)
kde g € I je libovolny bod. Vztah (6.4) hraje pfi dokazovani pfedchazejici véty dtlezitou roli; jeho hlavni
smysl spoéiva v tom, Ze vzhledem k nenulovosti exponencidlni funkce na R je W (z) identicky rovno nule na I,
pfip. rizné od nuly na celém I podle toho, je-li W(xg) = 0 nebo W (xg) # 0 (pfipometime, Ze zq je libovolny,
pevné zvoleny bod I). Podminka (6.3) z predchézejici véty lze proto ekvivalentné nahradit pozadavkem
W (z) # 0 pro néjaké x € I.

Definice 6.5. (Fundamentalni systém) Systém feSeni y1 (), y2(z), ..., yn(x) rovnice (6.2), kterd jsou
linearné nezavisla na I, se nazyva fundamentdlni systém reseni této rovnice.

S pomoci pfedchézejici véty nyni odvodime hlavni vysledek tohoto oddilu.

Véta 6.6. (Struktura obecného FeSeni) Necht funkce y; (), ya(z),. .., yn(x) tvori fundamentalni sys-

tém FeSeni homogenni LODRn (6.2), kde A, (x) # 0 pro vSechna x € I. Pak kazdé feSeni y(z) této rovnice
lze psat jednoznacné ve tvaru

y(z) = Cryi(z) + Caye(x) + - - + Cryn(z), (6.5)

kde Cy1,Cy,...,C, jsou vhodné konstanty. Jinak Fedeno, vztah (6.5) je vyjadienim obecného FeSeni této
rovnice.

Pravdivost tvrzeni ovéfme pro jednoduchost zapisu pro n = 2, tj. pro rovnici
Az (2)y" + A1(2)y" + Ao(2)y = 0. (6.6)
Tvrdime tedy, 7e kazdé feSeni y(z) rovnice (6.6) lze psat ve tvaru
y(z) = Ciya(z) + Caya(), (6.7)

kde y1 (), y2(x) jsou linedrné nezavisla feseni a Cp, Co jsou vhodné konstanty. Zvolme tedy partikuldrni
feSeni predepsanim pocatecnich podminek

y(z0) = o, Y'(0) = &1, (6.8)
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kde zg, &, &1 jsou t¥i libovolnd pevnd €isla, piicemz o € I. Dosazenim (6.7) do (6.8) dostaneme

Cry1(zo) + Caya(zo) = &o,
C1y1(20) + Cays(w0) = &

Predchazejici vztahy tvori soustavu dvou linearnich algebraickych rovnic pro neznamé C7, Cs, jejichZ hodnota
bude zaviset na zvolenych xg, &y, &1. Jeji determinant

W (o) = y1(z0)ya(20) — y2(0)y} (o)

je ruzny od nuly pro kazdé xg € I, takze konstanty C7, Cs jsou uréeny jednozna¢né pii kazdé volbé trojice
Zo, 507 §1~

Poznamka 6.7. Pfedchazejici vétu lze také volné formulovat tak, Ze k urdeni obecného feSeni rovnice
(6.2) staci nalézt n (tj. tolik, kolik ¢ini ¥4d rovnice) linedrné nezavislych partikularnich feseni dané rovnice.
V nésledujicim oddile se nauéime nalézt tato feseni pro specidlni p¥ipad rovnice (6.2).

B. HoMoGENNI LODRN S KONSTANTNIMI KOEFICIENTY

Je to rovnice typu
any(n) + anily(”—l) +- 4+ ay +agy =0, (6.9)

kde a,,...,aq jsou konstanty. P¥i dalsim postupu se nechme inspirovat pfipadem n = 1, tedy rovnici a1y’ +
apy = 0. Tato ODRI1 je nejen linearni, ale také rovnici se separovanymi proménnymi. Metodou separace
proménnych snadno uréime jeji obecné feseni ve tvaru Ce*®, kde A\ = —ag/a1, tj. A je kofenem rovnice
a1 A+ ag = 0.

Definice 6.8. (Konstrukce fundamentalniho systému fesSeni) Hledejme tedy (partikuldrni) reSeni
rovnice (6.9) ve tvaru
y = e, (6.10)

kde ¢islo A je tfeba uréit. Dosazenim (6.10) do (6.9) dostaneme
A A" 4 @y AV 4 g A g™ =0

a po zkraceni nenulovym vyrazem e**

A A + 1 AT+ ad+ap=0. (6.11)

Rovnici (6.11) nazyvame charakteristickou rovnici diferencidlni rovnice (6.9). K urdeni A je tedy tfeba
vyresit tuto charakteristickou rovnici. Z algebry vime, Ze tato rovnice ma celkem n komplexnich kofeni
véetné nasobnosti (tj. kazdy kofen poéitame tolikrat, kolik je jeho nésobnost).

Pripad n=2. Konstrukeci n linedrné nezdvislych feSeni rovnice (6.9), kterd odpovidaji témto n kofentim,
objasnime na pripadé n = 2, tedy na rovnici tvaru

azy” + a1y’ + agy = 0. (6.12)
Jeji charakteristicka rovnice je kvadratickd rovnice
ag)\2 + a1)\ + apg = 0,

ktera ma dva kofeny tvaru

Nyni jsou t¥i moznosti:
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a) Kofeny A1, A2 jsou redlné riizné (tj. a? — dagaz > 0). Podle (6.10) ziskadvame dvé partikularni feseni

A]JE

y1(x) =eM® yo(z) =e

)\21’
)

pro jejichz wronskian plati

e)\la: e)\g{L’

W(l‘) = )\16)\11} )\QeAQI

(A2 — Ap)eMr ) o o,

kde x je libovolné. Tyto funkce tedy tvori fundamentdlni systém FeSeni (6.12), a jeji obecné FeSeni je tvaru
y(CC) = C’le)‘l‘r + OQGAZI .

b) Kofeny A\; = Ay = A\ (ptipad a? — 4agas = 0) jsou redlné stejné () je tedy dvojnasobny koten). Vztah
(6.10) nam davé jedno partikularni Feseni
yi(x) =
s pomoci rovnosti 2as A + a1 = 0, ktera plyne ze vzorce pro Aj 2, lze dosazenim do (6.12) provéfit, ze dalsim
partikularnim fesenim je funkce

ya(z) = we®.

Pro wronskian obou funkci v tomto pripadé plati

e/\w we)\z

W({E) = )\e)\m e)\a: +>\xeAw

_ e2/\w # 07

kde z je libovolné. Tato FeSeni jsou tedy linedrné nezdvisla, a obecné feseni rovnice (6.12) je v tomto pfipadé
tvaru
y(x) = (C1 + Coz)e™™.

c) Kofeny \; = a +ib, \y = a —ib, b # 0, jsou neredlné, komplexné sdruzené (ptipad a? — 4agaz < 0). V
tomto ptipadé nam vztah (6.10) a Eulerova formule e®® = cos bx + isin bxr dévaji tato partikularni feseni ve
tvaru komplexnich funkci redlné proménné x:

eM® = elatib)e — gaveibT — 00T (cog by + i sin br),

eM2? = elamib)e — gare=ibr — 6% (cog by — sin br).

Nyni pomoci téchto dvou komplexnich feSeni uréime dvé pozadovana redlné feseni. V této souvislosti pii-
pomenme, ze souctem, prip. rozdilem dvou feSeni homogenni LODRn je opét feSeni téze rovnice, a rovnéz
vynésobenim konstantou (a to i komplexni) dostdvame opét feseni dané rovnice. JestliZe tedy vySe odvozena
komplexni feSeni nejprve seCteme a vydélime 2, a poté odecteme a vydélime 2i, obdrzime dvé realna feseni

y1(z) = e cosbux,
ya(x) =e*sinbx.
Pro wronskian v tomto piipadé plati
e cos bx e sin bx

W(zx) =

ae®® cosbr — be®® sinbx  ae® sin bx + be®* cos bx

kde x je libovolné (pfipomindme, Ze v tomto pfipadé je b # 0). Obecné FeSeni rovnice (6.12) je tedy v tomto
pfipadé tvaru
y(x) = e**(C cos bx + Cy sin bx).

Pripad obecného n. Zobecnénim piipadu n = 2 pak dostdvame tuto vétu:
a) Ke kazdému k-ndsobnému redlnému kotfenu A charakteristické rovnice (6.11) piislusi pravé k linedrné
nezavislych partikularnich feSeni rovnice (6.9) tvaru

Az Az

k—1_\x
Yyp =€, Yg=x€" ", ..., Yp =2 e .
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b) Ke kazdému k-ndsobnému komplexnimu kofenu A = a + ib (a zaroveii k jeho komplexné sdruzenému
kofenu A = a — ib) piislusi pravé 2k linedrné nezéavislych partikularnich feSen{ rovnice (6.9) tvaru

y1 = e cosbx, ys = xe® cosbx, ..., y = x" e cos bz,
Yk+1 = € sinbx, ypiro = ve®sinbzx, ..., yor = 21 gin by

Priklad 6.9. Reste diferenciilni rovnici

y' 4+ 2y —3y=0. (6.13)
Reseni. Charakteristickd rovnice je tvaru A2 + 2\ — 3 = 0 a mé dva riizné realné kofeny \; = —3, Ay = 1.
Odtud tedy dostavame, ze funkce
yi(z) =e7, ya(x) =

jsou linedrné nezavisla feseni (6.13). Obecné feSeni pak ma tvar

y=Cre 3 £ Cye®, Oy, CyER.

Piiklad 6.10. Reste pocatecni problém

y' —4y' +4y=0, y(0)=1, %(0)=0.

Reseni. Charakteristickd rovnice A2 — 4\ +4 = 0 m4 dvojndsobny kofen A o = 2. Proto je obecné feseni dané
rovnice tvaru
y20162$+02x62$7 Cy, Cy € R.

K tomu, abychom mohli dosadit druhou z poc¢ate¢nich podminek, je tfeba derivovat obecné feseni; tedy
y = 2C) e** + Co(1 4 2x) e*”.
Dosazenim pocatecnich podminek pak mame
1=y(0)=0Cy, 0=1(0)=2C; + Oy, tj. C1 =1, Cy=—2.
Prislusné partikularni feSeni je pak tvaru
y = (1-2z)e*, zeR.
¢) Urceme feSeni po¢atecniho problému
y W -y =0, y(0)=14(0)=0y"(0)=1y"(0) =0.

Resent: Charakteristickd rovnice A* — 1 = 0 m4 koieny A2 = £1, A3 4 = £i. Odtud dostavame obecné
feSeni dané rovnice ve tvaru

y:Clez+Cge*m+03cosx+04sinx, Cy, Cy, C3, Cy € R.
Dosazenim pocateénich podminek do obecného Teseni a jeho derivaci
y = Cre®—Cye % —C3sinx + Cycosz,
y'= C1e*+Cie® —C3cosx — Cysinz,
"
y =

Cie* —Coe ™™ 4+ (Cgsine — Cycosx

dostdvame C1 = Cy =1 / 2, C3 = C4 = 0. Resenim daného pocate¢niho problému je proto funkce

1
y= §(e$ +e ) =coshz, ze€R.
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Homogenni LODRn s nekonstantnimi koeficienty. Ackoliv struktura feSeni je v tomto pfipadé
stejnd jako pro homogenni LODRn s konstantnimi koeficienty (tvrzeni oddilu A jsou platnd pro obecnou
homogenni LODRn), ve vétsiné pfipadt neumime nalézt pozadovanych n linedrné nezévislych feseni. Jako
priklad uvedme formalné jednoduchou LODR2

y/l _ Iy — 0
(tzv. Airyho rovnici), jejiz dvé linedrné nezavisla feseni neumime najit v exaktnim tvaru.

Obecné lze rici, ze homogenni LODRn s nekonstantnimi koeficienty umime vyfesit vét§inou pouze tehdy,
1ze-1i vhodnou substituci prevést na odpovidajici rovnici s konstantnimi koeficienty.

C. OBECNA NEHOMOGENNT LODRN

Jde o rovnici
Ap(2)y™ + A1 (2)y™ ™) + -+ Ay (2)y + Ao(z)y = fl2), (6.14)

kde A, (z), An—1(x),..., Ai(x), Ao(z), f(x) jsou spojité funkce proménné x na intervalu I a funkce f(x)
je na I nenulova.
V tomto oddile uvedeme dvé tvrzeni, kterd ndm mohou usnadnit postup pfi hledani feseni rovnice (6.14).

Véta 6.11. (Struktura obecného FeSeni) Obecné feSeni rovnice (6.14) lze psat ve tvaru

Yy = yh+ypa (615)

kde yp, je obecné feseni homogenni LODRn piislusné k rovnici (6.14), tj. obecné feSeni rovnice
An(@)y™ + Ap 1 (2)y™ D + -+ Ar(2)y + Ao(a)y =0,

a yp je libovolné partikularni feSeni rovnice (6.14).

Platnost tvrzeni se ovéfi dosazenim (6.15) do levé strany rovnice (6.14).

Poznamka 6.12. K uréeni obecného feSeni nehomogenni rovnice (6.14) tedy podle pfedchazejici véty staci
znat obecné feSeni piislusné homogenni rovnice a jedno (libovolné) feSeni ptivodni nehomogenni rovnice.
Odtud je také mozné usoudit, zZe k nalezeni obecného feseni nehomogenni LODRn musime byt schopni fesit
prislusnou homogenni LODRn.

Véta 6.13. (Princip superpozice) Necht v nehomogenni rovnici (6.14) 1ze funkei f(z) rozlozit na soucet
tvaru

f(@) = fi(@) + f2(z) + - + fr(2) (6.16)
a necht y, () je partikularni feseni rovnice
An(@)y™ + -+ Ai(@)y + Ao(@)y = fi(®) (G=1,...,7), (6.17)

jejiz leva strana je totoznd s levou stranou rovnice (6.14). Potom

Yp(T) = Yp, (T) + Ypo (T) + -+ + Y, (2)

je partikularni feseni ptivodni rovnice (6.14).

Staci ukazat, ze funkce y,(x) = yp, (x) + - -+ + yp, (z) vyhovuje rovnici (6.14). Z piedpokladu, Ze y,, je
feSenim rovnice (6.17), plyne

A (@)yS) + -+ Au(@)yy, + Ao(@)yp, = f;(@). (6.18)
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Sec¢tenim rovnic (6.18) od j =1 do j = r dostaneme

An<x>(gyﬁ)(n) +---+A1<x>(gyﬁ)/ +Ao<x>§ypj - ).

coz jsme chtéli ukazat.

Poznamka 6.14. Poctarsky prinos principu superpozice je ziejmy. Pfi hledani partikularnich reseni ne-
homogenni LODRn s pravou stranou (6.16) mtizeme fesit (jednodussi) rovnice, jejichz pravé strany tvord
postupné jednotlivi s¢itanci ze vztahu (6.16). Takto ziskana feSeni pak seGteme, a tim obdrzime hledané
partikularni feseni.

D. METODA VARIACE KONSTANT

Princip metody je tentyz jako v pfipadé LODRI1. Popiseme ho v pfipadé nehomogenni LODR2; budeme tedy
uvazovat rovnici

Az (2)y" + Ar(2)y" + Ao(2)y = f(), (6.19)

kde Ag(x), A1(x), As(x), f(x) jsou dané funkce proménné x, které jsou spojité na néjakém intervalu I. Pied-
pokladejme, Ze jsme nalezli obecné feSeni prislusné homogenni rovnice

As(z)y" + Ar(z)y + Ao(z)y =0

a piSme toto FeSeni ve tvaru yp,(z) = C1y1(x) + Coya(x) . Podobné jako v ptipadé LODRI1 hledejme obecné
FeSeni rovnice (6.19) ve tvaru

y(x) = Cr(z)y1(z) + Ca()y2(), Ci(z), Co(x) =7 (6.20)

Dosazenim (6.20) do (6.19) dostaneme jednu podminku pro 2 nezndmé funkce Cy(z), Ca(x). Musime tedy
stanovit jesté jednu dalsi nezdvislou podminku pro tyto funkce. Tu uréime v pribéhu vypocétd vy’ a y”
potiebnych pro dosazeni (6.20) do (6.19). Derivaci (6.20) dostavame

y' () = CL(2)y1(2) + Ca(x)y2(2) + Cr(2)yy (z) + Ca(a)ys ().

Jako hledanou podminku stanovme
Ci(z)y1(z) + Cy@)yz(z) = 0. (6.21)
Tim se predchozi vztah se redukuje na vztah
y'(z) = Ci(@)yi(z) + C2(2)ys(2) -

Opakovanou derivaci odtud dostavame

y" () = Ci(@)yi (x) + Co(2)ya(x) + Cr(2)yy (x) + Ca(x)ys (2).
Dosazenim 3y’ a 3" do (6.19) méme

Ag(2)[C1()y () + Co(2)ya(2) + Cr(2)yy (x) + Ca(x)yy (x)]+
Ay (@)[Cr(z)ys (2) + Ca(2)ya(2)] + Ao(2)[Cr(2)y1(z) + Co(2)y2(2)] = f(2).

Protoze funkce y; (), y2(x) jsou feSenim piislusné homogenni rovnice, soudéet vSech ¢lent rovnice obsahujicich
C1(z) nebo Ca(x) je roven nule. Odtud

Ci(@)y(z) + Co(w)ya(x) = : (6.22)

Vztahy (6.21), (6.22) tedy tvoii soustavu dvou rovnic pro dvé nezndmé C}(z), C4(x). Determinant této
soustavy je wronskidn W (x), ktery je vzhledem k linedrni nezévislosti funkei y; (), y2(x) rlizny od nuly pro
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v8echna = € I. Soustava (6.21), (6.22) je tedy jednoznac¢né Fesitelna na celém intervalu I, a lze ji vyfesit napf.
pomoci Gaussovy elimina¢ni metody nebo Cramerova pravidla. Integraci C1(z), C4(x) pak obdrzime vyjddieni
pro C1(z), Cz2(x) (s obecnymi integra¢nimi konstantami Cy, Cs), jejichz dosazenim do (6.20) obdrzime obecné
feSeni (6.19).

Zobecnéni tohoto postupu pro nehomogenni LODRn je snadné. Vztahy (6.21), (6.22) jsou pak rozsifeny

na soustavu n rovnic pro neznamé Cf(x),...,C! (z) tvaru
Ci(x)yr(x) +--- + Ch(x)yn(r) = 0
Cr(e)yi(x) + -+ Ch(@)yp(z) = 0
Ci(e)y" 2 (@) + -+ Clapy' (@) = 0
Ci@)y" V(@) + -+ )yt V(@) = L

Priklad 6.15. Naleznéme obecné reseni diferencialni rovnice

X

y' =2y +y= e; . (6.23)

Reseni. 1. Charakteristickd rovnice piislusné homogenni LODR2 je tvaru
A —2041=0
a mé dvojnasobny redlny kofen A; » = 1. Odtud
yp = C1e* + Coze” .
II. Obecné feseni rovnice (6.23) tedy budeme hledat podle (6.20) ve tvaru
y = C1(x)e” + Cy(x)ze”, Cy(z), Ca(x) =7 (6.24)

Abychom tyto nezndmé funkce Cy(z), C2(x) uréili, musime nejprve vytesit soustavu (6.21), (6.22) pro Cf(x),
Cl(x) ve tvaru

Ci(x)e” + Ch(x)ze® =0,

Ci(x)e” + Co(z)(1 + x)e* = % .

K vyfeseni této soustavy staci zkratit dané rovnice ¢lenem e® a odecist prvni rovnici od druhé. Odtud

’ ’ 1
Cil@)=-1,  Gylz)=—.

Integraci téchto vztahii dostavame
1
Cl(x):/—ldm:—x—i—Cl, Cz(m):/;d$:1n|$‘+02.

Dosazenim do (6.24) tedy dostavdme obecné Feseni ve tvaru
y=(—z+ C1)e" + (In|z] + Ca)ze” = C1e* + Coxe” + ze” In |z], Cy, Cy €R,

kde misto Cy — 1 pisSeme opét Cs.

Poznadmka 6.16. Kdybychom pfi integraci funkei Cf(z), C4(x) nepsali integracni konstanty, pak po
dosazeni do tvaru (6.24) dostavame partikularni feSeni y, rovnice (6.23). Hledané obecné feSeni y pak
uré¢ime pomoci vztahu y = y;, + vy, (a obdrzime pochopitelné tentyz vysledek).
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E. METODA NEURCITYCH KOEFICIENTU

Touto metodou se hledd partikuldrni feSeni y,(z) nehomogenni LODRn s konstantnimi koeficienty
any™ + ap_ 1y 4+ ary + aoy = f(2), (6.25)

kde ay, ..., ap jsou konstanty a f(z) je nenulova spojita funkce nékterého z dale uvedenych typu. Iustrujme
hlavni mys$lenku na piipadé, kdy pravou stranou rovnice (6.25) je postupné polynom, exponencidlni funkce,
prip. sinus nebo kosinus. Pro tyto pfipady lze tvar pro y, navrhnout predbézné takto:

f(x) =Pupx) = yp=Apz™+ -+ A1z + A, A; =7
flo) =Ke® = y,=Aew,  A=?
f(z) = Kjcosbx + Kosinbz =y, = Acosbx + Bsinbz, A,B=?

Pozor! Takto ziskany tvar pro y, je tfeba jesté modifikovat v pfipadé, kdy néjaky ¢len v navrzeném tvaru
pro y, je obsazen také jako ¢len v y,. V takovém piipadé je nutné cely predpoklddany tvar feseni g, nasobit
opakované faktorem z, dokud y, nemé Zadny spolecny ¢len s yp,.

Pravé popsany postup bude aplikovan v nasledujicim ptikladu.

Priklad 6.17. ReSme rovnici
y' =2y +y=22+1+¢". (6.26)

Reseni. Pfedev§im poznamenejme, e podle predchézejiciho piikladu obecné FeSeni piislusné homogenni
LODR2
y'—2y+y=0

je tvaru
yp = Cre* + Coxe” .

Podle principu superpozice nyni rozlozime pravou stranu rovnice (6.26) na soucet dvou funkci
file)=a2"+1, fo(z)=¢
Nejprve hledejme partikuldrni feSeni dané rovnice s pravou stranou fi(x), tj. rovnice
y' =2 +y=2"+1. (6.27)

Pravéa strana je polynom druhého stupné, a proto podle vyse popsaného postupu hledejme predbézné feseni
Yp, Ve tvaru polynomu 2. stupné, tj. y,, = Az?+ Bx+C, kde A, B, C jsou neznamé konstanty. Protoze zadny
¢len yp,, neni shodny s zddnym ¢Elenem obsazenym v yp, lze tento tvar povazovat za definitivni. Vypoctem
derivaci y, = 2Ax + B, y, = 2A a néaslednym dosazenim do (6.27) dostavame vztah

24 —4Ax — 2B+ Az® + Bx + C = 22 + 1.

Porovnanim koeficientfi u mocnin 2, 2! a x° obdrzime vztahy A =1, —4A + B = 0,24 - 2B+ C = 1.
VyfeSenim této soustavy mame A =1, B =4, C = 7. Tedy

Yp, =22+ 42+ 7.

Zbyvéa urcit partikuldrni feSeni rovnice
y' =2y +y=¢e". (6.28)

Protoze fa(x) = €”, budeme feSeni y,, pfedpokladat nejprve ve tvaru y,, = Ae”. Tento €len je vSak obsaZen
v yp jako C1e® (oznaleni konstanty zde neni podstatné). Vyndsobime proto tento tvar faktorem z, ¢imz
dostavame Azxe®. I tento vyraz je vSak zahrnut v y, (jako Coze®). Opakované nasobeni x dava

Ypo = Ax?e”, A=?
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Teprve toto vyjadieni y,, lze povazovat za koneéné (tento ¢len jiz neni soucésti vy ). Odtud derivaci dostavame
Yy, = 2Axe” + Az’e”, yp, = 24" + 4Aze” + Az’e” .

Dosazenim y,,, y,,, ¥, do rovnice (6.28) dostaneme po zkraceni funkei e” a po jednoduchych tpravach
A=1/2. Tedy
2
ypz = §$ exv

a odtud dohromady

1
yzyh+yp1+yp2:(Cl+02x+§x2)ex+x2+4x+7, Cy, Cy € R.

Poznamka 6.18. Uspésnost metody neurcitych koeficientti je dana tim, Ze na pravé strané dané rovnice
vystupuji funkce, které jsou pfi postupném derivovani stéle téhoz typu (tedy polynom zistava polynomem,
exponenciala exponencidlou s tymz exponentem a linearni kombinace sint a kosintt opét kombinaci sint a
kosinii s tymz argumentem). Tuto vlastnost maji také funkce dané obecnéji vztahem

f(z) = e** [Py, (z) cosbx + P (x)sinbz] (b #0),
kde a, b jsou dana realnd ¢isla a P, (z), P (z) polynomy tvaru
Po(x)=cot+caz+- - +cpz™, Pr(z)=cy+ciz+ - +cz™,
kde co, c1, ..., cm a ¢, ¢, .., ¢, jsou dana cisla. Pozaduje se, aby alespon jeden z koeficientd ¢, a ¢}, u

mocniny " byl rtzny od nuly. (Z tohoto pozadavku plyne, Ze jeden z polynomu P,,(z), P (x) mize byt
identicky roven nule.)

V tomto piipadé naznacime formélné jiny postup pii sestaveni tvaru y,, nez byl popsan a aplikovin
pfi feSeni predchézejiciho prikladu; je snadné si pfitom rozmyslet, ze oba pristupy vedou k témuz zavéru.
Hledejme tedy y,(z) ve tvaru

yp(z) = 2" [Q,, () cos ba + Ry, () sinba]

kde
Qm(x)=Ag+ A1z + -+ Apz™,

R,.(x) = By + Bix + - - + Bpz™

jsou polynomy, jejichz koeficienty Ay, ..., A a By, ..., By, je tfeba urcit a kde k je ndsobnost kofene A\ = a=£ib
charakteristické rovnice ptislusné homogenni rovnice

any'™ + an_1y" Y -+ ary’ + agy = 0.

Neni-li ¢islo a + ib kofenem této charakteristické rovnice, potom klademe k& = 0 (protoZe nasobnost kofene
A = a xib je v tomto pfipadé nulovd). Neznamé koeficienty A;, B; pritom uréime dosazenim tvaru y, do
feSené LODRmn.

Vztah metody variace konstant a metody neuréitych koeficientii. Teoreticky je problém nalézt
obecné feseni jakékoliv nehomogenni LODRn (6.14) vyfeSen metodou variace konstant, protoZe jsme touto
metodou redukovali FeSeni rovnice (6.14) na n integraci. Metoda vSak pfedpoklad4 znalost feseni y;, piislusné
homogenni rovnice, coz umime pouze v piipadé rovnice (6.14) s konstantnimi koeficienty. Navic vypocitat
ziskané integraly je vétsinou problém z pocetniho hlediska, a proto méa metoda variace konstant spise te-
oreticky vyznam. Dovoluje-li tvar dané LODRn pouzit metodu neurcitych koeficientti, byva tento postup
obvykle mnohem snadnéjsi. Ilustrujme toto srovnani na rovnici

y”72y'+y:x2+l

feSené v predchézejicim piikladu. Metodou neurcitych koeficientti jsme zde hledali feSeni v, dané rovnice ve
tvaru

yp:Agc2—|—Bx—|—C’7 A.B, C="
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Zvolime-li k nalezeni obecného Feseni y (resp. partikularniho feSeni y,) této rovnice metodu variace konstant,
pak pomoci tvaru pro y; predpokladame

y = C1(x)e” + Cy(z)xe”, Ci(x), Ca(x) =7

Srovnani téchto vztahi zietelné dokumentuje skutecnost, ze tvar navrzeny metodou variace konstant vychazi
pouze z tvaru yp ptisluné homogenni LODR2 a viibec nerespektuje tvar pravé strany f(x). V disledku toho
je navrzeny tvar mnohdy zbytecné slozity, coz ma za nasledek pocetni obtize pfi FeSeni linearni soustavy pro
C!(x) a nasledné integraci.

Poznamka 6.19. (obecna ODRn) ODRn v normalnim tvaru nazyvame rovnici

y™ = f(z,y,9,...y" ).

Ctenéii jists neuniklo, Ze jsme se v piedchozich kapitolach (vénovanym rovnicim vyssich ¥adi) takto obecnou
rovnici viibec nezabyvali a vénovali se vyhradné rovnicim linedarnim. O jinych typech rovnic n-tého rfadu
toho totiz vime velmi malo, a proto se obecnd ODRn fesi predevsim numericky.

SHRNUTI POZNATKU

Homogenni LODRn maji fadu specidlnich vlastnosti, které umoznuji jednoduse popsat strukturu reseni,
prip. i popsat algoritmus nalezeni exaktniho feseni.

Mnozina vSech FeSeni dané homogenni LODRn tvoii linedrni prostor (jakdkoliv linedrni kombinace FeSeni
je opét FeSeni téze rovnice). Umime-li nalézt tolik linedrné nezavislych feseni, kolik ¢ini f4d dané rovnice, pak
tyto funkce tvori tzv. fundamentalni systém feSeni a vSechna feSeni obdrzime jako linedrni kombinaci funkci
z fundamentalniho systému. Pozadovana linedrné nezavisla feSeni umime urcit ve specidlnim piipadé, kdy
koeficienty dané rovnice jsou konstanty.

Obecné feseni nehomogenni LODRn lze vyjadrit ve tvaru souctu obecného feSeni prislusné homogenni
LODRn a partikularniho feseni ptivodni nehomogenni LODRn. K tspésnému vyfeseni nehomogenni LODRn
bychom tedy méli byt schopni feSit prislusnou homogenni rovnici, coz umime pouze v pripadé rovnic s
konstantnimi koeficienty.

K urceni partikularniho feseni dané nehomogenni rovnice mame k dispozici univerzalni metodu variace
konstant, a dale metodu neurcitych koeficientt, ktera lze sice pouzit pouze pro rovnice se specialni pravou
stranou, je vSak pocetné vyrazné snadnéjsi (zejména se pfi jejim uziti vyhneme integraci).
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