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7. Soustavy ODRI1

A. ZAKLADNI POZNATKY O SOUSTAVACH ODR1

V inzenyrské praxi se se soustavami diferencidlnich rovnic setkdvame predevsim v tlohach souvisejicich s
mechanikou. Pfikladem muzZe byt tloha popsat drahu hmotného bodu pohybujiciho se v prostoru vlivem
ptisobeni dané sily, pricemz je zndma pocatecni poloha a pocatec¢ni rychlost tohoto bodu.

V nasledujici definici nejprve zavedeme potiebné zakladni pojmy, které jsou pfimym zobecnénim analo-
gickych pojmi pro ODR1 a ODRn.

Definice 7.1. (Soustava ODR1 a souvisejici pojmy) a) Soustavu n diferencidlnich rovnic prvniho

fadu tvaru
yll = fl(xvyla“'ayn)
yé :f2(x7yla"'ayn) (71)

y;L = fn(xvyla s ay’ﬂ)
kde funkce f (k = 1,...,n) jsou definovany na (n + 1)-rozmérné oblasti O C R"! nazyvidme normdlni
soustavou diferencidlnich rovnic pruniho rddu.

b) Resenim normélni soustavy (7.1) nazgvame kazdou skupinu n funkei tvaru

yl(x)a yQ(x)a BERE) gn(x)a (72)

které jsou spojité derivovatelné v néjakém intervalu I a pro vSechny body x € I vyhovuji dané soustaveé
(7.1).

c) Ulohu uréit feseni soustavy (7.1), které vyhovuje n pocdtecnim podminkdm
y1(wo) = b1, y2(@0) = b2, ..., yn(@0) = by, (7.3)

kde (zg,b1,...,b,) € Q je libovolny, ale pevné dany bod, nazyvame pocdtecnim problémem.

d) Obecngm Tesenim soustavy (7.1) budeme rozumét skupinu n funkei zavisejicich na n obecnych pa-
rametrech C1,...,C, takovych, Ze vhodnou (pfipustnou) volbou téchto konstant obdrzime feSeni kazdého
pocéteéniho problému (7.1), (7.3).

e) Partikuldrnim teSenim soustavy (7.1) nazveme takové feSeni, které obdrzime z obecného feseni pevnou
volbou konstant C1,...,C),.

Prevedeni ODRn na soustavu n ODR1. V dal$im textu se budeme zabyvat vyhradné soustavami
diferencidlnich rovnic prvniho fddu tvaru (7.1), nebot vSechny soustavy ODR (i vys8ich fadi), které se ve
fyzikalni a technické praxi vyskytuji, se daji na tvar (7.1) prevést.

Priklad 7.2. Celd mechanika hmotného bodu a tuhého télesa (véetné piibuznych obort) je vybudovana
na druhém Newtonové zakoné, ktery ma obecné tvar soustavy tfi nelinedrnich ODR, druhého fadu:

x(t) = f(tv x(t)a y(t)v Z(t)a jj(t)a y(t)a Z(t))
y(t) = g(ta .’E(t), y(t)a Z(t)v L'E(t)v y(t>7 Z(t)> ’ (74)
Z(t) = h(t,z(t), y(t), 2(t), 2(2), y(t), £(t))

kde teckou znacime derivaci podle ¢asu ¢ a kde f, g, h jsou dané funkce. Poéateéni podminky (charakterizujici
pocateéni polohu a poc¢atecéni rychlost) jsou tvaru

z(to) = Zo, y(to) = o, 2(t0) = 20, (7.5)

#(to) = uo, Y(to) = vo, £(to) = wo, (7.6)

kde to, xo, Yo, 20, U0, Vo, Wo jsou dana cisla.
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Problém (7.4) — (7.6) pfevedeme na problém (7.1), (7.3) takto: Polozime

u(t) == z(t), v(t) :=y(t), w(t):= 2(¢). (7.7
Potom rovnice (7.4) lze psat ve tvaru
u(t) = X (&, (t),y(t), z(2), u(t), v(t), w(t))

0(t) = Y (t,2(t), y (1), 2(t), u(t), v(t), w(t)) o (7.8)
w(t) = Z(t,x(t),y(t), 2(1), u(t), v(t), w(t))

K témto tfem rovnicim pfipojime vztahy (7.7), které napiSeme formalné trochu jinak:
i(t) = u(t)

y(t) =o(t) o. (7.9)
(1) = w(t)

Pocéte¢ni podminky (7.5), (7.6) lze nyni psat takto:
z(to) = @0, y(to) = yo, 2(to) = 2o } (7.10)
u(to) = uo, v(to) = vo, w(to) =wo | '

Rovnice (7.8), (7.9) tvofi soustavu ODRI1 pro Sest nezndmych funkei u, v, w, z, y, z. Je snadné si pfitom
rozmyslet, ze poc¢atecni problémy (7.4) — (7.6) a (7.8) — (7.10) jsou ekvivalentni.
Priklad Pocateéni problém

yW =2y +y =0,  y(0)=0,4'(0)=1,9"(0) =0, y"(0) = 1 (7.11)
pfevedeme na pocateéni problém pro soustavu ODRI.
Resend. Polozime
=y, y=y, y:=y", ya:=y"”
Pak 1ze problém (7.11) pfepsat na tvar

y’1 = Y2
y’2 = U3
7 ; 41(0) =0, y2(0) = 1, y3(0) = 0, y4(0) = —1.
Ys = UYa
Yy = —y1+2y3

Poznamka 7.3. Zobecnénim pravé uvedeného postupu se lze snadno presvédcit, ze kazdou diferencidlni
rovnici n-tého fddu v normélnim tvaru je mozné prevést na normalni soustavu n diferencidlnich rovnic fadu
prvniho.

Definice 7.4. (Soustava linearnich ODR1) Je to soustava rovnic tvaru

yi = an(2)ys + ara(z)y2 + - - + a1 ()yn + f1(2)
Yo = az1(2)y1 + aze(x)y2 + - - - + azn(2)yn + fa(x) (7.12)

Yn = n1(2)Y1 + an2(2)y2 + - - + nn(B)yn + fn(2)

kde vSechny koeficienty a;;(x) a funkce fi(z) jsou spojité na intervalu I.

a) Je-li fr(z) =0 pro vSechna z € I a k=1,...,n, mluvime o homogenni soustavé LODRI.

b) Je-li fr(x) # 0 pro néjaké z € I a k =1,...,n, mluvime o nehomogenni soustavé LODRI.

Pokud pijde o soustavu s konstantnimi koeficienty, budeme misto a;;(z) psat a;;. V pfipadé nekon-
stantnich koeficientt nebudeme argument = vynechavat.

Maticovy zapis soustavy LODR1. PoloZzme

allgxg alggxg e alnga:g
A(ac) _ &21: z a22\T a2n\T 7
an1(z) apa(x) -+ ann(x)
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resp. v pripadé konstantnich koeficientti

a1 aiz - Ain
a1 A22 -+ G2p
A - )
anl1 Ap2 -  Onp
a zavedme sloupcové vektory
Y1 Y fi(z)
/
Yo Ys fa(z)
y=1| . |, ¥y=| . |, f@= .
Yn Y, fn(z)

Potom miizeme soustavu (7.12) psat struéné ve tvaru
y' = A(x)y +£(z)
a odpovidajici soustavu s konstantnimi koeficienty ve tvaru
y =Ay +f(z).

Pro tsporu mista budeme psat sloupcové vektory ve tvaru transponovanych fadkovych vektort, napt.

Y= (Y192 yn)"

Zavedeme-li konstantni vektor
b = (b, ba, .. .,bn)T,

kde b; jsou pravé strany vztaht (7.3), potom miZzeme psat poc¢ateéni podminku (7.3) ve vektorovém tvaru

y(zo) =b.

Eliminaéni metoda feSeni soustav LODRI1. Princip elimina¢ni metody spo¢iva v pfevodu soustavy
n linearnich diferencidlnich rovnic prvniho fadu na jednu linearni diferencidlni rovnici fadu n-tého. Jde tedy
o postup opacny k postupu uvedenému v predchéazejicich prikladech. MySlenka tohoto prevedeni spociva v
tom, ze pomoci vhodnych algebraickych tprav a pomoci derivovani vybranych rovnic soustavy postupné
vylou¢ime n — 1 nezndmych funkci i s jejich derivacemi.

Pouziti elimina¢ni metody je efektivni pouze za predpokladu, Ze ziskanou LODRn umime vyfesit; musi
se tedy jednat o LODRn s konstantnimi koeficienty. Proto se elimina¢ni metoda uziva pfedevsim pro feSeni
soustav LODR1 s konstantnimi koeficienty.

Princip metody predvedeme na prikladu.

Priklad 7.5. Naleznéme obecné feSeni soustavy

Y1 = —2y1 +2y2 +z, (7.13)
Ya = 3y1 — 2. (7.14)

Regend. Piistoupime k eliminaci napi. funkce yo a jeji derivace. Z rovnice neobsahujici y4 (tedy z rovnice
(7.13)) dostévame
2y =Yy +2y1 — T (7.15)

Odtud derivovanim
2uh =y +2y; — 1. (7.16)

Vztahy (7.15), (7.16) nyni dosadime do rovnice (7.14), kterou nasobime dvéma:
(v +2y1 — 1) —6yr + (y1 + 251 —2) =0,

éili
Yy + 3y — 4y =+ 1. (7.17)
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Obdrzeli jsme tedy nehomogenni LODR2 s neznamou funkei y;. Charakteristické rovnice A2 +3\ —4 =0
ma kofeny \; = 1, Ay = —4, a proto je obecné feseni pfislusné homogenni rovnice tvaru

Y1, = Cie* + C’2e_4‘r .

Partikuldrni feSeni (7.17) lze pak metodou neurcitych koeficientti snadno nalézt ve tvaru

1
Y1, = ——=(4x +7).

16
Obecné Teseni rovnice (7.17) je tedy tvaru
1
Y1 = Ce” + Cze_4I — E(‘L’E + 7), Cl, CreR. (718)

Dosazenim (7.18) do rovnice neobsahujici ¥4 (tj. do rovnice (7.13)) dostdvame

1 z 3 4y 9 9
y2:§y/1+y1*515016w7026 4 7Zl‘71f6, Cl,CQGR. (719)

Vztahy (7.18), (7.19) nyni tvor{ obecné feseni soustavy (7.13), (7.14).

Poznamka 7.6. Uvedena metoda vede snadno k cili v ptipadé soustavy dvou LODRI. V pfipadé tii
a vice rovnic je jeji pouziti obtizné a vyzaduje znacnou matematickou obratnost. Proto se dale seznamime
i s jinymi metodami FeSeni.

B. OBECNA HOMOGENNI soustava LODR1

Je to soustava
y =A(x)y. (7.20)

V predchéazejicim oddile jsme ukazali, ze kazdou diferencialni rovnici n-tého fadu je mozné prevést na soustavu
n diferencidlnich rovnic fadu prvniho, a v linedrnim pfipadé také naopak. Je proto pfirozené ocekavat, ze
struktura feseni homogenni soustavy LODRI1 pro n neznamych funkci bude velmi podobnéa struktufe feSeni
homogenni LODRn.

Nasledujici tvrzeni jsou vektorovymi analogiemi odpovidajicich vét o struktufe mnoziny feseni homogenni
LODRn.

Véta 7.7. (Linearita prostoru feSeni) Jsou-li vektory yi, y2, ..., Y FeSeni soustavy (7.20) na intervalu
I, potom také jejich linearni kombinace

y =Ciy1+ Cay2 + - + Ciys (7.21)

je feSenim této soustavy na intervalu I.

Tvrzeni snadno ovéfime piimym dosazenim (7.21) do (7.20). Ziejmé je

(Cry1 + Cayz + -+ + Cryr) = C1yy + Coyy + - + Cry}, =
A(z)Cry1 + A(z)Cayz + -+ - + A(2)Cryr = A(7)(Cry1 + Coya + - - + Cryy) -

Definice 7.8. (Fundamentalni systém) Jsou-li vektory yi,...,y, linedrné nezavislé na intervalu I a
jsou-li feSenimi soustavy (7.20), potom fikdme, Ze tvoii fundamentdlni systém teseni soustavy (7.20) na
intervalu I.
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Definice 7.9. (Fundamentalni matice) Necht vektory yi,...,y, jsou feSeni soustavy (7.20). Z linedrni
algebry je zndmo, Ze tyto vektory jsou linearné nezavislé na intervalu I pravé tehdy, kdyz matice

Yii Y2 0 Yin
Y= Y@ =l vl = | T (7.22)
y'r.zl Yn2 - Ynn
jejiz sloupce tvofi vektory yi,...,y¥n, md na I nenulovy determinant. Matici (7.22), kterd ma v teorii

soustav linedrnich ODR1 velky vyznam, nazyvame fundamentdlni matici soustavy (7.20).

Nasledujici tvrzeni je hlavnim vysledkem tohoto oddilu. Konstatuje se zde, Ze (podobné jako v pfipadé
homogenni LODRn) znalost fundamentalniho systému feSeni soustavy (7.20) postacuje k uréeni obecného
feSeni dané soustavy.

Véta 7.10. (Struktura obecného FeSeni) Tvofi-li vektory yi,y2,...,y, fundamentalni systém feSeni
homogenni soustavy (7.20) na intervalu I, potom kazdé feSeni y této soustavy lze jednoznacéné psat ve tvaru

y =Ciy1+ Coya + - + Cpyn, (7.23)
kde C1,Cs,...,C, jsou vhodné konstanty. Polozime-li
C = (Ola 027 EEEE} CYL)T7

potom lze psat (7.23) struéné ve tvaru
y=Yc=c"Y", (7.24)

kde Y je fundamentédlni matice (7.22).

Odvozeni vztahu (7.23), resp. (7.24) je analogické jako v pfipadé homogenni LODRn.

Poznamka 7.11. Vztah (7.23) je tedy vyjadfenim obecného feSeni homogenni soustavy (7.20).

C. HoMOGENNT soUsTAVA LODR1 S KONSTANTNIMI KOEFICIENTY

Je to soustava tvaru
y =Ay, (7.25)

kde A je konstantni matice. Podle pfedchézejici véty je k urdeni obecného feseni soustavy (7.25) tfeba nalézt
n linedrné nezdvislych feseni této soustavy. V této kapitole uvedeme tzv. Eulerovu metodu (nazyvanou také
metodou vlastnich ¢isel) vedouci k nalezeni téchto n FeSeni.

Konstrukce fundamentalniho systému - Eulerova metoda. Na zékladé analogie s homogenni
LODRn hledejme partikularni feSeni soustavy (7.25) ve tvaru

y =e*h =e(hy,... hy)T, (7.26)

kde neznamé A € R a h = (hy,...,h,)T € R" je tfeba uréit. O &iselném vektoru h navic piedpokladame, Ze
je nenulovy (tj. alesponl jedna jeho slozka je rizna od nuly). Dosazenim (7.26) do (7.25) dostaneme

Ae*h = A(e’h) = e’ Ah.

Az

Po zkraceni nenulovym faktorem e** ziskdme rovnici

Ah=)h. (7.27)

UM FSI VUT v Brné 61



7. Soustavy ODR1 Studijni text

Ta ¢isla A, pro kterd m4 rovnice (7.27) nenulové feSeni h # o (tj. alespoii jedna slozka vektoru h je riizné od
nuly), nazyvame vlastni ¢isla (viastni hodnoty) matice A. Konstantni nenulové vektory h, které pro danou
vlastni hodnotu A vyhovuji rovnici (7.27), se nazyvaji vlastni vektory matice A pfislusné vlastni hodnoté .

Nejprve uvedeme, jak lze zjistit vSechny vlastni hodnoty ¢tvercové matice A: Uzitim vztahu h = E h, kde

E je jednotkova matice (tj. ¢tvercovad matice, kterd mé na hlavni diagonale jednic¢ky a mimo hlavni diagonédlu
nuly), dostaneme ze vztahu (7.27) vztah Ah = AEh ¢ili

(A—XE)h=o0, (7.28)
kde o = (0,...,0)” je nulovy vektor. Z algebry vime, Ze homogenni soustava (7.28) ma nenulové feseni
h = (hy,...,h,)T (ne jeding!), kdyZ a jen kdyz determinant této soustavy je roven nule:

det(A — AE) =0, (7.29)
¢ili
aj; — A ai2 T Ain
a21 ag2 — A - a2n
=0. (7.30)
an1 apn2 S Qpp — A

Rovnice (7.30) se nazyva charakteristickd rovnice soustavy (7.25). Je to algebraickd rovnice stupné n pro
neznamou A, kterd ma n komplexnich kofent véetné nasobnosti. Napt. pro n = 2 je to kvadratickd rovnice

tvaru

aip — A a12
\ = A — (a1 + a2\ + ar1a2e — ajaa2; = 0.
as1 azs —

Postup pfi FeSeni soustavy (7.25) je nyni zhruba tento:
1) Nalezneme vSechna vlastni éisla A matice A.
2) Ke kazdému vlastnimu ¢islu A nalezneme vlastni vektor h.

3) Pokud jsou vSechna vlastni ¢éisla realnd a navzajem rtizna, nalezli jsme pomoci (7.26) poZadovanych
n linedrné nezavislych partikuldrnich feSeni soustavy (7.25). Pokud jsou néktera vlastni ¢isla A nésobnymi
kofeny charakteristické rovnice nebo jejimi komplexnimi kofeny, musime uzit dodate¢né obraty.

Podrobnosti si nyni vysvétlime na prikladech, pfiCemz se omezime na pripad n = 2.

Uvazujeme tedy soustavu dvou diferencialnich rovnic pro dvé neznamé funkce yi, y2. Je tedy t¥eba nalézt
dveé linearné nezavisla feseni y1, y2 této soustavy; obecné feseni y pak bude linearni kombinaci téchto feseni.
Abychom se vyhnuli nedorozuménim mezi symboly y; a y;, budeme tato linearné nezavisla feSeni oznacovat
u, v.

Priklad 7.12. Resime soustavu
Y =yt 4y }
Yy =y1+Ye

Reseni. Charakteristicka rovnice

1-A 4

det(A—)\E):‘ 11—

‘:/\2—2A—3=0

ma redlné rizné kofeny A\; = 3, Ao = —1.
Pro Ay = 3 nabyva rovnice (A — AE)h = o tvaru

(7 5) ()= )-(0)

Vydélime-li prvni rovnici minus dvéma, dostaneme druhou rovnici. Mame tedy ve skutec¢nosti jednu rovnici
pro dvé nezndmé hq, ho, takze jednu z neznadmych mizeme volit. Polozime hy = 1; potom h; = 2. Prvni

partikularni feseni je tedy tvaru
2 3z 2e37
u = 1 e - esx .
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Pro Ay = —1 nabyva rovnice (A — AE)h = o tvaru

(1)) (i) -(2)

Ziskané rovnice jsou tedy opét linearné zavislé. Zvolime ho = 1, takze hy = —2; odtud

v:<12)ew:<j_6f )

Obecné Teseni y je pak linearni kombinaci vektoru u, v, tj.

. Y1 _ . 26'1833C —2C5%e™"
y = ( Ya ) =Ciu+ Cyv = ( 0163:64-0267&7 3 Cl,CQER.

Pozor: Skutecnost, Ze rovnice pro hledana hi, hs byly v obou piipadech zavislé, neni ndhodna. Plyne z po-
zadavku, aby Feseni h soustavy (7.28) bylo nenulové.

Priklad 7.13. Resime soustavu

yi =Ty +y2
y» = —2y1—5y2 [~
Reseni. Charakteristicka rovnice
det(A — \E) = A Lo loxraesr=o0
-2 —5—-A
ma komplexné sdruzené kofeny A; o = —6 % 4.

Nejprve uvazujme A\; = —6 + i. V tomto piipadé je rovnice (A — AE)h = o tvaru

( 71—; 1£i ) ( Z; ) B ( :2(;1++i)(}111—+i)i222 ) - ( 8 )

Nésobime-li prvni rovnici éislem (1 — i), dostaneme druhou rovnici. Mdme tedy opét k dispozici pouze jednu
rovnici. Polozime-li h; = 1, dostaneme z prvni rovnice ho = 1 + i. Vektoru h s témito slozkami, tj. vektoru
h = (1,1 + )T pifslusi partikularni feseni

_ o (—6+i)a 1 _ .6z o 1 _
w=e <1+i> e (cos:c+zsmx)<1+l.>

_ cosT . sin
=e 07 . +ie 6 . .
COST — sInx sinx + cosx

u (A%

Zkonstruovali jsme tedy komplexni feSeni w = u+¢v. K nalezeni potfebnych dvou redlnych feseni vyuzijeme
nasledujici poznatek, ktery opét snadno provérime dosazenim:

Md-li homogenni soustava (7.20) komplexni feseni'y = u + iv, kde u, v jsou rediné vektory, potom md
také komplexné sdruZené reseni’ y = u — v a zdroven redlnd Teseni u, v.

Podle tohoto tvrzeni ma nase soustava také realna reseni

_ Ccos T _ sinx
u=e 5 . , v=e % . ,
coST —sinT sInx + cosx

kterd jsou linearné nezavisla. Obecné feseni je pak tvaru y = Ciu + Cav, tedy

y1 = e %[Cy cosx + Cysin z]

yo = e 9[(Cy + Cy) cosw + (Cy — C1) sinx)] } ’ ¢, Gz € R.

Pi#iklad 7.14. Resime soustavu

v =3y -y } . (7.31)
Yo =Y1—Y2
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Reseni. Charakteristicka rovnice

3—-2A -1

- = - = 2 =

det(A — AE) ’ 1 _1_>\‘ A +4A+4=0

mé dvojnasobny redlny kofen A = —2. V tomto pfipadé mame pro urceni vlastniho vektoru h pfislusnému
vlastnimu ¢islu A = —2 k dispozici jedinou rovnici tvaru (A — AE)h = o, tj.

-1 -1 hi\ (0 < _ - _
( 1 1 >(h2)_<0>’ tedy napt. hy; =1, ho = —1.

Dostavame tedy jedno partikularni feseni
1
_ 2z
amen (1),

Protoze jsme vycerpali vSechny moznosti, které plynou z charakteristické rovnice, hledejme dalsi partikularni

feseni v ve tvaru @)
_ Pi(z _ ar + a
_ 2x 1 _ 2x 1
v=e <Q1<x))e < b + by >, (7.32)

kde P (z) = ax + a1, Q1(x) = bx + by jsou polynomy prvniho stupné (na rozdil od vyjadfeni pro u tedy
zvySujeme stupen konstantnich polynomt Ay, ks o jedna). Dosazenim (7.32) do (7.31) dostaneme po zkraceni
vyrazem e~ 2%:
—2ax —2a1 +a = —3ax —3ay — br — by,
—2br —2by +b =ax+ay —bx —b;.

Porovnanim koeficientti u stejnych mocnin z dostaneme

xl —2a=-3a—-b, —-2b=a-0,
20 : —2a1+a=—-3a; — by, —-2bj+b=a;—by.

Rovnice jsou zfejmé zavislé; zvolime
a=1 a1 =0,

takze dostaneme b = —1, by = —1. Odtud dosazenim do (7.32)

v=e 2 ( o ) : (7.33)

Obecné feseni je tvaru y = Ciu + Cyv, tedy

Yy = (01 + CQI)GiQI

yo = (—C1 —Cy — Cow)e™2® } ’ C1, Gz €R.

Poznamka 7.15. Vsimnéme si, Zze koeficienty a, b ve vztahu (7.32) bylo mozné zvolit stejné jako slozky
h1, hy vlastniho vektoru h. Tato okolnost neni ndhodna. Zobecnénim postupu popsaného v prechéazejicim
prikladu na piipad n = 2 lze ukazat, Ze je-li A dvojnésobné redlné vlastni ¢islo matice A takové, ze hodnost
matice A — \E je rovna jedné (v pfipadé n = 2 tedy fadky této matice jsou zavislé a alespoii jeden z nich je
nenulovy), pak lze partikuldrni feseni u predpoklddat v obvyklém tvaru u = e**h a feseni v pak ve tvaru
v = e’ (hz + h), kde vektor h vyhovuje podmince

(A—)E)h=h.

Poznamenejme jesté, ze uvedeny postup neplati v pripadé, ma-li matice A dvojnasobné realné vlastni ¢islo
A takové, ze hodnost matice A — AE je nulova. Tato situace nastane v pripadé, je-li dana soustava tvaru

yll = )‘yl )
Yy = Ay2.

Tento tvar vSak neni pro soustavy prilis typicky a lze ho velmi snadno FeSit postupnou integraci jednotlivych
rovnic.
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Postup v pripadé homogenni soustavy LODR1 s konstantnimi koeficienty pro neznamé funkce y1, ..., yn,
kde n > 3, je zobecnénim vyse uvedenych postupii.

D. OBECNA NEHOMOGENNTI sousTava LODRI1

Je to soustava tvaru
y = A(x)y + f(z), (7.34)

kde A(z) je maticovd funkce proménné z spojitd na intervalu I a funkce f(z) je na I spojitd a nenulova.
O struktufe obecného Feseni nehomogenni soustavy (7.34) plati nasledujici analogie véty o feSeni neho-
mogenni LODRn:

Véta 7.16. (Struktura obecného FeSeni) Obecné Feseni soustavy (7.34) lze psat ve tvaru

Y=Yn+Yp, (7.35)

kde y}, je obecné feSeni prislusné homogenni soustavy a y, je néjaké partikuldrni feSeni ptivodni nehomo-
genni soustavy (7.34).

Diikaz 1ze snadno provést pfimym dosazenim.

Poznamka 7.17. K urceni obecného feseni nehomogenni soustavy (7.34) tedy podle predchazejici véty
musime znét obecné feSeni piislusné homogenni soustavy a jedno (libovolné) feSeni ptivodni nehomogenni
soustavy. Odtud také vyplyvd, ze exaktné budeme schopni fesit pouze soustavy (7.34) s konstantnimi
koeficienty.

Véta 7.18. (Princip superpozice) Plati v nezménéné podobé jako v piipadé nehomogenni LODRn.
Lze-li tedy v nehomogenni soustavé (7.34) vektor f(x) rozlozit na soucet tvaru

f(z) = fi(z) + f2(2) +--- + ()
a dovedeme-li urcit partikularni feseni y,, (z) rovnice
y' =A(2)y +£;(x),

pak
Yp(2) = ¥p, (2) + ¥po (%) + -+ + ¥, (2)

je partikuldrni feSeni ptivodni rovnice (7.34).

K nalezeni obecného (resp. partikuldrniho FeSeni) nehomogenni soustavy (7.34) méme opét k dispozici
metodu variace konstant a metodu neurcitych koeficienta.

E. METODA VARIACE KONSTANT

Princip metody je tentyz jako v pripadé LODRI, resp. LODRn. Piedpokladejme, ze yi1,y2,...,¥n jsou
linedrné nezavisla partikularni feSeni pfidruzené homogenni soustavy. Déle nechf matice Y (x) je pfislusna
fundamentalni matice feseni pfidruzené homogenni soustavy. Pak obecné feseni této homogenni soustavy je
tvaru

yn(z) = Cry1(x) + Coya(z) + - - - + Cryn(x) = Y(z)c,

kde ¢ = (Cy,Ca,...,C,)T. Obecné feseni y(z) dané nehomogenni soustavy (7.34) hledejme ve tvaru

y(2) = Ci(2)y1(z) + Co(2)y2(2) + - - - + Cu(2)yn(z) = Y(x)c(z), (7.36)
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c(z) = (C1(x), Cz(z),...,Cn(x))T, piicemz slozky c(z) je tieba urcit.
Dosadme (7.36) do (7.34):

Y'(z) c(x) +Y(x) c(z) = A(z) - Y(x) - c(x) + £(z).

Odtud vyuzitim vztahu Y'(z) = A(z) - Y () dostavame

Y(z) c(z) =f(z). (7.37)
Soustava (7.37) je soustavou pro neznamé Cf(x),...,C/ (x). Matici soustavy (7.37) je fundamentélni
matice Y(z) (tedy matice s nenulovym determinantem pro kazdé x); neznamé Cj(z),...,C/ (x) jsou proto

danou soustavou urceny jednozna¢né. K vyfeseni soustavy (7.37) lze podobné jako u metody variace konstant
pro LODRn uzit napf. Gaussovy elimina¢ni metody nebo Cramerova pravidla. Integraci takto urcenych
vztahti pro C(x) dostaneme vyjadreni pro Cj(z), jejichz dosazenim do (7.36) dostdvame vztah pro obecné
feSeni y soustavy (7.34).

Poznamenejme jesté, Ze nepiSeme-li ve vyjadfeni pro C;(x) integra¢ni konstanty, pak dosazenim tohoto
vztahu do (7.36) obdrzime vyjadfeni pro partikuldrni FeSeni y, soustavy (7.34). Obecné FeSeni y pak urcime
snadno pomoci vztahu (7.35).

Priklad 7.19. Urceme obecné feSeni soustavy

4 2y1 + 4ys + cosx . _ [cosx
yh = —y1 —2ys +sinz [’ e i) = : (7.38)

Resend. 1. Podle vyse popsaného postupu fesime nejprve pfidruzenou homogenni soustavu. Charakteristicka
rovnice je tvaru A2 = 0 a ma kofeny \; 2 = 0.
Vlastni vektor h piisludny vlastnimu ¢éislu A 2 = 0 ziskdme jako feSeni soustavy

(B ) ) =06)

tj. napt. hy = 2, ho = —1. Partikularni feseni u je tedy tvaru

(2
_ 2$+}E1
V= 7$+h2 ’

(2 5)@E)-(4):

Volime-li nap¥. hy = 0, pak h; = 1, a tedy

_ 2 20+ 1
vy =0 (_1>+Cz( . ) .

II. Hledejme nyni obecné feSeni y soustavy (7.38) ve tvaru

Partikularni feSeni v hledame ve tvaru

kde slozky hi, he vyhovuji soustavé

y = Cy(z) <_21> + Co(a) <2"””_J; 1) . Oi(x), Oa(z) =2 (7.39)

K uréeni C(z), Ca(z) nejprve vyfesime soustavu (7.37) pro neznamé Cf(z), C4(z):
2 2x+1)\ (Ci(z)\ _ [cosx
-1 -z Ch(x))  \sinz /)~
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Pomoci elementarnich uprav dostavame feseni této soustavy ve tvaru
Ci(z) = —2zsinz — zcosx — sin, Cy(z) = 2sinz + cos .
Odtud integraci per partes
Cy(x) =2z cosz — (x + 2)sinz + C1, Cy(z) = —2cosx + sinz + Cy .

Dosazenim téchto vztahii do (7.39) a néslednou tpravou méame

(v _ 2 2r+1 —2cosx — 3sinzx
Y= <y2) =G (—1> +02( - >+< 2sinz ’

F. METODA NEURCITYCH KOEFICIENTU

Tuto metodu lze uzit pro hled4ni partikularniho feseni y,(x) v pfipadé, Ze slozky vektoru f(z) jsou funkce
popsané ve stejnojmenné metodé pro hledani partikularniho feseni nehomogenni LODRn. Jsou-li vSechny
slozky téhoz typu, je postup obdobny jako u LODRn. V opa¢ném piipadé f(z) rozdélime na soucet vice
vektoru se slozkami téhoz typu a uzijeme princip superpozice.

Priklad 7.20. Urceme obecné feseni soustavy

Yy =2y +4ys +cosz . __ (coszx
yh = —yi —2ys +sinz [’ 4. flz)= ’

Regend. Dand soustava je tataZ jako soustava (7.37) rozfeSend v piedchézejicim pifkladu pomoci metody
variace konstant. Nyni tutéz soustavu vyfeSime metodou neurcitych koeficientd, coz nam umozni porovnat
obé tyto metody z hlediska efektivity vypoctu.

Podle predchazejiciho prikladu plati pro feseni y;, prislusné homogenni soustavy vztah

_ 2 2¢ +1
yrn=C1 <_1>+02( . ) .

Nagim tkolem je uréit y,. Na zakladé tvaru f(x) hledejme y, ve tvaru

_ (Acosxz + Bsinz
Y» = \Ccosz+ Dsinz )

Protoze tento tvar nema s y; zadny spole¢ny ¢len, mizeme ho povazovat za definitivni. Dosazenim do dané
soustavy dostavame

—Asinx + Bcosx = 2Acosxz + 2Bsinz + 4C cosx + 4D sinx + cos x,
—Csinex+ Dcosz = —Acosx — Bsinx —2C cosx —2Dsinx +sinx.

Porovnanim koeficienti u funkci sinz a cos z dostavame ¢tyfi rovnice pro A, B, C, D
—A=2B+4D, B=2A+4C+1, -C=-B-2D+1, D=-A-2C,

jejichz fesenim je ¢tvefice A = —2, B = —3, C' =0, D = 2. Obecné feseni y dané soustavy je pak tvaru

_ (Y1) _ . 2 2¢ + 1 —2cosx — 3sinx
y= <y2> =Yn+yp,=C1 (_1>+02< . >+< o sin o :

kde Cl, Cg e R.
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G. NUMERICKE RESEN{ POCATECNICH PROBLEMU PRO SOUSTAVY ODR1 A ODRN

Uvazujme-li soustavy LODRI1 s nekonstantnimi koeficienty, nebo obecnéji nelinedrni soustavy ODR1, pak
obvykle nemame k dispozici metodu, jak urcit hledané reSeni exaktné. V téchto pripadech tedy musime
pristoupit k numerickému (p¥ibliznému) FeSeni.

Numerické metody Feseni pocatecnich problému pro ODR1 se daji bez obtizi zobecnit na piipad numeric-
kého Feseni pocatecnich problémiu pro soustavy ODR1, resp. pro ODRn. Pfedmétem tohoto oddilu je velmi
struéné pojednani o tomto tématu.

Numerické feseni soustav ODR1. Princip naznac¢ime na piipadé poc¢atecniho problému pro soustavu
dvou diferencialnich rovnic prvniho fadu. Uvazujme tento problém ve tvaru

y/ = f($7 Y, Z)
Z =gz, y,2) } ’ (7.40)
y(0) =0,  2(0)=2. (7.41)

Pi#i numerickém feseni po¢ate¢niho problému (7.40), (7.41) hledame piibliznou hodnotu vektoru (y, z)7
ve vybranych uzlech
r0o=0, x1=h,..., z;=th,..., x,=a

intervalu (0, a). Pfibliznou hodnotu slozek y, resp. z hledaného Fefeni v uzlu z; ozna¢ime symboly Y;, resp.
Z;.

Nejjednodussi numerickou metodou feSeni pocéateénich problému pro ODRI byla explicitni Eulerova me-
toda. Analogii této metody v pfipadé pocateéniho problému (7.40), (7.41) je nasledujici predpis pro vypocet
Y;, Zz

Yisn =Yi+hf(z, Vi, Zi),
Zivr = Zi+hg(%,Yi, Z;),

i=0,1,...,n — 1; klademe pfitom Yy = yo, Zo = 2o (viz (7.41)).

(7.42)

Numerické feseni ODRn. Otézka numerického feSeni poc¢atecniho problému pro ODRn je zpravidla
feSena prevedenim tohoto problému na pocéateéni problém pro soustavu ODRI1 (viz pfedchézejici kapitola,
oddil A) a néaslednym vyuzitim vhodné numerické metody pro tuto soustavu (tedy napi. formule (7.42)).
Postup ukazeme na piikladu.

Piiklad 7.21. Pomoci Eulerovy metody (7.42) uréeme pfibliznou hodnotu feseni pocéteéniho problému
. . ™ .
prsing =0, ¢(0)= 7, 40)=0

v bodé t = 1.

Reseni. Poznamenejme, Ze dany poc¢ateéni problém je zjednoduseny model pohybu matematického kyvadla
o délce I = 9,81 [m]. Nasim dkolem je uréit pfibliznou hodnotu thlové vychylky ¢ v éase t = 1[s], pfifemz
pocatecni stav kyvadla (tj. poc¢ateéni vychylka a pocéteéni thlova rychlost) je uréen danymi pocéateénimi
podminkami.

Nejdfive pfepiseme tuto tlohu na pocatecni problém pro soustavu dvou ODRI1. Polozime y = ¢, z = ¢ a
dostavame:

i o=z T
A OB UR

Dale zvolime h = 1071 [s], tedy 29 = 0, 21 = 1071, 29 = 1072,... 219 = 1. Pak podle (7.42) plati

Yis =Y 40,17,
Zi+l = Z,L — 0, 1SiIlY;,

pricemz klademe Yy = 7r/4, Zy = 0. Odtud postupnym vypoctem hodnot Y7, Z1, Y3, Z5,... nakonec obdr-
Zime

Yio = 0,4781,  Zio = —0,6434.
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Vsimnéme si, Ze jsme kromé piiblizné hodnoty tthlové vychylky v daném ¢ase t = 1 (Y19 = 0,4781) vypocetli
také pribliznou hodnotu thlové rychlosti ve stejném ¢asovém okamziku (Z19 = —0,6434).

Reseni ODR pomoci mocninngch ¥ad. Princip metody spo¢iva v tom, Ze Feseni dané rovnice hledame
ve tvaru mocninné fady se stfedem v bodé, v jehoZ okoli je toto Feseni definovano (nejéastéji se jedna o bod, v
némz je predepsana pocateéni podminka, pfip. po¢ateéni podminky). Hlustrujme tuto metodu na nasledujicim
prikladu.

Priiklad 7.22. Pomoci rozvoje do mocninné fady uréeme feseni poc¢atecniho problému

y'+y=0 y0)=y(0)=1. (7.43)

Reseni. Po¢ateéni podminky jsou predepsany v bodé xo = 0, a proto hledejme Feseni y problému (7.43) ve
tvaru mocninné fady

o0
y= Z apz® = ag + a1z + asx® + asz® + agzt + ..., ap =7 (7.44)
k=0

K urceni koeficientd ay, této fady je tfeba podle vztahu

(k)
~ y'(0)
=T

ur¢it hodnotu funkce y a vSech jejich derivaci v bodé x¢ = 0. Podle pocatecnich podminek plati y(0) =
y'(0) = 1, a odtud déle podle (7.43) vy’ (z) = —y(x), tj. y'(0) = —1.

Hodnoty y¥) (0) pro k = 2,3,... nyni ur¢ime opakovanou derivaci zadané rovnice a naslednym dosazenim
bodu xg = 0. Provedme tedy alespoii prvni dva vypocty: 3" (0) = —4/(0) = —1, y™®(0) = —¢”(0) = 1. Z
provedenych vypoctl tedy podle (7.45) dostédvame
-1 1 -1 1 1 1

Sar Ty BTy T Mt T

(7.45)

Uspésnost této metody tedy ziejmé zavisi na moznosti vyjad¥it hodnotu y(k)(O) pro libovolné ptirozené k.
Toto vyjadreni je vSak proveditelné pouze ve specialnich pripadech, a proto se obvykle spokojime s vypoctem
y*)(0) (a tedy i koeficienttt ay,) pro koneény pocet hodnot k. Dosazenim takto uréenych koeficientt do (7.44) a
néslednym zanedbanim vsech zbyvajicich ¢lent fady, jejichZ koeficienty nebyly vypocéteny, ziskime (Tayloriv)
polynom predstavujici ptiblizné feseni daného problému.

V nasem pifipadé tedy dostavame piiblizné vyjadreni feSeni y ve tvaru

2 173 1,4

y%P4(m):1+x—%—€+ﬂ.
Otazkou odhadu chyby této nahrady se zde zabyvat nebudeme. Intuitivné je vSak zfejmé, ze tento odhad
je ovlivnén jednak stupném pfislusného Taylorova polynomu a jednak hodnotou z (tedy vzdalenosti daného
bodu od stfedu mocninné fady (7.44), v némz je piedepséna pocateéni podminka).

Vratme se vSak v daném piikladu jesté jednou k vypoctu koeficientt a; mocninné fady (7.44). Poéatecéni
problém (7.43) je velmi specidlni a vyjadfeni libovolné derivace svého feSeni v pocateénim bodé umoziiuje.
Zobecnénim pfedchézejicich vypoétli proto snadno zjistime, Ze FeSeni y pocateéniho problému (7.43) lze psat
ve tvaru nekonec¢né rady

Lo 13 1, 15
yzl—i—x—ax —ix —|—Im —l—ax - ...
Nyni lehce ovéfime, Ze uvedend fada konverguje absolutné pro kazdé z € (—o0, c0), a podle nasich poznatka
(kapitola Ciselné fady, oddil D) ji mtzeme libovolné pterovnat. Plati proto vyjadieni

2 ot x> ad

yzl—a‘i‘ﬂ_"'"‘r%—i"‘ﬁ—
Rady uvedené v predchézejicim vyjadieni jsou ale rozvoje funkci cosz, sinz. Plati tedy snadno ovéfitelny
zavér, ze TeSeni problému (7.43) je funkce y = cosx + sin x.
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SHRNUTI POZNATKU

Se soustavami ODRI1 se setkdavame predevs§8im v rovinnych a prostorovych tlohéach souvisejicich s mecha-
nikou. Mezi soustavami ODR1 pro n neznamych funkci a ODRn existuje uzkd souvislost, coz plati obzvlast
pro rovnice linearni.

Struktura mnoziny feSeni homogenni soustavy LODRI1 je proto zcela analogicka struktuie mnoziny feseni
homogenni LODR vyssich ¥ada. Specidlné, zndme-li fundamentélni systém Feseni, pak obecné feseni je ur-
¢eno linearni kombinaci funkei (vektord) z fundamentalniho systému. Fundamentalni systém je tvofen tolika
vektory, kolik je neznamych funkci v dané soustavé. Vektory tvorici fundamentalni systém jsme schopni urcit
exaktné pouze v pripadé, jsou-li koeficienty dané soustavy konstanty.

Nehomogenni soustavy LODRI maji stejnou strukturu i metody feseni jako nehomogenni LODRn. Resime
je tedy budto univerzalni metodou variace konstant, nebo pocetné vyhodnéjsi metodou neuréitych koefici-
entl (lze-li tato metoda v zévislosti na tvaru pravé strany soustavy pouzit). Je také mozné pouzit metodu
eliminacni, pfevadéjici feSenou soustavu na odpovidajici nehomogenni LODRn. VSechny tyto metody umime
vyuzit pouze v pfipadé, jedné-li se o nehomogenni soustavu LODRI s konstantnimi koeficienty.

Nehomogenni soustavy LODR1 s nekonstantnimi koeficienty, a obecné nelinearni soustavy ODR1 pak mu-
sime Tesit numericky. Stejnym zptisobem postupujeme i v pfipadé obecné ODRn, kterou pro ui¢el numerického
feSeni obvykle pfepiseme na soustavu ODR1. Jinou moznosti, jak alespon pfiblizné urcit feSeni poc¢ateéniho
problému pro ODRn, je hledat toto feSeni ve tvaru mocninné fady.
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