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8. Okrajovy problém pro LODR2

A. ZAKLADNI POZNATKY O SOUSTAVACH ODR1

V kapitole 6 jsme zavedli pojem linedrni diferencidlni rovnice n-tého fadu, ktera je pro n = 2 tvaru
Az (2)y" + Ar(2)y" + Ao(2)y = f(x). (8.1)

Dosud jsme se v naSich tivahach zabyvali pouze problémy pocateénimi; s rovnici (8.1) jsme totiz uvazovali
pouze pocatecni podminky
y(ro) =yo,  ¥'(%0) =1, (8.2)

kde xq je libovolny vnit¥ni bod daného intervalu a yg, y; jsou libovolné realna ¢isla.

Tyto podminky, jednozna¢né vymezujici hledané feseni, jsou tedy dany v jednom bodé (nejc¢astéji se jedna
o piedepséani polohy a rychlosti v po¢dteénim ¢asovém okamziku). Casto je vSak tieba fesit diferencidlni
rovnice s podminkami, které predepisuji hodnoty feseni v riznych bodech. Hleddme-li napt. prithyb nosniku,
fesime pfislusnou diferencidlni rovnici s podminkami, které charakterizuji ulozeni nosniku na jeho koncich.
Tyto podminky pak nazyvame okrajovymi podminkams.

Definice 8.1. (Typy okrajovych podminek) Nejjednodussim typem okrajovych podminek jsou tzv.
Dirichletovy podminky

ya) =va,  y(b) =1us,

kde a, b jsou zpravidla koncové body intervalu, v némz hledame feseni a y,, ¥, jsou dana ¢isla. Jinym typem
okrajovych podminek jsou tzv. Neumannovy podminky

y'(@)=va, Y O) =y
Uvedené podminky lze také kombinovat; napt. jako
y(@) =ya, Y (0) = e

Obecné 1ze vSechny tyto podminky popsat vztahy

ay(a) + By (a) = Ya,

Yy(b) + 6y’ (b) =y, (8.3)

a, B, v, 6 jsou dana éisla vyhovujici podminkdm || + [3] # 0, || + || # 0 (tj. alespoti jedno z éisel «, 5 a
alesporti jedno z ¢isel 7, 0 je rizné od nuly).

Definice 8.2. (Okrajovy problém) Ulohu uréit funkci y = y(x) vyhovujici pro = € (a,b) rovnici (8.1)
a splitujici okrajové podminky (8.3) nazyvame okrajovym problémem. Je pfitom piirozené predpoklddat, ze
funkce y je spojita v uzavieném intervalu <a, b> (tedy véetné krajnich bodi.)

Jestlize y, = yp» = 0, pak podminky (8.3) nazveme homogennimi okrajovgmi podminkami; v opa¢ném
pripadé (tj. je-li alespon jedna z hodnot y,, y» rtiznd od nuly) hovofime o nehomogennich okrajovjch pod-
minkdch.

Poznamenejme, Ze okrajovy problém lze zavést i pro obecnou ODRn. Veskeré dalsi ivahy vsak budeme
pro jednoduchost provadét pouze pro vyse zminénou LODR2.

V souvislosti se zavedenymi pojmy vznikd otdzka, zda ma opodstatnéni se okrajovymi problémy déle
zabyvat. Mohlo by se zdat, Ze vSe funguje stejné jako v piipadé podateénich problémiti: Je-li rovnice (8.1)
rovnici s konstantnimi koeficienty, uréime obecné feSeni této rovnice a nasledné dosazenim okrajovych podmi-
nek specifikujeme konstanty Cy,Cs z obecného feSeni, ¢imz dostavame jednoznacné urcené reseni prislusného
okrajového problému. Je-li rovnice (8.1) rovnici s nekonstantnimi koeficienty, pfevedeme ji na soustavu dvou
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LODRI1 a tu fesime numerickymi postupy (kapitola 7, oddil G). Tato analogie vSak pro okrajové problémy
neplati.

Existence a jednoznaénost Feseni okrajovych problému. Vysetfime nékolik okrajovych problému
pro rovnici
y'+y=0. (8.4)

Obecné Teseni rovnice (8.4) je ddno vztahem
y=Cicosx + Cysinx, Ci, CreR, (8.5)

a je tedy definovano pro vSechna redlnd z. V dalsi ¢asti pfedepiSeme rizné okrajové podminky Dirichletova
typu a budeme zkoumat fesitelnost pfislusnych okrajovych problémi.

a) Nejprve vyfesime rovnici (8.4) s okrajovymi podminkami

y(0) =1, y(r/2)=0. (8.6)

Dosazenim podminek (8.6) do obecného feSeni (8.5) obdrzime C; = 1, Cy = 0. Okrajovy problém (8.4), (8.6)
tedy ma jediné Teseni y = cos .
b) Nyni volime okrajové podminky

y(0)=1,  y(m)=0. (8.7)

Podobné jako v &asti a) dospéjeme k soustavé C; = 1, —Cy = 0, kterd nemé FeSeni, a proto ani okrajovy
problém (8.4), (8.7) nem4 FeSeni.

c) Resme rovnici (8.4) s homogennimi okrajovymi podminkami

y(0)=0,  y(r)=0. (8.8)

Tyto podminky vedou na soustavu C; = 0, —C7 = 0, kterd ma nekoneéné mnoho feseni: C; = 0, C5 libovolné.
Proto mé i okrajovy problém (8.4), (8.8) nekoneéné mnoho feSeni tvaru y = Cysinz, Cs je libovolné.

Existence a jednoznacnost feSeni pocateénich problémii. Predchézejici priklady ukazuji, Ze ani
ve velmi jednoduchém linedrnim pfipadé nemusi mit okrajovy problém zadné feSeni, pfip. jich mize mit
nekonec¢né mnoho. S podobnymi vysledky jsme se pfi feseni diferencidlnich rovnic s poc¢atecnimi podminkami
nesetkali. Skuteéné, v pfipadé pocatecnich problémi pro LODRn plati nasledujici obecna véta o existenci a
jednoznacnosti FeSeni, kterou zformulujeme pro pripad n = 2:

Jsou-li funkce As(z), A1(x), Ao(z), f(x) spojité na daném intervalu a As(x) zde nikde nenabyva nulové
hodnoty, pak existuje pravé jedno feseni rovnice (8.1) spliiujici po¢ateéni podminky (8.2).

Vratme se jesté k predchéazejicimu piikladu. Na jeho zdkladé mutze vzniknout dojem, Ze piipady, kdy
feSeni daného okrajového problému neexistuje, prip. neni urcéeno jednoznacné, nepopisuji zadny rozumny
fyzikalni jev ¢&i technicky problém, a jsou proto nezajimavé. Na nésledujicim p¥ikladu (ktery je z pocetniho
hlediska téméf totozny s predchazejicim) budeme demonstrovat skuteénost, ze tomu tak neni a ze pravé tyto
»problematické“ pripady jsou velmi dilezité.

Priklad 8.3. (Problém vzpérné pruznosti) Uvazujme pruznou dokonale pfimou ty¢ délky I, kterd je
na koncich prosté ulozena a namahana na vzpér silou F' pisobici v ose tyce.
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Obr. 8.1: Vzpérna pruznost

Reseni. Na obr. 8.1 je vyznacena volba systému soutadnic x, y, kde y = y(z) je prihyb. Zvysujeme-li postupné
silu F' az do urcité meze, zlstava tyc¢ stale pfima. Jakmile osova sila F' dosdhne této meze, ty¢ se nucené
vychyli. V této souvislosti se budeme zajimat nejen o nalezeni prithybové kiivky, ale pfedevsim o stanoveni
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zminéné mezni hodnoty F. Tato hodnota se v teorii pruznosti nazyva kritickd hodnota sily F a znadi se
zpravidla symbolem Fy,.
K tomu, abychom mohli pfislusnou diskusi provést, je tfeba nejprve sestavit diferencidlni rovnici pro
hledany prithyb tyce. Po provedeni jistych zjednoduseni 1ze tuto rovnici psat ve tvaru
y' +afy=0 @=L x € (0,1) (8.9)
) El’ V) .
kde E je modul pruznosti v tahu a I moment setrva¢nosti prifezu tyce vzhledem k ohybové ose (obé veli¢iny
predpokladdme konstantni po celé délce tyée). K této rovnici jesté pfistupuji homogenni okrajové podminky

y(0)=0,  y() =0, (8.10)

nebot v koncovych bodech tyce je prithyb nulovy.
Nyni vyfesime okrajovy problém (8.9), (8.10). Obecné feseni rovnice (8.9) je tvaru

y = Cqcosax + Cysinaz, Cy, Cy €R.
Dosazenim okrajovych podminek (8.10) do obecného feseni dostdvame homogenni soustavu linedrnich rovnic

C: =0,
Cicosal + Cysinal =0,

kterd mé vzdy nulové feSeni (tj. C; = Co = 0). Aby tato soustava méla i nenulové feseni (nebot hleddme
podminky pro nenulovy priithyb tyée), musi byt sinal = 0.

Je-li tedy al = km, k = 1,2,..., tj. a = kx/l, bude mit okrajovy problém (8.9), (8.10) také nenulovd
feSeni; budou jimi funkce

k
y:02sin$, k=1,2....
Kritickymi silami jsou zfejmé hodnoty F' = EI(lmr/l)2, k=1,2,.... Nejmensi kritickou silou, pfi niz dojde
k prihybu tyce, tedy je
2
F = EI (%) .

Vsimnéme si dale, Ze odpovidajici prithybové ¢ary jsou dany nejednoznacéné, nebot konstanta Cs je libovolna.

Rozsifme nyni nasi tlohu v tom smyslu, Ze ty¢ bude vertikdlné zatiZena rovnomérnym zatizenim ¢ (viz
obr. 8.2). Bez uvedeni blizsiho odvozeni piSme diferencidlni rovnici prihybové ¢éary ve tvaru

F l
y' + a?y = bx? + cx, kdea?= —, b=-L  =-T_

EI 2B 2Bl (8.11)
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Obr. 8.2: Rovnomérné zatiZzeni

Protoze okrajové podminky (8.10) zistavaji nezménény, fesime okrajovy problém (8.11), (8.10).
Rovnice (8.11) je nehomogenni LODR2 s konstantnimi koeficienty a specialni pravou stranou ve tvaru
polynomu druhého stupné. Pomoci metody neuréitych koeficient stanovime obecné feseni (8.11) ve tvaru

20

b c
yzclcosax+Cgsinax+—2x2+—2xf—4, Cy, Cy €R.
a a a

Dosazenim podminek (8.10) zjistime, Ze je-li al # km, pak obdrzime jednoznacéné uréené vyjadieni prihybové
Cary ve tvaru
b c 2b 2b1 — cosal

_ 2 .
y= 5 + poid + g(cos ar — 1) + sinax. (8.12)

a* sinal
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Je-li v8ak al = km, pak okrajovy problém (8.11), (8.10) nemé 7adné FeSeni. VSimnéme si pfitom, Ze vztah
al = k7 odpovida pripadu, kdy osova sila F' nabyva svych kritickych hodnot.

Ziskané vysledky lze nyni interpretovat takto: Je-li hodnota osové sily F' mensi nez kriticka hodnota Fi,,
pak 0 < al < 7 a prithyb tyce je dan jednozna¢né vztahem (8.12). Blizi-li se F' k F,, pak se hodnota al blizi
k 7, a tedy sinal se blizi (kladnymi hodnotami) k nule. Pak ovSem roste prava strana vztahu (8.12) (a tim i
hledany prihyb) nade v8echny meze a pii F' = Fj, se stava prithyb nekoneény, ty¢ praskne.

B. NUMERICKE RESENI OKRAJOVYCH PROBLEMU PRO LODR2

V aplikacich se Casto setkdvame s okrajovymi problémy pro linearni rovnice s nekonstantnimi koeficienty
(pruhyb, resp. stabilita ty¢e proménného prifezu apod.), ¢i obecnéji s rovnicemi nelinedrnimi. Tyto rovnice
je proto treba fesit numericky. Pro Gc¢el numerického feseni okrajovych problémi vsak nelze vyuzit metod,
se kterymi jsme se seznamili v ramci numerického feSeni pocatecnich problémid pro ODRn. Divod je jasny:
po prepisu napi.ODR2 na soustavu dvou ODR1 vyzaduje piislusnd metoda dvé startovaci hodnoty pro dvé
neznamé funkce (okrajové podminky vSak nabizi pouze jednu tuto hodnotu). Navic druh4 okrajova podminka
predepisuje hodnotu jedné nezndmé funkce v konefném casovém okamziku; splnéni této podminky nelze
metodami pro numerické feSeni pocatecnich problému vyhovét.

Vs vz

V dalsi ¢asti budeme uvazovat LODR2 s nekonstantnimi koeficienty ve tvaru

y' +alx)y +bx)y = f(z) (8.13)

s Dirichletovymi okrajovymi podminkami

y(0) =vo, y(l)=w. (8.14)

Piedpokladejme dale, ze okrajovy problém (8.13), (8.14) je jednoznalné Fesitelny (lze ukdzat, Ze tento pted-
poklad je splnén napr. tehdy, jsou-li funkce a(x), b(z), f(z) spojité na (0,1), piicem# zde plati b(z) < 0).
Na okrajovém problému (8.13), (8.14) budeme ilustrovat myslenku jedné z nejjednodussich metod pro feSeni
okrajovych problémum, tzv. diferencni metody.

Princip diferenéni metody. Metoda spoéiva v tom, Ze derivace hledané funkce y nahradime v rovnici
(8.13) prislusnymi diferenénimi podily.
Uvazujme proto rozdéleni intervalu (0,7) na n stejné velkych dilkit délky h = I/n body

ro=0, x1=h,..., z;=1th,..., x,=nh=I.

Délici body z; nazveme uzly a mnozinu uzlu {zy, . .., , } nazveme siti. Z tohoto divodu je diferenéni metoda
nazyvana Casto také metodou siti. Podobné jako u numerického feSeni pocatecnich problému budeme i nyni
hledat p¥iblizné hodnoty neznamé funkce y ve vybranych uzlech dané sité (pfesnéji ve vnitinich uzlech, nebot
pfesnd hodnota feSeni v krajnich uzlech je pfedepsdna vztahy (8.14)).

Ve vnitinich uzlech sité tedy plati

Y (z;) + a(z)y' (z;) + b(x:)y(z;) = f(x), i=1,...,n—1. (8.15)

Oznadime y; = y(x;), yi = y' (@), v’ = v (x;), a; = a(z;), by = b(x;), fi = f(x;) a derivace na levé strané
(8.15) nahradime diferenénimi podily takto:

YL~ Yit1 — Yi-1 N Yit1 — 2Yi + Yi—1 _

) 2h ) 7 h2 (816)

Nyni zaménime vyrazy y;—1, ¥i, ¥i+1 jejich pfibliznymi hodnotami Y;_;, Y;, Y;+1 a znaménko pfiblizné rov-
nosti v (8.16) nahradime znaménkem rovnosti. Pak dosazenim do (8.15) dostavame

Yie1 —2Y;+Y, 4 Yiv1 —Yi1 )
! h; ! + a; ! oh ! +bZY’Z:f1, Z:].,...,Tlfl, (817)
pfi¢emz z okrajovych podminek (8.14) plyne Yy = yo, Y, = ui-
Soustava (8.17) obsahuje n—1 linedrnich rovnic pro n—1 nezndmych Y3, ..., Y, _;. ProtoZe matice soustavy
je tfidiagondlni, 1ze feSeni soustavy ziskat napt. Gaussovou elimina¢ni metodou upravenou pro t¥idiagonalni
matice.
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Piiklad Okrajovy problém
y' — (1 +a?)y =u, (8.18)

y(0)=0, y(1)=0 (8.19)
vyfesime priblizné diferenéni metodou s délkou kroku h = 0, 2.
Regend: Piedeviim poznamenejme, Ze okrajovy problém (8.18), (8.19) je jednoznacéné fesitelny, nebof
funkce b(z) = —(1+ %), f(z) = x jsou v intervalu (0, 1) spojité a funkce b(z) je v tomto intervalu zaporn4.
Interval <0, 1> rozdélime délicimi body

ZL'O:O, 1‘11072, IE2:0,4, I3:0,6, 1’4:0,87 135:1

na pét podintervali délky h = 0,2. Hodnotu pf¥iblizného feseni v bodech x; oznaéime Y; (i = 0,1,...,5). V
krajnich bodech 2o = 0 a 25 = 1 volime podle (11.19) Y5 = 0 a Y5 = 0 (tyto hodnoty jsou tedy stanoveny
pfesné). Diskretizaci rovnice (8.18) dostavame pomoci ndhrady (8.16) vztahy

Yigr = 2Y; + Yig

2\y, _ .
(032)2 B (1 + (xz) )}/7( = Ti t= 1727374'

Tuto linearni soustavu ¢tyf rovnic pro ¢tyii neznamé lze prepsat na tvar

—2,0416 1 0 0 Y1 0, 0080
1 —2,0464 1 0 Yo | 10,0160
0 1 —2,0544 1 Ys | |0,0240
0 0 1 —2,0656 Y, 0,0320

VyfeSenim této soustavy pak dostavame
Yy =-0,0279, Y, =-0,0490, Y3 = —-0,0564, Y;=—0,0428.

Konvergence diferenéni metody. Diferenéni metodou jsme tedy ziskali aproximaci feSeni daného
okrajového problému v uréitych bodech (uzlech) uvazovaného intervalu. K tomu, abychom ziskali aproximaci
feSeni v celém intervalu, lze pomoci interpolace sestrojit funkci prochazejici body (x;,Y;), i = 0,1,...,n.
Pak vznika pfirozena otazka, totiz, jak mnoho se lisi tato funkce od presného feseni y. Lze zfejmé ocekavat,
ze shoda bude tim lepsi, ¢im jemnéjsi déleni daného intervalu zvolime. Tyto tvahy tzce souvisi s otazkou
presnosti jednotlivych aproximaci Y;. Bez odvozeni poznamenejme, ze fesime-li konkrétni okrajovy problém
(8.13), (8.14) pomoci schématu (8.17), pak existuje konstanta K > 0, nezavisla na h, takovd, ze

‘yl_YZ|SKh2a 7::17"'7’”_17

kde krok h je dostatecné maly.

Je tfeba jesté upozornit na skutecnost, ze pfesnost aproximaci Y; lze ovlivnit rovnéz volbou jiné diferenc¢ni
ndhrady derivaci, nez pfedstavuji vztahy (8.16). Pfitom je ovSem rozumné vzdy poZzadovat, aby tyto ndhrady
byly stejného fadu presnosti.

SHRNUTI POZNATKU

Okrajovym problémem rozumime tlohu urcit feSeni dané rovnice vyhovujici jistym okrajovym podmin-
kam. Okrajové problémy pro LODR2 (a obecné pro ODRn) nemuseji byt jednozna¢né fesitelné, a to ani
v ptipadé velmi jednoduchych rovnic. Pravé ptipady, kdy feSeni tohoto problému neexistuje, pfip. neni ur-
¢eno jednoznacéné, maji zdsadni vyznam pii ziskdvani riznych kritickych hodnot (napf. pro zatiZzeni nosnych
sloupit). Nezbytnost numerického FeSeni okrajovych problémi je dédna stejnymi okolnostmi jako v p¥ipadé
problémt pocdatecnich. Numerické metody jsou vSak pro oba typy problémt odlisné, byt nékteré z nich maji
fadu spoleénych rysii (napf. numerickd ndhrada derivace feseni v uzlovych bodech).
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